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Zn der Abliandlnng des Herrn Nenberg 
„Über drei Sätze von Dr. P, Zeeman Gz''.') 

Erste Mitteilung. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Im Folgenden möge auf den zweiten Zeeman sehen Satz naher 
eingegangen werden, einmal im Sinne seiner projektiven und 
n-dimensionalen Verallgemeinerung, sodann aber auch hauptsächlich 
hinsichtlich der mit ihm verknüpften algebraischen Identitäten. 

1. Der Zeemansche Satz in der Ebene, — Es liege ein Koordinaten- 
dreieck /\ a a 

mit den Ecken A^, Aj^, Aj zugrunde; dessen Innenwinkel seien bezeich- 
net mit «,., ihre Kosinus mit c^ « c^, =» c,^, ihre Sinus mit s^. Es wird 
der Ort eines Punktes P{x) gesucht, für den die senkrechten Pro- 
jektionen P^ auf die Seiten des Dreiecks in einer Geraden liegen. 

Durch einen Punkt (x) eine Senkrechte (w) zur Dreiecksseite x^^O 
legen, heißt diejenige Gerade (u) durch (x) ziehen, die zu a:^ — be- 
züglich des yyKreispanktepa4Jires^^i 

(1) K = c^y^ -f Cjjwj + c^u\ -f 2ci,w^w, -f- 2C13U1U3 + 2c,3W,tt3 -= 

konjugiert ist. 

Somit bestehen für die Koordinaten der Geraden (u) die beiden 
Relationen: 

(1) w<^« + WaC<* + w,^«=-0, UiX^ + u^Xj^ + u^x^^O. 

Für den Schnittpunkt P^ von (w) mit x^ — wird das Koordinaten- 

Verhältnis -^ = -', also gemäß (1): 

Sollen die drei Pimkte P, (i— 1, 2, 3) auf einer Geraden liegen, so 
muß das zyklisch genommene Produkt der drei Verhältnisse (2) den 

1) S. dieses Archiv 11, 22ö— 238. 

ArchlT dar Hftthemfttik und Physik. IIL R«ih«. XIL 1 



2 W. Fb. Meves: 

Wert — 1 besitzen (and umgekehrt). Mithin beschreibt der Pnnkt (x) 
eine Kurve 3. Ordnung C^: 

(11) C„ = (p,,:r, - Ct^Xi) Cc„a;, - c^,Xi,) (c^x^ - c^^x,) 

Setzt man hier die Werte der c ein: c„ = — i , c^ =- c^^ = r, = cos «, , 
iiad entwickelt, eo geht die linke Seite von (11) Aber in: 

(Hl) C\ = 2x,x,x^(l + c,c,<^) + ^a:j(j;* + xf){c, + c,e,). 

Nun ist näch den Elementen der Trigonometrie, da die a^ die Innen- j 

winke! eines Dreiecks sind: 

(3) 2(1 +c,tiC,)=4 + sS + 4, c, -f Cic, - Vr 

Damit zerfällt aber C'j in zwei Faktoren, wie folgt: 

(IV) Ci = XiXtX,(^^ + 4 + Si) + ^X,(xl + X^)S,S,^ _^T,Sr ^x^x^s,. I 

Wie bekannt, ist ^x^Sf ^ die Gleichung der unendlich fernen Ge- 
raden ^^ , SxfXfSi = die Gleichung vom Umkreise des Koordinaten- 
dreiecks. Sieht man also von den unendlich fernen Punkten als un- 
eigentlichen Lösungen der Aufgabe ab, so erscheint der Kreis als Ort 
eines Punktes P derart, daß, wenn man auf dem Kreise irgend drei 
Punkte J,, J, , .4, markiert, die FuQpunkte der von P auf die Seiten 
des Dreiecks (.■!,, -1,, A^) gefällten Lote stets in einer Geraden liegen. 

Da aber der Kreis durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt daraus 
der Zeemansche Satz: „Liegen 4 Punkte in einer Ebene, von denen 
keine 3 einer Geraden angehören, und gehören für irgend einen der 4 
Punkte die FuBpuukte der auf die Seiten des von den 3 andern g*- i 
bildeten Dreiecks gefällt«n Lote einer Geraden an, so kommt diese \ 
Eigenschaft entsprechend auch den 3 andern Punkten zu." 

2. Projektive Verallgemeinerung. — Für ganz beliebige Koeffizien-J 
t«n Cft eines KlsssenkegelBchnitts .^ in § 1 nimmt (II) die Gestalt i 
(II') C, = 2x,i,ar,(cu<^(^ - c„c^(^) 

+ ^*i{«i»*f + '^ij*')(<'«c„ — C(,Cn) — 0, 

d. h der Ort des Punktes (x) ist eine nicht zerfallende, durch die"! 
Ecken des Koordinatendreiecks gehende Kurve 3. Ordnung t,. Nun- I 
mehr werde dem Klassenkegelschnltt K (1) die Beschränkung auferlegt^ 
in ein Paar getrennter (reeller oder komplexer) Punkte A(n), Ii(b) zu 
zerfallen. Diese Bescliränkung findet ihren Ausdruck in den Relationen: 



(*) 



''(* = "i^i + o»''*. '^11 "" ^Ofhf 



d 
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Setzt man alsdann zur Abkürzung: 

(5) - jS, = 2 a,6, (a^ft, - afij) = 2 a,6, (a6)„ , 

so gebt nacb einfacber Umrecbnung die linke Seite C^ von (U^) über in: 

i i 

Es zerfallt also die Kurve 3. Ordnung C^^ wiederum in eine Ge- 
rade g: 2^i{fl^)ki"^^9 ^^^ keine andere ist, als die Verbindungslinie 
der Punkte A^ B, und in einen Kegelschnitt C^: ^x^x^ß^ » 0, der 
durch die £cken Aiy A^, Ä^ des Koordinatendreiecks gebt, und überdies 
durch die Punkte Ä, B. 

Denn setzt man z.B.a:^—a^y so wird ^a^&^ajta,(a&\,~ata^a3^^.(a&)^;j. 
verschwindet also identisch.^) Daß die Gerade g einen Bestandteil des 
geometrischen Ortes C^ bilden muß^ ist geometrisch unmittelbar zu 
erkennen. Sei /S>^ der Schnittpunkt von x^ » mit g, so konstruiere 
man auf ^ den zu S^ bezüglich des Punktepaares harmonischen Punkt S/. 
Dann erhalt man für irgend einen Punkt P der Ebene die durch ihn 
gehende und zur Dreiecksseite o;^ ■» in bezug auf den zerfallenden 
Klassenkegelschnitt {A, B) konjugierte Gerade (u), wenn man P mit 8/ ver- 
bindet. Liegt nun P insbesondere auf der Geraden.^, so fallen die drei 
zu P gehörigen Geraden (u) mit g zusammen^ die Schnittpunkte von g 
mit Xf «0, ar^fc — 0, x, — sind wiederum die Punkte S^, S^, S„ die 
eben in g liegen. 

Hieraus geht zugleich hervor, daß die Punkte der Geraden g nur 
uneigentliche Lösungen der in Rede stehenden Aufgabe sind. Zugleich 
ist ersichtlich, daß die Ecken des Koordinatendreiecks dem geometrischen 
Orte Cj, mithin dem nach Ausscheidung von g verbleibenden Kegel- 
schnitte Cj angehören. 

Nimmt man nunmehr umgekehrt einen nicht zerfallenden Ordnungs- 
kegelschnitt C^ beliebig an und markiert auf ihm einmal drei Punkte 
A^, A^y A^y andrerseits ein Punktepaar A, B, so erscheint nach Obi- 
gem C, ab der (eigentliche) Ort eines Punktes P, für den die drei 
durch ihn laufenden Geraden, die resp. zu den Seiten des Dreiecks ^j, ^, A^ 
in bezug auf das Punktepaar A, B konjugiert sind, jene Seiten stets 
in drei auf einer Geraden liegenden Punkten schneiden. 

1) umgekehrt ist die Gleichung des durch die Punkte A^, A^y ^, A, B 
gehenden Kegelschnitts: 



an. Od. a d 
6 6, 6 & , 65 



!• 



4 , W. t\. MtVKH: 

Da aber durcli irgend 5 Punkte A„ Ä^, Ä^, A, B, von deuen 
keine 3 in einer Geraden liegen, ein nicht zerfallender Kegelschnitt Q 
eindeutig bestimmt ist, bo ergibt sich als projektive Verallgemeinerung 
des Zeemanschen Satzes (§ 1): 

„Irgend ein Punkteaeitupel A„ A^, A^, A^, A^, A^ der Ebene, 
von dem keine 3 Punkte auf einer Geraden liegen, zerlege 
man auf irgend eine der 3.20 = 60 möglichen Arten in ein 
Tripel, etwa A^, A^, A^, ein Paar, etwa A^, A^, und einen ßeat- 
punkt [Ag). Wenn dann die drei durch den Restpunkt A^ 
laufenden Geraden, die in bezug auf das Punktepaar A^, A-, 
zu den Seiten des Dreiecks A^, A^, A^ konjugiert sind, eben 
diese Seiten in drei Punkten einer Geraden treffen, so findet 
die entsprechende Eigenschaft bei jeder der 60 ZertegungB-: 
arten statt." 

Ks ist zu beachten, daB diese Eigenschaft eines beliebigen, einem 
Kegelschnitt (.\ angehörigen Punktesextupels nicht als iiqiiivalenl mit 
der Paacalschen Eigenschaft') desselben anzusehen ist. Denn der 
Kegelschnitt t', wird erst durch Vereinigung mit der Geraden A^, A^ zu 
einer zerfallenden Kurve dritter Ordnung C^ ^ U umgeformt, wo die 
linke Seite C-^ vermöge der Relationen (4) in die Gestalt (II") gebracht 
werden kann, und die Gerade A^, A^ stellt dann die uneigentliche 
Lösung der Aufgabe dar, während der Kegelschnitt C\ als deren eigent- 
liche Lösung erscheint. 

Sind im besonderen wieder A^, A^ die beiden „Kreispunkte" der 
Ebene, so gelangt mau zum Satze des § 1 zurück. 

3. Symmetrie der Kreisghichung in vier Arf/mnetttmipaaren. — Di« 
Gleichung des Umkreises des Koordinatendreiecks war (§ 1): 



(1) 



. 0. 



I 



Hier sind die .r, proportional den (mit geeigneten Vorzeichen zu 
nehmenden) Abständen des Punktes (x) von den Seiten des Koordinat«it- 
dreiecks, und die s, = sin a, proportional den Längen der Seiten. 

Soll jetzt der Kreis durch drei beliebige Punkte der Ebene 
geben, deren rechtwinklige Koordinaten x„ y, (t ^ 1, 2, 3) sind, und 
setzt man: 

(2) -^.-fe -».)'+ (V,--.».)', 



1) Mao vergleiche die dorn PascaUcheu Satze zugrunde liegende Identität 
in der Note dea Verfasse™, Jahresbericht der Deutucbon Muth. Voreioigung IX' 
ilVMj 8. 9t 
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y 


1 


a-, 


Vi 


1 


«i 


Vk 


1 



bedeutet femer (xik) die Determinante ^\ Vi 1 , so nimmt (1) die 

Gestalt an: 

(3) K=r\^{x 12) {x 13) + r|, {x 21) {x 23) -f rj, (a: 31) (^ 32) - 0. 

Gemäß § 1 muß es möglich sein, diese Gleichung in eine hinsichtlich 
der Koordinaten der vier darin auftretenden Punkte symmetrische Gestalt 
zu bringen. Da der Grad von K in den Koordinaten der drei Punkte 
(l)y {2)j (3) zu hoch ist, nämlich gleich drei^ liegt die Vermutung nahe, 
daß K den Faktor (123) enthält^ und daß der Restfaktor die gewünschte 
Eigenschaft besitzt. 

Der Beweis soll so geführt werden, daß er sich weiterhin auf den 
entsprechenden Fall im Räume von n Dimensionen ausdehnen laßt. 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß K identisch verschwindet^), so* 
bald (123) ^ ist. Deim ist die letztere Bedingung erfüllt, so kann 
man setzen, für A^, A^ als zwei homogene Parameter: 

Dann bestehen die Relationen: 

|(A, + A,)(xl2)(a:13)->l,(a;12)», 

(5) (Aj + A,) {z 21) {x 23) - X^ (x 12)*, 

\(X, + A,)«(a:31)(x32) X,i^(xl2)\ 

(6) - (^ + A,)*»1,-AM„ (A, + A,)»i,=-A|rf„ 

und die Gleichung (3) geht über in die identisch verschwindende: 

(7) (Ai + A,)« 2ir = (X 12)» rf, (A, A, - A, A,) = 0. 

Um nunmehr für drei beliebige Punkte (1), (2), (3) aus K(S) den 
Faktor (123) abzusondern, schreibe man lieber für x, y die Koordina- 
ten x^j y^ irgend eines vierten Punktes (4). Setzt man zur Abkürznng: 

(8) JNT-A, + X, + A„ 

so lassen sich die Koordinaten von (3) mittels dreier homogener Para- 
meter Aj, Aj, A4 linear durch die der Punkte (1), (2), (3) ausdrücken: 

(9) Nx^ - X^x^ + AjX, + X^x^, Ny^ = A^y, + A,y, + X^y^ . 



1) Greometrisch ist einleuchtend, daß, sobald (123) «0 ist, d. h. sobald die 
drei Punkte (1), (2), (3) in einer Geraden liegen, jeder Punkt der Ebene die 
Eigenschaft besitzt, daß die Fußpnnkte der drei, auf die Seiten des uneigentlichen 
Dreiecks (1), (8), (8) gefällten Lote einer Geraden angehören. 



(10) 



(11) 



i 
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Dann treten au die Stelle der Relationen (5), (6) die folgenden SM 

gemeineren : 

K (4I2)(41S) - Ji(412)>, ff (421) (423) - 1, (412)=, 

»'(431) (432) --J, 1,(412)', -»(123) -1.(124), 

^•1, - >■',<'„ + »i-l. + 2 J|lj(«.-Ii) (».-*.) + (üi-yJt«. - S. 
"'''„ - iä-t, + ij--;,- 2 1,1, 1(1,-1.) (i,-i.) + (»,-!(.)(.», - <j, 
Damit nimmt die linke Seite K von (3) die Gestalt an: 

oder: 

(I') Ä = (123)fi:'. 

VertaUBcht man je zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert (123) 
sein Vorzeichen, K selbst ändert sich gar nicht, mithin ändert auch K' 
sein Vorzeichen. 

Vertauscht man dagegen den Punkt (4) mit einem der Punkte (1) 
oder {2), etwa mit (1), so vertauschen sich auch <l, und X^, (124) ändert 
sein Vorzeichen, während der Eestfaktor von (124) ungeändert bleibt, 
so daß wiederum K' sein Vorzeichen ändert. Das letztere gilt endlich 
auch für die Vertauschung von (4) mit (3), da man ebensogut in (9) 
den Punkt (1) durch die Punkte (2), (3), (4) hätte darstellen können, 
wobei die rechte Seite Ton (I') dieselbe bleibt. 

„Somit ändert der nach Abspaltung des Faktors (123) 
aus K verbleibende Restfaktor A" immer nur sein Vorzeichen, 
wenn man irgend zwei der vier Punkte (1), (2), (3), (4) mit- 
einander vertauscht, d. h. die Gleichung A' = des in § 1 auf- 
tretenden Kreises ist hinsichtlich jener vier Punkte sym- 
metrisch." 

Das ist aber das algebraische Äquivalent för den Inhalt des 
Zeemanschen Satzes. 

Schwieriger ist die direkte Überführung der Gleichung /f' — 
in die übliche Gleichung eines durch drei Punkt« (1), (2), (3) gehen- 
den Kreises. 

Zu dem Behuf erledigen wir erst die analoge Aufgabe ^r die 
projektive Verallgemeinerung der Nr. 2. 

4. Umformungen einer Kegelsdmiltsffleicfiunt!. — Treten in Nr. 3 
ebenfalls an die Stelle der Ecken des Koordinatendreiecks drei beliebige 
Punkte (1), (2J, (3) mit den Dreieckskoordinateu x„ j/., e^ (i - 1, 2, 3), 
und gibt man dem variablen Punkte (x) irgend eine Lage (4), so wird 
die Gleichung des Kegelschnitts C, durch die 6 Punkte (1), (2), . . . (6), 
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unter (ikl) die Determinante der Dreieckskoordinaten der Punkte ({), 
(i); ({) verstanden: 



(1) 



(412) (413), (421) (423), (431) (432) 
^= (512) (513), (521) (523), (531) (532) 
(612) (613), (621) (623), (631) (632) 



= 0. 



Da der Ausdruck z/ zwar in den Koordinaten der Punkte (4), (5), (6) 
Tom Grade 2, dagegen in denen der Punkte (1), (2), (3) vom Ghrade 4 
ist, 80 läßt sich yermuten, daß in ^ der Faktor (123)' ent- 
halten ist. 

Zunächst kann man zeigen, daß die Unterdeterminanten irgend 
einer Zeile von z/, etwa der ersten, sämtlich den Faktor (123) be- 
sitzen. 

Die Unterdeterminante A^ von (412) (413) hat den Wert: 

(512) (531) 
(612) (631) 



(2) 



Ä^ = (523) (623) 



Bezeichnet man die ersten Minoren von (123) mit den resp. griechi- 
schen Buchstaben, so entwickelt sich die zweireihige Determinante in (2), 
wie folgt: 



(3) 



I (512), (531) _ «sl, + yjt/, + «jf., Xäg, + ys^Ii + «5& 
i (612), (631) " a?sl, + y,ij, + «4?,, a;,!, + y,ij, :f ««g, 



"V I '^» ä's 



^ 



«»»6 



hVi 



-(123)2^1 



«5 Vi 



(123) (15G), 



da 



$3% 



= *i (123), etc. 



„Damit ist die oft brauchbare Hilfsformel bewiesen: 

(rik), iriT)\ 



(I) 



(stA), (Sil) 



{ikl)(irs)." 



Daher spaltet sich aus der Determinante ^(1) der Faktor (123) zu- 
Törderst emmal ab: 

J - (123) J', - z/' - (412) (413) (523) (623) (156) 
(H) I + (421) (423) (531) (631) (256) 

+ (431) (432) (512) (612) (356). 



(5) 



ft "W. Fr. MtVEB: 

Um nunmehr aus ^' den Faktor (121)) nochmals abzuspalten, drücke 
maiij wie in Nr. 3 (9) etwa die Koordinaten des Punktes (3) durch die 
der Punkte (1), (2), (5) aus; 

(4) a-j = A,ar, + i,a:,-f A^jr^, J/s= i,y, + isyi + is?';., £ä = i,^, + i,«i + Aj^s- 
Dann gelten die Relationen: 

( (413) = i, (412) + \ (415), (423) = X^{m) + is(425), 

(523) = Jl, (521), (531)-;, (521), (431) = - A,(412)- Jl5(415), 
(356) = A, (156) + i, (256), (432) = Jl, (412) - X^ (425), 

l (623) = X^ (621) -f X^ (625), (631) == ;t,(621) + is(661). ' 

Damit geht der Ausdruck ^\ da (123) — is(125), Über in: 

<6) (^ = A.(412)(156)l-i^(415)(612) + i.(412)(256) + A,(415)(256)| | 

+ i,(412)(256)[-i,(412)(156) + Jl,(425)(612) + ij(425)(156)} . 

+ (612){;i(156} + A,(256)| {;,(412)(415)--l,(412)(425)-Aä(415)(425)}- 

Entwickelt man hier die rechte Seite, so verschwinden die Faktoren 
von A* und -l|, und mittels wiederholter Anwendung des Hilfssatzes (I) 
kommt : 

[^'-(123)^/", 
(HI) Y" (512){A,-l,(412)(4ö6)(612) + i,;5(415)(426)(156) 

I +Jl,4(416)(425)(256) 

also mit Rücksicht auf (11): 
(IV) z/ = (123)M". 

Hier ist wiederum leicht zu zeigen, dafi der Restfaktor /l" bei Va<^ 
tauschung irgend zweier der 6 Punkte (1), ■ . . (6) nur sein Vor- 
zeichen ändert. 

Kenn vertauscht man irgend zwei der drei Punkte (4), (5), (6), 
oder auch irgend zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert ^(1)- 
selbst sein Zeichen, mithin auch A" . 

Vertauscht mau aber einen Punkt des ersten Tripels mit einei 
des zweiten, etwa (1) mit (5), so ändert (512) sein Zeichen, währ^id 
der Restfaktor von (512) in ,d" ungeändert bleibt. Die Gleichung 
^"=-0 ist somit hinsichtlich aller sechs Punkte stjtnmeirisck 

um endlich den Faktor J" in (IV) auf eine bekannte Form zn 
bringen, führe man rückwärts den Ponkt (3) ein. Auf Grund der 
Identität: 
(7) (412) (456) = (415) (426) - (416) (425) 



I 
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imd der Relationen (5) geht ^'' ohne weiteres über in: 

(415) (426), (416) (425) 
^ ^ "" I (315) (326), (316) (325) 

wo das Verschwinden der rechten Seite unmittelbar aussa^, daß ein 
Kegelschnitt des Büschels {(1), (2), (5), (6)} auch die Punkte (3), (4) 
enthalt 

Die Form (Y) von ^" läßt sich endlich in eine, auch äußerlich 
hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrische Gestalt überführen, näm- 
lich in die der sechsreihigen Determinante |;r?, y*, z\^ ^,y,; ^.-^i? Vi^A- 

Denn man erkennt leicht bei der wirklichen Ausrechnung der 
zweireihigen Determinante z/" (V), daß das Glied x\y\ , x^y^ . x^z^ • y^js^ 
-x^g^ wirklich auftritt. Da aber nach Obigem z/" bei Vertauschung 
irgend zweier der Indizes 1, 2, ... 6 stets sein Vorzeichen ändert, und 
J" in den Koordinaten aller sechs Punkte homogen vom zweiten Grade 
ist, so wird in der Tat nach der Definition einer Determinante: 

(VI) ^"-=k?, y% ^h ^iVi, ^i^iy Vi^il (. = 1.2.... 6). 

6. Der spezielle Fall der Kreisgleichung. — Nunmehr mögen zwei 
der sechs Punkte des § 4, etwa die Punkte (5), (6), die „Kreispunkte" 
sein. Läßt man die Xf, y^, 0^ jetzt homogene rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, so werden die Koordinaten der Kreispunkte 1, ± i, 0, wo i 
die imaginäre Einheit bedeutet;. Indem man bei den übrigen vier 
Punkten die dritte Koordinate wieder gleich Eins nimmt, hat man die 
Beziehungen (r, s = 1, 2, 3, 4): 

(5rs) « (y^ - y,) - i{x^ - x^ 

(6rs)«(y,-y,) + i(^r-^,), 
{brs)i6rs)^{x,--x,y + (y,-y,)\ 

(rb6) 2e. 



(1) 



Damit erhalt man unmittelbar zwischen den Formen z/ (§ 4, (1)) und 
*^ (§ 3, (3)) (letztere gebildet für die vier Punkte (1), (2), (3), (4)) die 
Identität: 

(I) J^2i (123) ^(412) (413) rf. » 2t (123) JT, 

1, 2, S 

also mit Rücksicht auf die Identitäten (IV) und (VI) der Nr. 4: 

(II) 2iK^ (123) . i xf , yf , x^y,, x„ y,, 1 1 o = i. 2. s. 4. 6. 6). 

Die rechtsstehende sechsreihige Determinante nimmt aber im Falle der 
Kreispunkte (5), (6) der Reihe nach die Gestalten an: 
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(2) 



•*'8; 



X 



8 



1, ~l,+f, 
1,-1,-1, 

XU vu X,. V,, 1 

X 

X 

x^, 

1,-^1,0 



^y VlJ ^iVlf ^19 Vif ^ 
X^ 

M/o 4 • • • ■ • 











2» 



'i> ifif *i; yi> 

's» • 



1, - 1 t 
0, 0, - 2t, 

«t + yj, y!, a?i, y,, 1 

^8 ' y«» .... 

-1,0 



2i 



= 2i>J + y|, a;^, y^, 1| i* = i.i.s,4). 

Folglich geht die Identität (II) über in: 

(III) K - (123) I xl + yl X,, y„ 1 ! (* = i, 2, 3. d. 

d. h. die in Nr. 3 auf Omnd der Aufgabe der Nr. 1 erhaltene Form K 
der Ereisgleichung ist direkt in die bekannte Form umgewandelt worden. 

6* Der Zeemansche Satz im Baume. — Es liege ein Koordinaten- 
teti*aeder T:x^^ 0, a:^ « 0, a?, ■« 0, x^=^0 (*, fc, Z, w — 1, 2, 3, 4) 
mit den Ecken A zugrunde; die Kosinus von dessen inneren Flachen^ 
winkeln a^^ seien Cij^^^c^i- Es wird der Ort eines Punktes P(x) ge- 
sucht, für den die senkrechten Projektionen P. auf die Ebenen des 
Tetraeders in einer Ebene liegen. Durch einen Punkt (x) eine zur 
Ebene x^ = senkrechte Gerade legen, heißt, diejenige Gerade durch (x) 
ziehen, die zu x^ — bezüglich des „Ktigelkreises^: 

(I) K == CjitiJ H + c^nl + 2ci2Witi, H h 2c^c^u^u^ = 

(e,-, = -l, c,jt = ooio/;t) 

konjugiert ist, oder, was dasselbe ist, die den Punkt (x) mit dem Pole 
^< (^<»> ^ikf ^in ^im) ^^^ Ebene a:^ =» bezüglich K verbindet. Somit be- 
sitzt der Schnittpunkt P^ dieser Geraden mit 2r ^ = die Koordinaten 0, 

^i^ik'^^k^uy ^i^i\'~^i^iij ^i^im~ ^m^iij ^"^^ ^^^ Kriterium dafür, da& 
die vier Punkte P^ einer Ebene angehören, lautet: 





t •"'i^ik •"'k'^iV ^i''U "^l^iii ^t^im ^m^ii 



(II) F,^ 



Xj C^ Xf C^i , 



XuCli ~~ XtC, 



'k^kl 



^l^lk ^k^lV 



l^kkf ^k^km ^m^kk 
f ^l^lm "~ ^m^tt 







l^m^mi ^i^mmf ^m^mk ^k^mmf^m^ml '"'l^mmf 
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so daB der Ort des Punktes P(x) eine Fläche 4. Ordnung F^^'O ist. 
Daß die unendlich ferne Ebene E^^ einen Bestandteil der Fläche F^ 
bildet, ist zunächst geometrisch leicht einzusehen. Denn yerbindet man 
irgend einen Punkt P«, der Ebene £« mit dem Punkte S^, der eben- 
Ms der Ebene J?« angehört, und schneidet die Yerbindungsgerade 
mit x^ » 0, so müssen diese 4 Schnittpunkte in einer Ebene, nämlich 
eben in der Ebene E^ liegen. 

Dasselbe Ergebnis erhält man analytisch, wie folgt. Irgend ein 
Punkt P« von i?« hat Koordinaten von der Form: 

Die Elemente der Determinante (II) werden daher ebenfalls ganz linear 
und homogen in den drei Parametern A^, A^, Xj, so daß die De- 
terminante fQr die Koordinaten aller Punkte P« identisch verschwindet. 

Die Fläche F^ zerfällt daher in die Ebene £„ und eine Fläche 
3. Ordnung F^, Letztere kann man aber leicht direkt erhalten. 

Fällt man von irgend einem im Endlichen gelegenen Raumpunkte 
P{x) die drei Lote x^, Xj, x^ auf die Ebene Xj^ = 0, a;, — 0, x^ = 0, 
«0 bilden die Fußpunkte Pj, P„ P^ mit P ein Tetraeder T,., dessen 
sechsfacher Inhalt 6 T^ das Produkt aus Xj^x^x^ mit dem Eckensinus 27^ 
jener drei Lote ist. Aber 27^ ist zugleich der Siuus der Koordinaten- 
Tetraederecke A^, und die Sinus E^ der 4 Tetraederecken A^ verhalten 
sich wie die Seitenflächen J^ der im Koordinatentetraeder gegenüber- 
liegenden Dreiecke. Andererseits ist die algebraische Summe der vier 
Inhalte T,- gleich dem Inhalte des von den vier Projektionen S^ ge- 
bildeten Tetraeders, und dieser letztere Inhalt verschwindet dann und 
nur dann, wenn die 4 Punkte P| in einer Ebene liegen. Mithin ist der 
eigentliche Ort der Punkte P(iP), für die die zugehörigen P^ in einer 
Ebene liegen, die Fläche 3. Ordnung F^\ 

(HI) j; = ^iXj,X,X^ + ^i,X^X,X^ + d^X^X^X^ + ^rn^iX^^, = , 

die in den Ecken A^ Knotenpunkte besitzt.^) 

Nunmehr seien die A^ vier beliebige Raumpunkte (/), (fc), (0, (w) 
mit den rechtwinkligen homogenen Koordinaten (^^ Vo^i) ^'^ ^* ^' ^' ^' 
*i-i). Die Gleichung der Ebene (2), (3), (4) ist (a;234) = 0, unter 
(x234) die aus den Koordinaten der vier Punkte (x)y (2), (3), (4) und 
vier Einem gebildete Determinante verstanden. 



1) über diese Fläche F, findet man Näheres in meinen Abhandlangen: dieses 
Archiv (S) 1 (1901), S. 872; Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker- 
kongresses in Heidelberg (1905), S. 333 f. 
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Berechnet man die Länge des Lotes von einem beliebigen niätmi- 
punkte auf die Ebene {'23i') gemäß der Hesseschen Regel, andererseits 
den Inhalt zf, = ^j„ des Dreiecks (234), so nimmt die Gleichung (III) 
der Fläche F^ die Gestalt an: 

(IV) f, s Jl^ (x 123) (x 134) (x 124) ^ zJj,, (x 234) (x 124) {x 123) 

+ ^f„ (1234) (3- 134) {x 123) - z/J^U 124) (x 134) (r234) =^ 0, 



(2) 



X, z, 1 ;* 



= (iH)! + (<"Ä-n;4-(i"ftr)J. 



Vi -^i ' i' 



+ »j ^t 1 + ff( ^1 1 

x, «, 1 1 ^, «j 1 1 



(3) 



Entsprechend wie in Nr. ^ würde man sich davon fiberzeugen, daß der 
Äusdrucli i'j unter der Bedingung (1234) = identisch versehwindet, 
daß also F^ den Faktor (1234) besitzen muß. Es soll aber dieser 
Faktor gleich direkt von F^ abgespalten werden. 

Indem man wiederum den variablen Punkt (x) mit (5) be- 
zeichnet und setzt: 

y,»- Jij, + l,», + i,yj + Ijj,, 

y_A, + i, + 1, + j,, 

tstehen die Relationen: 

A'" (5123) (5134) (öl 24) - J,i,(5123)', 
»•(5234) (5124) (5123) - i,i,(5123)", 
JV" (6234)(5134) (5123) -J, 1,(5123)', 

jV" (6124) (5134) (5234) i,J, 1,(5123)', 

JV(1234)- 1,(1235), 
Jf^„ - 1!^„ + i;^J„ + 21,1,^(231),(235)„ 

S'Ai. - '•XAn + >-XAt^ + 21,1,.J(312),(315),, 
.V'^„ - i;^>„ + lä^!„ + 21.1, J'(123),(126),. 

Setzt man dies in (IV) ein und berücksichtigt die einfache Determi- 

nanteorelation: 

(6) .5'(231).(23ö). + ^(312),(315). + 2(123),(125), 

- ^(231), 1(235).+ (315).+ (125),| -^(231); -^ij, 



(4) 
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80 nimmt F^ (IV) die Gestalt an: 

(V) A'» J-, - - (1234) (1235)» • { k, i, A, z/J„ + k, A, A^ ^„ + A, A, A^ J\^, 

oder kürzer: 

(V) J',-.(1234)F;. 

Vertauscht man jetzt irgend zwei der Punkte (l), (2), (3), (4), 
etwa (1) mit (2), so ändert sowohl (1234) wie F^ (IV) sein Zeichen, 
mithm bleibt der Restfaktor F^ in (V) hierbei ungeändert. Bei Ver- 
tauschung Ton (5) mit einem der Punkte (1), (2), (3) bleibt ersicht- 
L'cli jy ungeändert; das Oleiche muß aber auch gelten, wenn man (5) 
mit (4) vertauscht, da man an Stelle von (3) ebensowohl den Punkt (3) 
dnrch die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ausdrücken können. 

,,Somit ist der Restfaktor F^, der nach Abspaltung des 
Faktors (1234) aus F^ verbleibt, hinsichtlich aller fünf auf- 
tretenden Punkte symmetrisch.^ 

Das ist das algebraische Äquivalent für den Zeem an sehen Satz 
im Räume: „Wenn von fünf Raumpunkten (von denen keine vier in 
einer Ebene liegen) irgend einer die Eigenschaft besitzt, daß die Fuß- 
punkte der Lote, die man von ihnen aus auf die Ebenen des von den 
Tier andern gebildeten Tetraeders fällt, einer Ebene angehören, so kommt 
anch jedem der vier übrigen Punkte die entsprechende Eigenschaft zu.*^ 

Offenbar bietet es durchaus keine prinzipielle Schwierigkeit, den 
fioeben geführten Beweis auf den Raum von n Dimensionen aus- 
zudehnen. 

7. Projektive Verallgemeinerung. — In Nr. 6 war indirekt gezeigt, 
daß die Determinante (II) bei Zugrundelegung des Kugelkreises (I) in 
die beiden Faktoren Hx^d^ und JS^^X/^x^x^ zerfallen muß. 

Die entsprechende Zerlegung möge jetzt für eine im übrigen ganz 
hdidnge in einen Kegelschnitt ausartende Fläche 2. Klasse: 

(I) O = Ci^ul -\ h c^ul + 2 CijWiWg H h 2 CSC4M3W4 =» 0, (!< = o) 

direkt ausgeführt werden; man gelangt dadurch zu einer bemerkens- 
werten Eigenschaft der Fläche 4. Ordnung jF^ = 0, dem Ort der Punkte 
P(x), für die die Spuren der vier Geraden, die durch P gehen und zu 
den Koordinatenebenen x^^O bez. der Fläche O konjugiert sind, einer 
Ebene angehören. Ersetzt man in der Determinante F^ (Nr. 6, U) die 
vier Diagonalnullen resp. durch die Nullwerte x^e^ — x^Cn (c = i,2, »,4), 
nnd entwickelt die Determinante in der üblichen Weise, indem man 
vorderhand von der Bedingung |c| = absieht, so ergibt sich sofort, 
daß von den 16 so hervoi^ehenden Teildeterminanten 11 identisch ver- 



schwinden, während sich die 5 übrigen zu der ^n&eihigen Determinai 
ZQB&mmenfKBsen lassen: 



(11) F,^ 



'Au 



X,C.j, J,C,, 












'|- a^a^jijj:^ 4- iCji, Cjj 
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Der Ort des Punktes P ist also selbst für eine völlig beliebige Flache 
2. Klasse * eine Fläche 4. Ordnung F, = 0, die in den Ecken des 
Koordinatentetraeders Knotenpunkte besitzt. 

Nunmehr trete die Bedingung |cj— '0 hinzu, sodaS in einen 
Kegelfichnitt ausartet, dann fällt das Glied c\x^XJX^x^ in (U) fort; 
die ersten Minoren ii^end einer Zeile oder Kolonne Ton icj werden 
stets denselben vier Größen proportional, die wiederum mit ^,, ^f^, id^, ^^ 
bezeichnet seien, und die mit den beiden Größenreiben (i,), {XiX,x^c„^ 
geränderte Determinante der c,, wird nach einem elementaren De- 
terminantensatze proportional dem Produkte der beiden Faktoren 

^X,Ji, ^C„,d,XfX,X„. 

„Demnach zerfällt die Fläche 4. Ordnung F, in die Ebene 
^Xf^f^O, d.i. die Ebene des Kegelschnittes * (I), und die 
Fläche 3. Ordnung F^: 

(HI) Fg=c^^^^XJXfX^ + C„^^X^XfX^ -f C„,J^X^X^X^ + C^^^^X^XiXg=-(}.'' 

Für Cfj ('-^ i. s.a,4> = — 1 reduziert sieh diese Gleichung auf die 
in Nr. 6 unter (IIl) erhaltene Gestalt. 

Unterwirft raan daher die Koe^zienten c,-j von (II) ledigUeb 
den folgenden drei Bedingungen: 

1) Die Determinante c\ der c,f verschwinde; 

2) die ersten Minoren irgend einer Zeile (Kolonne) von c\ sollen 
gegi'benen Größen ^^, ^j, Jj, J^ proportional sein; 

3) die Koeffizienten der Quadrate der Koordinaten der sollon 
gegebenen Größen c^^ proportional sein; 
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BO bleibt^ wie audi im übrigen die Koeffizienten c^^ von O variiert 
werden mögen ^ die Flache 3. Ordnung F^^O (III) ungeändert, um- 
gekehrt^ halt man die irgend einem Kegelschnitt entsprechende 
Flache 3. Ordnung JP, fest und desgleichen die Ebene von O, so sind 
damit gerade die drei obigen Bedingungen erfüllt, um daher das 
eben ausgesprochene Ergebnis geometrisch auszusprechen^ bedarf es 
nur noch der geometrischen Deutung der Bedingung 3). 

Faßt man zunächst den Spezialfall c^i '^ c^^ ^ c^ '^^ c^ ins Auge, 
BO sagt das aus, daß (bei Erfülltseiu der Bedingungen 1) und 2)) die 
entsprechenden Klassenkegelschnitte K^ der Ebene J?, apolar sind zu 
den drei Ebenenpaaren: 

(1) arf-ri = 0, a^-a:|-0, x\-a^,^0, 

und damit zu dem Netze N von Flächen 2. Ordnung, dessen Grund- 
pnnkte lf{(c » 1, 2, . . . 8) die Mittelpunkte der dem Tetraeder T ein- 
beschriebenen Kugeln sind. Die Klassenkegelschnitte. £, bilden dann 
noch eine lineare cx)^- Schar, der der Kugelkreis K angehört Durch 
jeden Kegelschnitt K^ der Schar gehen acht Flachen 2. Ordnung, die 
dem Tetraeder T einbeschrieben sind, und deren Mittelpunkte mit den 
Punkten M übereinstimmen. 

Der oo'- Schar (K^) gehört insbesondere eine lineare cx)^- Schar 
Ton Punktepaaren an; jedes Paar (x), (y) dieser Punkte ist apolar 
(konjugiert) zum Netze N, genügt also den Bedingungen: 

(2) 6x,y, - 1. 

Vermöge der Transformation (2) geht aber die unendlich ferne Ebene E^ : 

(3) E^ — z/iXi + z/,a?j + J^x^ + J^x^ « 

über in die JP, des § 6: 

(4i jFj — ^iX^x^x^ + J^x^x^x^ + J^x^x^x^ + d^x^x^x^ « 0. 

Da die oo^ Punktepaare (rc), (y) den Bedingungen (3), (4) zugleich 
genügen, so erfüllen sie als Ort eine Kurve 3. Ordnung Cg, den Schnitt 
▼on F^ (4) mit E^^ d. h. die C, erscheint in bekannter Weise als 
Ort der Punktepaare einer linearen oo'-Schar yoU Klassenkegelschnitten, 
nämlich eben der obigen Schar von K^. 

Unter den Punktepaaren {x)j (y) der Ebene E^ befinden sich 
speziell die Gegenpunkte des Vierseits, das die Ebenen von T aus 
der Ebene E^ ausschneiden. 

Umgekehrt ist durch diese drei Paare von Gegenpunkten und 
dnrch den Kugelkreis K die Schar der K^ und damit die C^ völlig 
nnd eindeutig bestimmt. 



10 W. Fb. Mktbb: 

Von hier nus ist der Übergang zu der allgemeineren Fläcke 
3. Ordnung i^j (III) leicht zu vollziehen; man hat nur die Koordinatem (*) 
der KoUineatiou : 

zu unterwerfen d. h. irgend einer Kollineation, die die Ebenen von T 
je in eich überfahrt. Die acht Punkte M gehen dadurch über in 
acht andere Punkte M': hat man bei beliebigen c^^ irgend einen dieaer 
Punkte M', etwa M^, willkürlich gewählt, bo verbinde man M^ mit 
den Kanten von T durch sechs Ebenen und konstruiere die jeweils 
vierten harmonischen Ebenen dazu, dann schneiden sieh die ao hervor- 
gehenden sechs Ebenenpaare gerade in den acht Punkten M'. 

Somit ist der Satz bewiesen: 

„Gegeben sei ein Tetraeder T und irgend eine Ebene i", 
sowie in letzterer irgend ein Kegelschnitt K,. Der Ort der 
Punkte P, für die die zu den Ebenen von 7' bez. K^ konju- 
gierten und durch P laufenden Geraden jene vier Ebenen 
in vier Punkten einer Ebene treffen, ist (abgesehen von der 
Ebene J5 selbst) eine Fläche 3. Ordnung F,, die in den 
Ecken (1), (2), (3), (4) von T Knotenpunkte besitzt. Für dies-e 
Fläche Fj gilt der Zeemansche Satz, d. h. ist (5) irgend ein 
Punkt der Fg, so liegt z. B. (1) auf der durch das Tetraeder 
(2), (3), (4), (5) und ^5 bestimmten F^. 

Die zum Tetraeder T und zum Kegelschnitt JT, ge- 
hörige Fj bleibt dieselbe, wenn man K^ durch irgend einen 
Klassenkegelschnitt einer gewissen linearen cc'-Schar er- 
setzt; diese Schar ist durch A', und die Gegenpunkte des 
durch die Ebenen von T aus E ausgeschnittenen Vierseits 
eindeutig bestimmt. Die Pnnktepaare dieser oc'-Schar er- 
füllen als Ort eine C,, den Schnitt von F, mit F. 

Durch irgend einen Kegelschnitt A', der «j'-Schar gehen 
acht dem Tetraeder T einbeschriebene Flachen 2. Ordnung; 
die acht Pole von E bez. dieser Flächen bilden die Grund- 
pnnkte eines Netzes A' von Flächen 2. Ordnung F^; die 
CO*- Sc bar der K^ ist dann gerade die in der Ebene E 
gelegene, zu N konjugierte Schar von Klassenkegelschnitteo, 
und der Ort der Punkte P, die zu den Punkten von E bez. N 
konjugiert sind, ist die obige F3." 

Die entep rechenden Ergebnisse für den Baum von n Dimensionen 
können unmittelbar an sgesp rochen werden. 

8. Greiueti dvs Zeemansche» Satees. — Der Zeemansche Satz 
für den Raum war in Obigem dabin ausgedehnt. daB der ursprünglich 
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zugrunde gelegte Kugelkreis K durch einen beliebigen Raumkegelschnitt 
JT, ersetzt wurde. Nunmehr soll gezeigt werden, daß d^r Zee mansche 
Satz aufhört zu gelten, wenn man an die Stelle von K^ irgend eine 
nxM ausgeartete Fläche 2. Klasse <D setzen wollte. 

Es seien (r), (5), (t)y {u) vier beliebige (nicht in einer Ebene 
gelegene) Raumpunkte mit den Tetraederkoordinaten {x^, y^, z^, q^) 
{fTy 8, t, u), femer <D eine vorerst ganz beliebige Fläche 2. Klasse <&: 

(I) ««« = SSc^^u^M^ = 0. 

Versteht man unter (CiVSt) die aus den c^^, c^^, c^j, c^^ und den 
Koordinaten der Punkte (r), (5), (t) gebildete Determinante, so sind 
die (Cirst) (f = i, 2, s, *) die Koordinaten des Poles P^^^ der 
Ebene (rst) bez. <D. Irgend ein Punkt der Geraden g^^ die einen 
Eamnpunkt P(x) mit P^,, verbindet, die also bez. O zur Ebene (rst) 
konjugiert ist, hat Koordinaten von der Form 

(1) x + kic^rst), y + k(c^rst), ,a + l(c^rst), q + l{c^rst). 

Setzt man daher zur Abkürzung: 

(2) C,.t = -Lie,r8t){rs()„ 

i 

WO die (rst)i die Determinanten der aus den Koordinaten Xj^, y^, j?^, g^ 
(i«r,5,^) gebildeten Matrix sind, so sind die Koordinaten des Schnitt- 
punktes P^ von g^ mit der Ebene (rst), wenn man noch die Determi- 
nante (xrst) mit X^ bezeichnet, proportional den Werten: 

(3) xC,,,--(c,rst)X,, yCr.-(c,rst)X^, zC,.,^ (c,rst)X,, 

QiCr*t-ipirst)X^', 

mithin ist der Ort der Punkte P, für die jeweils die vier zugehörigen 
PnnkteP^ in einer Ebene liegen, eine Fläche 4. Ordnimg jP^ deren Gleichung 
durch das Verschwinden der Determinante der Größen (3) angegeben wird: 

(II) O^F^ = \xC,.,-{c,rst)X,, yC„-(c,rst)X„, zG,,,-{c,rst)X,, 

qC,„-(e,rst)XJ. 

Die rechte Seite von (II) ist in den Koordinaten der vier Punkte 
(r), (s), (t)y (u) vom 'Grade 6, es läßt sich daher wiederum erwarten, 
daß sich der Faktor (rstu) zweimal absondern lassen wird. Indessen wird 
sich zeigen, daß diese Absonderung von (rstu) sogar dreimal möglieh ist. 

Entwickelt man die Determinante (II) analog wie in Nr. 7, so 
nimmt sie die Gestalt einer fOnfreihigen Determinante an. Nimmt 
man nämlich die vier Indizes r, s, t, u stets in dieser Reihenfolge, 
und bedient sich der Abkürzungen: 

(xrst) - X^, (xrtu) - X„ (xrsu) = X„ (xstu) - X^, 

(1 = 1, »,5,4) 



(4) { 
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BO geht F^ über in: 






C„,X.X,X^, 0(\ 0{\ 


ci\ 


Ci') 


'c,,^x^x,x„, q«), cy), 

1 


Q", 


C?) 


(HO F,- a..X,X.X., C('), Ci'), 


(^\ 


C(o 


c„,x^x,x„ q«), C,-), 


Ci->, 


(?/> 


1 K^.^t^u> ^> y> 


«» 
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Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der ersten 
Kolonne ; und versteht unter ^^^ {k^r,»,t,u) die mit den Koordinaten 
der Punkte P und (r) geränderte Determinante der Ci^, während die 
letztere selbst mit |c| bezeichnet wird^ so kommt unter Anwendung 
elementarer Determinantensätze: 

(in) F, ^ {r8tuyVc\{r3tu)X,X,X,X, + C„„X,X,X,J,, 

Hier ist das in der eckigen Klammer von {rstu) freie Aggregat weiter 
zu untersuchen. 

Zunächst haben die C^^^ eine einfache Bedeutung. Führt man 
die ersten Minoren p,., <f^, r^, v^ (i = i, 2, s,4) von {rstu) ein (d. s. die 
Koordinaten der vier Ebenen des Tetraeders (r), (5), (f), (w)), so wird 
vermöge (2) unmittelbar: 

(5) Crü^ ^^y öte. 

Dann soll gezeigt werden, daß, selbst wenn ^^^ eine ganz beliebige, 
in den Koordinaten von P und (r) bilineare Form vorstellt, das Aggregat 

(6) G, ^ <D^,X,X,X,^,, - *^X,X,X,^„ + *^X,X,X,^., 

- <D„,X,X,X,^,„ 

den Faktor (rstu) besitzt. 

Aus der Annahme des Verschwindens von (rstu) wird nämlich 
das Verschwinden von G^ folgen. 

Für (rstu) » darf man setzen: 

(7) x^ - X^x^ + k^x, + Xfl^, etc. 
Dann wird aber: 

IXy *— X^X^j X, =» — ^*X^, Xj =* ^t^uJ 

und Gr« (6) geht Ober in 

(9) G« = *„, X» { - AM,r W, - X. z/„A,A, - X\J„XrK 

+ (A,^„ + X,J„ + A,z/JA,A.A,}, 

verschwindet also in der Tat identisch. 
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Damit tritt aus der Form F^ (III) der Faktor (rsiuf heraus, 
der Restfaktor stellt mitbin eine Form vierten Grades in den Koor- 
dinaten Xj y, g, q von P dar^ die, solange | c \ von Null verschieden 
ist, sicher nicht zerfällt, wie aus (7) hervorgeht, wo im besondem die 

^^^^"^ (f)} (^)f (ß)y (^) ^^ Ecken des Eoordinatentedraeders gewählt 
waren. Andererseits ist der nämliche U^stfaktor nur vom dritten 
Grade in den Koordinaten der Punkte (r), (s), {t\ (u), sein Verschwinden 
kann demnach keine in den Koordinaten aller fünf Punkte symmetrische 
Gestalt besitzen, d. h. der Zeemansche Satz gilt dann nicht mehr. 
Sobald dagegen die Determinante |c| von (I) verschwindet, also 
das Glied mit X^X^X^X^ in F^ (III) herausfällt, wird der Faktor ^^ 
aus F^ heraustreten und der Restfaktor jP, wird sich wiederum nach 
Abspaltung von (rstu) in eine in den Koordinaten aller fünf Punkte 
symmetrische Gestalt bringen lassen. In der Tat, sobald | c | -» 0, 
artet die Fläche O in einen Kegelschnitt K^ aus, und es wird z. B. die 
mit den x, y, jer, g; x^^ y^, z^, q^ geränderte Determinante der c pro- 
portional dem Produkte /1^J^^\ wo 

(10) J^ = ^l^x + ^tV + ^«^ + ^4« - 
die Gleichung der Ebene von K^ ist, und: 

(11) z/e-) = J,x, + J,y, + J^z, + J,q^ 

Es tritt also jetzt aus der rechten Seite von F^ (III) zunächst der 
Faktor {r8tu)^J^ heraus, und der Restfaktor wird: 

(IV) G, ^ (I>^.X.Z,X,^(-) - 0^X,X,X,J(') + 0,.X,X.X,^o 

Um nunmehr aus G^ den Faktor (rstu) nochmals abzuspalten und 
zn erkennen, daß der verbleibende Restfaktor in den Koordinaten der 
fünf Punkte (r), (s), (^), (u), (P) symmetrisch ist, bezeichne man die 
letzteren wiederum lieher mit (1), (2), (3), (4), (5), und stelle etwa 
den Punkt (4) linear durch die Punkte (1), (2), (3), (5) dar: 

(12) X^=^ A^Xi "t" ^X^ + ^^8 1" ^5^5' 

Dann gelten die Relationen: 

f X, - (5234) - Ai(5123), X, « (5134) A,(5123), 

X,-A,(5123), X^-(5123), (1234) - ~ A^ (5123), 

*(1«4)* " ^2*(1S8)* + ^6^(185)* + ^^h^iin),{n5)9 



(13) 
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WD z. B. 4>^,,g,> die Form bedeutet, geschrieben in den Koordinateo 
(123^ ^«r Ehene (123), und *,iM),(»sfl) die hinsichtlich der (123)„ (235), 
polarisierte Form. 

Damit nimmt G^ (IV) die Gestalt au: 

(V) G, = -(1234)ff„ 

(14) ff, = l,X,X,^»%^,, + i,i,A5^(*'«j„„, + i,l,A,^")*,„,,. 

Läßt sich nun noch beweieeu, daß die identische BeUtion bestehtpfl 

(15) ^'"»„.„.„u, - ^"a>„,„,,i.6, + ^"»(.»,.(...1 - ^"i»„,„. = 0, 

80 erhalt S^ (14) die übersichtliche Gestalt 

(VI) B, ^ ^A,A6z/t')*,„,). + X.k.k,^'-'^^,,,, + A,A,/, J*»'*,,,,,, 

die immittelbar erkennen laßt, daß bei Vertauschung irgend zweier 
der vier Punkte (1), (2), (3), (4), oder auch bei Vertiuschung eines 
der drei Punkte (1), (2), (3} mit (5) keine Änderung eintritt, die also, 
da man an Stelle der Formeln (12) ebensowohl den Punkt (3) durch 
die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ansdrUckeu können, hinsichtlich aller 
fünf Punkte symmetrisch ist. 

Die Identität (15) geht aber daraus hervor, daQ, wenn man die 
linke Seite in der Gestalt schreibt 

®(iMi,^"'|M6) — -^'"(las) + '""(isn) — '""(HS) > 
und die vier Werte bildet: 

^"(235), - ^'*'tl3ä)^ + ^"(125), - ^W(123)^, (^=*,>,..rt 
man bis auf den Faktor (1235) gerade die Koeffizienten ^|, ^j, ^„ ^^ 
in (10) erhält, sodaß die Identität resultiert: 

(16) 0,,„|_ j<..(,„i-jr.i„j5,+ ^(..(i„,_^.|,„, = (1235)<l>(,„^^,. (i = i.t,».*j. 
Aber die PolarenbUdung ^Pn»»,,/, verschwindet bekanntlich identisch^ 
was geometrisch aussagt, daß jede Ebene (123) zur Ebene (^) des 
Kegelschnitts O bez. <P konjugiert ist. 

Damit ist nicht nur der Zeemansche Rauuisatz in der all- 
gemeinsten Form bewiesen, sondern zugleich dargetan, daß er dann 
und nur dann gilt, wenn die Determinante der Fläche 3» verschwindet. 

Und da die verwendeten Determinantensätze vom Grade der auf- 
tretenden Determinanten unabhängig sind, so gelten die entsprechenden 
Entwicklungen ohne weiteres auch für den Raum von n Dimeasionen. 

Königsberg i. Pr., 27. Mai 1905. 
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Geometrographisclie Beiträge. 

Von Jakob Keusch in Thann i. E. 



m 



n 



Im folgenden möchte ich einige Vereinfachnngen und Ergänzungen 
zu Konstruktionen angehen^ welche Herr E. Lemoine in seiner ^^Geo- 
metrographie'^y CoUection Scientia, und in (3) 1, 334 dieser Zeitschrift 
mitgeteilt hat. 

Zu Scientia XXXVIII. — Die vierte Proportionale x zu den drei 
Strecken m, n, p zu "konstruieren. 

Ist die größere der beiden Strecken n und p ausgezogen^ so wird 
die auf dem Sekantensatze beruhende klassische Konstruktion geometro- 
graphische wenn man folgendermaßen 
Terfahrt, 

Geametrographische Konstruktion. 
— Sei jj > n. Man beschreibe 
(Fig. 1) einen beliebigen, aber hin- 
reichend großen Kreis A; [C3] und 
un einen beliebigen Punkt B von 
l den Kreis B{n) [3 Q + C, + C,]. 
Dann schneide man n von p ab 
[A + C^s]; beschreibe B{p — n) 
[2Cj -|- C,], der Ä- in C schneidet, 
ziehe BC\2R^+B^\ welche B{n) 
in fi trifft {R außerhalb BC). Dann 
ist ÄC « n + (p — n) -«i?. Femer 
beschreibe man R{m) [3Ci + C^y 
der k in A schneidet, und ziehe 
8chKeßlich RA [2 R^ + -R,]. Ist B 
der Schnittpunkt von RA und k, so ist RD die gesuchte Strecke x. 

0p.:(4i?i-f2i2j+9Ci-fC;+5C3):S-21; JE-13; 2 Gerade, 5 Kreise.^ 

Zu Scientia LXIIL — Gegeben ein Punkt A auf einer Geraden 
BC; auf dieser Geraden Punkte A^ derart zu bestimmen, daß man hat 

AB ä;b* 




^(prn> 



Fig. 1. 



1) Zur vorstehenden Aufgabe hat Herr R. Güntsche eine in geometrogia- 
pbiichem Sinne einfachere Konstruktion angegeben (vgl. dieses Archiv (3) 9, 268, 
«*9, 1906). 
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Fig. 2. 



Zweiter Fäll. A liegt zwischen B und C. 

Geametragraphische Konstruktum, — Man konstruiere (Fig. 2) über 
BC ak Durchmesser den Kreis [2 Bj + j?^ + 4 C^ + 3 C,]. Sei 

sein Mittelpunkt^ D und 
y^ D' seine Schnittpunkte 

mit der Mittelsenkrech- 
ten von BC, Dann 
beschreibe man den 
Kreis A{OB), der die 
Mittelsenkrechte in E 
trifft [Cj + CJ, nehme, 
während die Zirkel- 
spitze in A bleibt, 
J.0 in den Zirkel und 
beschreibe den Kreis 
E{A0)\_2C^ + C^\ der 
0{0B) in F schneidet. 
SchließHch ziehe man BF und B'F[4kR^ + 2R^l Diese treffen 
BC m den gesuchten Punkten A^ und A[, 

Beweis: EFAO ein Rechteck und AF Höhe in dem rechtwink- 
Kgen A BFC-, femer DF ± D'F und ^ BFD' = CFD' = 45^ mithin 

jBi^und CF Halbierungslinien der 
rechten Winkel bei F. Darum 

A~]^ : A~'(? - BF' : CF' 

^ABiAC etc. 

Op.: (6Ä,-h3i2,+7C>5C3):S=-21; 

-B= 13; 3 Gerade, 5 Kreise. 

(Reduktion um 2 Elementar- 
operationen.) 

Zu Archiv der Math. ti. 
Phys, (S) X 334, Nr. 16. — Den 
Feu erb achschen Kreis des Drei- 
ecks ABC zu konstruieren. 

Geometrographische Konstruk- 
tion. — Man konstruiere (Fig. 3) 
über BC als Durchmesser den Kreis 
Ä, der AB in Cq und AC in Bq 
Hierauf beschreibe man mit dem 




Flg. 3. 



schneidet [2 B^ + R^ + 4:C^+ 3Cj,l 
Radius -^, den man im Zirkel 



a 



hat, die Kreise Co(y) und 
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5o(y)[2Ci + 2C3]. Der Kreis Je werde von Co(y) in X und Y, von 

BAjj in U und V getroffen. Man ziehe XY und UV, die sich in 

F gchneiden 14R^ + 2R^], und beschreibe F(FC^) [2 C^ + C,]. Dies 
ist der Feuerbachsche Kreis. 

Op.: (6iJi + 31^ + 8C1 + 6 C,) : S -= 23; JE - 14; 3 Geraden, 6 Kreise. 

(Reduktion um 2 Elementaroperationen.) 

Zu ScienÜa XLIIL — Eine Strecke AB nach dem goldenen Schnitte 
M ieäen. 

Für die dritte Konstruktion schlage ich folgende Form vor, welche, 
Mb nur die Strecke AB (nicht auch ihre Verlängerung) gezogen ist, 
und falls man nur den inneren Teilpunkt braucht, einen Vorteil bietet. 




Fig. 4. 




Fig. 5. 

Geametrographische Konstruktion. — Man beschreibe (Fig. 4) A{AB) 
imd B{AB), die sich in C schneiden [^0^+2 0^^, dann C{AB), der 
i(iB) in B und B{AB) in B' trifft [Cj + C,]. Dann ziehe man 
i2)'[2JSj+i2,], welche A{AB) in E trifft, und beschreibe B{BE) 
[2Cj+C,]. Dieser trifft BC in den gesuchten Teilpunkten. 

Op.: (2iii + l^ + 6Ci + 4C8):S-13; JE^-S; 1 Gerade, 4 Kreise. 

Anstatt die Gerade AB' zu ziehen und dann den Kreis B{BE) 
zu beschreiben, kaun man auch (Fig. 5) die Mittelsenkrechte CC von 
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AB ziehen, welche €\,ÄB) in E' triflt, imJ dann den Kreis D{DE') 
beachreihen. 

Das Symbol bleibt dasselbe. 

Zu Scientia XLVIIJ. — JHe vkr Jhnlichlieitsachscn dreier Kreise 

0,, Oj £tt konstruieren. 

Die Konstruktion läßt sich folgendermaßen mit S = 37 ausführen. 

Geomärografhischt KonstruUiott. — Man ziehe (Fig. 6) die Zen- 
tralen 0^0i, 0^0^, OjO, [6/1", + 3 7^1. 0, t>( schneide den Kreis Oy 
in £j und C\, den Kreis 0, in /i, und f\ (A*^! "■*'* -^'^'s 't*"! '^ß"'- 



Ö, 




selben Sinne wie 0,0,1; 0^0^ schneide den Kreis Og in C\. Ä 
beschreibe deu Kreia O^iO^C^) [3r,+ tVJ, der 0,0^ in ß trifft. Ohne 
die Spitze ron 0, abzuheben, nehme man dann 0,0, in den Zirkel 
und beschreibe i>(0, Oj) [2f.\ + 's], der 0^ ia E trifft (i) und E auf 
derselben Seite von OjO^I. Dann ist O^A', welches nicht gezogen zu 
werden braucht, parallel zu OiO^ und von demselben Sinne. Hierauf 
ziehe man H^E und (\E[4H^■j- 2 I{^], welche auf OjÜj den inneren 
Ahuiichkeitspunkt /, und den äuSeren A^ der Kreise Oj und 0, be- 
stimmen. Man ziehe It^E[^2 Il^ -{- Rj], welche auf OiO^ den inneren 
AiinliuhkeitBpunkt /^ der Kreise 0, und 0, festlegt. Dann ziehe man 
-4,/,[2 H, -f ü,]. Dies ist eine der Abnüchkettsachseu. Ail^ schneide 
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öjO, in /j. Man ziehe I^I^[2 R^^ R^], Dies ist eine zweite Ahn- 
lichkeitsachse. Man ziehe I^I^[2 R^+ R^^^ welche O^^O^ in A^ triflft. 
Dies ist eine dritte Ahnlichkeitsachse. Endlich ziehe man A^A^ [2i2^-|-i2,]. 
Dies ist die vierte Ahnlichkeitsachse. 

Op.:(201?i+10-R2 + 5Ci + 2C,); S=37; J5;=25; 10 Gerade, 2 Kreise. 
12. Mai 1904. 

Zu Sdentia XV. — Durch dm Punkt A außerhalb der Geraden g 
me Gerade zu ziehen, die mit g einen Winket « ^ <f bildet. 
Folgendermaßen läßt sich die Aufgabe mit 5 = 15 lösen: 
Geometrographische Konstruktion (Fig. 7). — Mit einem hinreichend 
großen Radius q beschreibe man um den Scheitel S von 6 den Kreis 




Fig. 7. 

S(f), der die Schenkel in X und Y schneidet [C^ + C',]. Dann be- 
Bchreibe man -4((>), der ^ in J.' triflFt [Cj + C^j dann A\q\ der g in 
B' trifft [Q + C,], dann B'{fi), der A{q) in B trifft {A und B auf 
derselben Seite von g) [Cj + Gj]. 

Nun mache man in dem Kreise A{q) Bogen BD = XF[3 C^ + C^j] 
und ziehe J.2), welche </ in £ trifft [2 R^ + iZg]. Dies ist die verlangte 
Gerade; denn AA'B'B ein Rbombufl xmA^AEB'==DAB=XST^6. 

Op.: (2 iJi + -R, + 7 Ci + 5 Cs) = (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise). 
23. Juni 1904. 
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über eine Dreiecksanfgabe und bezügliclie Sätze. 

Von A. Kiefer in Zürich. 

Ein Dreieck aus dem Höhenpunkt H und den Mittelpunkten Mj m 
des Um- und Inkreises zu konstruieren.^) 

!• Bezeichnet man die Radien der beiden Kreise mit R, r, so ist 
bekanntlich 

R^-2Rr^Mml 

Die Mitte N von HM ist der Mittelpunkt des Feuerbachschen 
Kreises, dessen Radius jR ist, und welcher den Inkreis berührt 

Somit jÄ — r = Nm und durch Diyision der zwei Gleichungen 

^_ Mm* 
^ 2Nm 

und femer 

Mm* — iNm* 



r = 



2Nm 



Jjegt mun den Feuerbachschen Kreis und den Inkreis und berück- 
siditigt, daß der erstere die Fußpunkte der Lote enthält von den Punkten 
M, H auf die Dreiecksseiten, so ergeben sich die letzteren als gemeinsame 
Tangenten des Inkreises und der Ellipse, für welche M, H die Brenn- 
punkte sind, und deren große Achse gleich R ist. 

Eine der vier Tangenten stellt eine uneigentliche Lösung dar. 
Es gibt nämlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Seiten 
des Dreiecks berühren und die Mittelpunkte auf der Geraden mN 
haben. Alle diese Kegelschnitte bilden eine Schar, deren vierte Grund- 
tangente auch den Inkreis und die benützte Ellipse berührt und die 
uneigentliche Lösung bildet. 

Die Aufgabe läßt sich noch anders lösen: Die Tangentenpaare von 
My H an die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkte m bilden 
zwei halbperspektiyische Strahleninvolutionen, deren Erzeugnis eine 
einfache zirkuläre Kurve dritter Ordnung ist, welche den Umkreis in 
den Ecken des Dreiecks schneidet. 



1) Für die bezügliche Literatur sei auf das Dezemberheft 1904 des I uter- 
ina diaire verwiesen, das auch eine analytische und eine geometrische Lösung 
der Aufgabe enthält. Vorliegende Arbeit war schon geschrieben, als ihrem Ver- 
fasser jenes Heft zu Gesicht kam. 
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Die Kurve ist nämlich: der Ort eines Punktes^ von dem aus die 
Strecken mHj mM unter gleichen Winkeln erscheinen; daher ist sie 
auch der Ort der Brennpunkte für die Kegelschnitte der oben erwähnten 
Schar. Unter diesen Kegelschnitten gibt es eine Parabel, deren einer 
Brennpunkt der unendlich ferne Punkt der Geraden mN ist; ihr anderer 
Brennpunkt wird also gefunden, indem man durch H, M die Parallelen 
zu mN zieht, um m den Kreis legt, der die Parallelen berührt und dann 
von Mf H die Tangenten an den Kreis legt. Der Schnittpunkt der 
Tangenten ist der Brennpunkt Z der Parabel. Bekanntlich liegt derselbe 
aof dem Umkreis des Dreiecks ABC, und die Leitlinie der Parabel 
geht durch den Höhenpunkt H. Folglich ist die Mittelsenkrechte von 
ZH die vierte Grundtangente der Kegelschnittschar, oder die uneigent- 
liche Lösung. Man hat folgende Konstruktion: 

Sind H, M, m die gegebenen Punkte und ist N die Mitte von HM, 
so ziehe man durch H, M die Parallelen zu mN, lege um m den Kreis, 
der die Parallelen berührt, und ziehe von H, M die Tcmgenten an den 
Kreis, Ist Z ihr Schnittpunkt, so kann man den Umkreis des gesuchten 
Dreieicks legen, indem er durch Z geht und den Mittelpunkt M h<xt; 
herauf ergibt sich der Feuerbachsche Kreis, der N zum Mittelpunkt, 
\MZ als Radius hat, femer der Inkreis, der m zum Mittelpunkt hat 
und den Feuerbachschen Kreis im Schnittpunkt mit der Verlängerung 
w« Nm über m hinaus berührt. Legt man jetzt die Parahd mit Z als 
Breniyninkt und dem Lot von H auf Nm als Leitlinie, so ist die Mutet- 
senkrechte von ZH eine gemeinschaftliche Tangente von Parabel und 
Inkreis, und die drei anderen gemeinsamen Tangenten bilden das gesuchte 
Dreieck 

Die oben erwähnte Kurve dritter Ordnung schneidet den Umkreis 

aofier in Z in den Ecken des Dreieckes und trifft die Seiten des 

Dreiecks in ihren Schnittpunkten mit der vierten Grundtangente. 

Denkt man sich um H als Mittelpunkt den Kreis gelegt, für den das 

Dreieck j^BC ein Tripel ist und dann die oben aufgetretene Kegel- 

scimittschar in bezug auf diesen Kreis polarisiert, so entsteht ein Kegel- 

sdmittbüschel, dessen Grundpunkte A, B, C und ein vierter Punkt Z' 

sind. Die Polarfigur der Parabel ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 

Mittelpunkt derjenige Schnittpunkt des Feuerbachschen Kreises mit 

ZH ist, der nicht in der Mitte von ZH liegt; die Asymptoten der 

Hyperbel sind parallel zu den Halbierungslinien der von HZ und dem 

Lot von H auf Nm gebildeten Winkel. Die Hyperbel geht durch H; 

der vierte Grundpunkt Z' ist der zweite Schnittpunkt der Geraden ZH 

mit dem Umkreis, nämlich der Pol der vierten Grundtangente in bezug 

auf den Polarisationskreis. Wird auch die Kurve dritter Ordnung 



polariBiert, so entsteht eiiie Kurve dritter Kla-see, welche die Seiten des I 
Dreiecks berührt. 

Die Fußpunktkurve von M iu bezug auf den Inkreis schneidet 
den Feuerbachachen Kreis in den Mitten der Dreiecks Seiten, und die 
FiiBpunktkurre von H in bezug auf den Inkreis liefert in den Schnitt- 
punkten mit dem Feuerbachschen Kreise die Fnßpunkte der Dreiecks- 
höhen. Da die Halbierungslinien eines Dreieekswinkels und seines 
Nebenwinkels die Strecke MH harmonisch teilen, so kann man um m 
eine Gerade drehen, zum SchnJttjiunkt mit MH den vierten harmonischen 
aufsuchen und von dem letztern immer auf die Gerade das Lot ziehen; 
diese Lote umhüllen eine Parabel a!s das Erzeugnis von zwei pro.jekti vischen 
Punktreihen, deren eine im Unendlichen liegt. Nun ist ersichtlich, da& 
die Fußpunktkurve vom m m bezug auf die Parabel die erwähnte 
Kurve dritter Ordnung ist, und daß die Halbierungslinien der Dreiecks- 
auBenwiukel die gemeinschaftlichen Tangenten sind zwischen der Parabel 
und der Ellipse, für welche m ein Brennpunkt und der Umkreis der 
Kreis über der großen Achse ist, 

3. Die Aufgabe steht mit einigen Sätzen von Steiner in Zusammen- 
hang, die in Bd. II seiner Werke, S. (573, Äbstihnitt e, angegeben sind. 
Hält man -V, m fest, läßt R, r konstant sein, so bleibt auch mN^\Ii~r 
konstant, und wenn das Dreieck ABC sich ändert, so besehreiht X einen 
Kreis mit dem Mittelpunkt m. Sind H, S Höheupunkt und Schwer- 
punkt des Dreiecks, so ist bekanntlich MIi^2MN; J/.S— *.1/A', d. h.: 

Der Ort des Höhenpunktes der Schar Dreiecke ABC, die 
festen Um- und Inkreis haben, ist ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt h in der Geraden Mm liegt; ebenso ist der Ort des 
Schwerpunktes ein Kreis, dessen Mittelpunkt s in der gleichen 
Geraden liegt; die vier Punkte M, m, s, h sind harmonisch, 
und man hat Jlh •.km = 2:1 = Ms : sm oder Ms : sm : Mh : mh 
-2:1:6:3. 

Es seien .4g, iJ^, C^ die Punkte, in denen die Seiten des Dreiecks 
ABC den Inkreis berühren, so stehen die Seiten von Dreieck A^B^C^ 
auf den Winkelhalbierenden von ABC senkrecht, und die Höhen de» 
Dreiecks A^B^C^ sind zu diesen Winkelhalbierenden parallel; die letzteren 
selber halbieren die bezüglichen Bogen des Umkreises. Siehe Abb. 1= 
aus derselben folgt 

E ^A, MB^ Mm 

wobei i/J, der Höhenpunkt des Dreiecks A^B^C^ ist, d. h.: 

Die Schar Dreieehv Af^B^C,, haben den H'uhenpunhl H^ fiemein: derse 
liegt auf der Gcradm Mm, und es verhall sieh Mni:inH„ = B: 
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Die Lote in m auf dea Wiakellialbierendeii mA, mB, mC mögea 



die zu ihnen parallelen Höhen dea Dreiecbea A^B^C'^ in P, 
und die bezügliclien 
OtgCDseiten von ABC 
i" Pif Qif ^1 schneiden; 
dun folgt 

^-m^^ji — mPmP^ 

Nnn Terlängere 
min nfTp bis F, sodaß 
r^-mSa-mF 

ist, so müssen die 

Vierecke PH^FP,, 

QKFQ,, TH^FTi 

Eninierecke mit rcch- 

t«n Winkeln bei F 

•ein; die Funkte P,, pig. i. 

Qi, T^ liegen also auf 

der Mokrechten Geraden durch F za der Geraden Mm, 



Q, T 




sbet ffl^ = Mm ■ 



Aas Ä» - 2Br 



mF~ 
dso 

mF — 

. Mm* folgt 
mF 



mB, ' 



Eingesetzt 



23fm ■ 



Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden Mm mit der Potenz- 
linie toq Um- und Inkreis mit G, so ist 

MG'-mG* = R*~r*, 
MG -mG-- Mm, MG + mG= "^"' 
' - MfP 



nG" 



2 Mm 



Somit ist der Abstand der Geraden PiQ,T, 
mF-mG=GF=- 



1 jener Potenzlinie 



Wenn die Ecke A des Dreiecks ABC in ,4, gewählt ' 
lindert sich das Lot »i/*, und daher auch der Punkt P, ulc 
sammeni 



[gefaßt ; 
Errichtet man 



: Lote aaf den Lii 



von 1 



nacb 



^ 



den Ecken irgend eines der Dreiecke ATiC, so achneideu die 
Lote die Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten, die auf 
einer Geraden liegen, und diese Gerade ist für alle Dreiecke 
eine und dieselbe; sie steht auf der Geraden Mm senkrecht 
und hat von dem Punkte m den Abstand') mF^(R^~ M~^*):2 Mm, 
und von der Potenzlinie des Um- und Inkreises den Abstand 
GF'~r*:'2Mm. — Schneidet eine durch m gehende Gerade 
den Umkreis in zwei Punkten, so sind sie Ecken zweier vet- 
Bchiedener Dreiecke ABC, und die ihnen gegenüber liegendi 
Seiten treffen einander auf derselben genannten festen G-i 
raden. 

Die Steiuerschen Sätze am Schlüsse des Abschnittes e S, 674 
ergeben sich durch entsprechende Spezialisierung der Formel für das 
Quadrat des Abstandes der zwei Kreismittelpunkte. Sollen sich die 
Kreise rechtwinklig schneiden, so muß der eine Kreis Ankreis sein, 
und man hat die Formel jlfwi' — R* + '2Br zu nehmen und darin zu 
setzen JV/»i* = ii*-f /■*. Wenn die Kreise gleich sein sollen, so ist in 
der gleichen Formel Jt = r zu setzen. 

3, Aus der Abbildung 1 ergeben sich einige Folgerungen. Für 
ein Dreieck A^B^C^ ist m der Mittelpimkt des festen Umkreises, und 
daher hegt der Schwerpunkt S^, so. daß mSf, : Sglig = 1:2 ist, d. h. 

Dk r/reieci'e A(,BaCa fuibm alle den ffkidien Sc/iKerpunkt. 
selbe liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. 

Die Mitte von mH^ ist für das Dreieck A„B„Cg der Mittelpi 
des Feuerbachschen Kreises, dessen Jtadius ^ ist, d. h.: 

Die Dreiecke A^BgC^ haben alle den gleichen Feueriachschen Kr^\ 
sein Mittdpunlt liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. Dieser Kreis 
schneidet daher die Winkdhatbierenden Am, Bm, Cm ties Dreieckes 
ABC in den Mitten der Dräecksseiten B^C^, QAt- ■''o^o "'"^ 
auch die Linien DgA^, B^B^, HgC^. 

Es ist ersichtlich, daß die Seiten der Dreiecke A^B^Cf, die Pol 
ligur des Umkreises 3/ in bezng auf den Likreis »i umhüllen, 
zeichnet man für ein Dreieck A^B^C^ den Mittelpunkt seines 



\. h.: 

J 



I) In den Steioeischen Aogaben ist mF mit mG rerwecbnell. 
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kreijBes mit ft^ dessen Radius mit q und die Mitte von piIIq mit n, 
10 hat man 

r« — Wil^ = 2rQ, \r — (ifi'^ p, 

folglich 

r* — rnji* = 2r {jr — ftn), mji^ = 2r • ftn. 

Diese Bdation scigt aus, rfayS für die Dreiecke A^B^Cq die Mittel- 
ptmkte ihrer Inkreise auf einer Kurve vierter Ordnung liegen, 

WeU ^mPH^^mQH^ = mTHQ^ 90^, so Uegen die Punkte 
Pf Q, T auf dem Kreis mit mHQ als Durchmesser, und weil mP, mQy 
mT parallel zu B^C^^ C^A^, A^B^ sind, so ist Dreieck PQT ähnlich 

Für die Dreiecke PQT gelten also dieselben Sätze wie für die 
Dreiecke J^B^Cq. 

Denkt man sich m, H^ gewählt, r gegeben, so folgt aus den zwei 
Gleichungen 

I&-~M^i* = 2Rr, ----^, 
R^-K=^, Jlfm-^^:^:^-, d.h.: 

Bewegt man die Ecken eines Dreiecks A^B^Cq auf einem Kreis m (r), 
9odaß der HÖhenpunkt H^ des Dreiecks fest bleibt, so bilden die Kreis- 
tongenien in den Punkten A^, Bq, Cq solche Dreiecke ABC, die einem 
festen Kreise eingeschrieben sind. 

Für die Dreiecke ABC bewegt sich, wie eingangs Abschnitt 2 
gezeigt ist, der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises auf einem 
Kreis, und der Radius des erstem ist konstant yl2, d. h.: 

Die Feuerbachschen Kreise der Dreiecke ABC berühren zwei feste 
i(mzentrische Kreise. 

Verläugert man m-dtj, mB^, mC^ je um sich selber über A^, B^, (\ 
Unaus, so sind die entstehenden Punkte m^, m^, m, die Ankreismittel- 
punkte des Dreieckes ABC, folglich: 

Die Ankreismittelpunkte der Dreiecke ABC bilden Dreiecke WiW^Wj, 
äie einem festen Kreis vom Badius 2B eingeschrieiben sind; da die 
Dreiecke m^^m^m^ den festen Punkt m zum HÖhenpunkt haben, so gelten 
ßr sie diesdben Sätze wie fü/r die Dreiecke A^B^Cq. 

4. Zum Schlüsse soU die Abb. 2 benutzt werden, um einen ein- 
fachen Beweis des Feuerbachschen Satzes und einige metrische Re- 
lationen fär ein Dreieck abzuleiten. (Abb. 2). Von dem Schnittpunkt / 
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der Winkelhalbierenden AAi mit der Gegenseite BC ziehe man das Lot 
auf die Linie DL, die zu MA parallel ist, bo muß dieses Lot IK 
aus Symmetriegründen (^ CAM — B Alf) den Inkreis und auch den 
Ankreis, der zu BC gehört, berühren. Legt man den Inkreisradins 
mK' nach dem Berührungspunkt, so sind ND und mK' parallele 
Radien von Feuerbacb- und Inkreis, und zum Beweise für die Be- 
rührung der zwei Kreise genügt es, nachzuweisen, daß die Gerade DK' 




die zwei Kreise im gleichen Punkte L' schneidet, der dann äußerer 
Ahnlichkeitspunkt und Berührungspunkt ist. Die vier Punkte A, m, I, t», 
(wobei mAj — ^i% und m, der Mittelpunkt des Ankreises ist) sind 
harmonisch and also auch ihre Projektionen auf BC. Folglidi 

lyD-'-DIDA'. 

Aus dem Kreisriereck KIA'L mit rechten Winkeln bei K nnd 
A' folgt 

DI-DA'-DKDL, alBo DW-DKDL. 
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Nun hat man fftr L' auf dem Inkreis DK'- DL'^DB'^ und für 
L auf dem Feuerbachschen Kreis wegen des Ereisviereckes KK'UL 
mit rechten Winkehi bei K und L' 



DK'- HL' ^DK'DL^ DB'\ 

m<d es sein muß. 

Auf dieselbe Weise- zeigt man^ daB der Feuerb ach sehe Kreis auch 
die Ankreise berührt. 

Verengert man die Höhe AA' des Dreieckes ABC bis zum 
Schnittpunkt A" mit dem Umkreis, so ist bekanntlich 

HA'^A'A'\ HA"^2HA\ 

Die Potenz des Höhenpunktes H in bezug auf den Umkreis des 
Dreieckes ist daher 2 • HA - HA\ Dieselbe ist aber auch i? — HM^, 
folglich 

(1) H3P = R'-2'HA'HA\ 

Da ^ in der Mitte von MH liegt und Nm ^ ^R — r ist, so hat 
man Hm^ + Jtfw* =- 2(^)* + 2(|B-r)*; setzt man hierin für HJIP 

den obigen Wert und Mm^ = J?* — 2Rr, so folgt 



(2) Hm^ = 2r* - HA - HA\ 

Wählt man den Mittelpunkt m^ des Ankreises über BC, dessen 
Radius r^ sein möge, so ist 



Mm\ « ü* + 2iJri, Nm^ ^jJt + r^. 



Ä 


mni T Ju.iH\ — ^l 2 ) ^ '^Kt^* 


Also 




<.3) 


Hm\ = 2rJ - ff^ • HA', 


und analog 




(4) 


Hm\ = 2f\ - HA HA', 


iö) 


Hm\ -2i% HA- HA' 



Betrachtet man H als gegeben und den Umkreis, beziehungsweise 
den Inkreis oder einen Ankreis gewählt, so enthalten die Formeln 1 bis 
b folgenden Satz: 

AUe Dreiecke mit deni Hohenpunkt H, die deni Umkreis einbeschrieben 
und ebenso diejenigen, die dem Inkreis umschrieben oder einem Ankreis 
anbeschrieien werden können, sind Tripel für denjenigen Kreis, der H 

jsum Mittdpunkt und den Radius r | (HM^ — R^) hat. Die Seiten der 

ArchiT der Mathematik, and Physik. UI. Reihe. XII. 8 
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Cl. Schaefeh: 



erste» Dreiech- umhUlk'H den Polarl-cgdsdinitt des Uttihcises, und die ■ 
Ecken der andern Dreiecke liegen auf den Polarkegdschnitten des /«- tmd 
der Ankreise in hezutf auf den Kreis mit dem Miftdpunkt H. 

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4), (5) lassen eich versoliiedei 
lindere ableiten, z, B. 



HM- 



2Hm*~Jt*-4r\ HM*- 

Hüil + Hml + Hml - 

Hml + Sm\ - 

Hm* + Hm\ + Hml + ^^l 



-2Hm\=R'-irl, Hml-Hm\^-2(r\- 
ZHm* = 2{r; -f rl -|- r| ^ Sr"), 
HM* — 2(rf + 4) — JP, 

- 2inp = 2{r\ + rl-\-rl + r'- R'). 



Zürich, Ende Dezember 1904. 



^ 



Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. 

Von Cl. Schaeker in Breslau. 

Bei allen Beweisen des zweiten Hauptsatzes wird von der Zustandifl 
gleichoBg der idealen Oase in folgender Weise Gebrauch gemachi:* 
Wenn ein System eine Wärmemenge dQ in einem umkehrbaren Prozesse 
aufnimmt, so läßt sich eine Funktion h so bestimmen, daß das Produkt 
hdQ gleich dem totalen Differential einer Funktion S ist, die nur von 
dem augenblicklichen Zustande des Systems abhängt. Du dQ nach 
dem ersten Hauptsatz keineswegs ein totales Differential ist, so ist k 
der, oder genauer gesagt, ein integrierender Faktor von dQ. Es kann 
ferner gezeigt werden, daß h nur eine Funktion der Temperatur ist, bei 
der das betrefifende System die Wärmemenge dQ aufnimmt, dagegen 
unabhängijf von allm individucllcit Eigenschaften des Systems. Ist also 
der integrierende Faktor h für eine einzige Substanz bekannt — er ist 
es in der Tat für ein ideales Gas — so ist er für alle Substanzen be-_ 
stimmt. Unter Zuhilfenahme der bekannten therm odynamischen Eigt 
Schäften eines idealen Gases ergibt sich h ^ ^, wenn T die sogenannt^ 
absolute Temperatur bedeutet. Man gewinnt dann den zweiten HaupU 
satz in der Form 
(1) ^-äS. 

Aus den obigen Darstellungen ergibt sich sofort, daß es keineswe^ 
prinzipiell notwendig ist, sich auf die therm odynamischen Daten ein 
idealen Gases zu stützen, vielmehr würde jede beliebige andere Subs 
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dasselbe leisten, wenn nur eben diese Daten bekannt wären. Durch die 
Forschungen der letzten Jahre ist das nun in der Tat für eine zweite 
Substanz der Fall, nämlich für ein von gleich temperierten Wänden 
umschlossenes Vakuum, in dem die schwarze Strahlung herrscht, mit 
anderen Worten für den Eirchh off sehen Hohlraum. 

Wir wissen durch die experimentellen Untersuchungen von Lummer 
und Pringsheim, daß die Energie pro Yolumeneinheit eines solchen 
Hohlraumes gleich ist <yT*, wo T die Temperatur in Celsiusgraden, 
Termehrt um 273^ bedeutet; 6 ist eine Eonstante, deren absoluter 
Wert bekannt ist, uns aber hier nicht interessiert. 

Hat der Hohlraum das Volumen F, so ist die Energie 

(2) U^tfT^r. 

Auf die Wände dieses Hohlraumes wirkt der Maxwellschen Theorie 
zufolge ein Druck 

(2) P-lT*, 

dessen Existenz und Betrag durch die Untersuchungen von Lebedew, 
Nichols und Hüll festgestellt ist. Das ist hinreichend, um in dem 
Beweise des zweiten Hauptsatzes das ideale Gas zu ersetzen durch den 
schwarzen Körper. 

Wir wollen zunächst den ersten Hauptsatz auf diese „Substanz'^ an- 
wenden, und zwar wollen wir zwei besonders einfache Fälle betrachten, 
nämlich einen isothermen und einen odiabaMschen Prozeß, die beide 
mmibd geführt werden. 

Setzt man in die Gleichung des ersten Hauptsatzes für U und p 
ihre Werte aus (2) und (3) ein, so folgt für den isothermen Vorgang: 

dU ^ öT^dV ^ dQ + Ä ^ dQ - j T'dr, 

oder 

dQ^^^öT^dV-, 

for einei^ endlichen isothermen ProzeB folgt also 

wenn V^ des Volumen des Endzustandes, Fj das des Anfangszustandes 
hedeutet. 

Der CLdiaibaiische Vorgang ist charakterisiert durch dQ=^0] also 
liefert der erste Hauptsatz die Beziehung: 

(5) dU pdV 

oder mit Benutzung der Werte aus (1) und (3): 



<yr*rfF + 4t6T^VdT « - 1 T*d F 



8' 



>« 


Cl. S.i,A«KeH: 


<* 


iaPäV+ieTTtlT-O 


o4w 


■S.(V^+3^,?) = 


oder endlich 




(6) 


T" ■ r— Conatans. 



I 



Das ist die Bedingung für einen adiabatischen Prozeß. 

Der größeren Anschaulichkeit halber wollen wir nun noch eines 

reversibeln Carnotscheii Kreisprozeß durchführen. Derselbe besteht 

bekanntlich aus 2 isothermen und '2 adiahatischen Veränderungen, wie 

aus dem Diagramm Fig. 1 zu ersehen ist. 

Der Hohlraum befinde sich zu Anfang auf der Temperatur 2*, und 

habe das Volumen 1',. Durch isotherme Dilatation wird letzteres auf 
J'j vermehrt, wobei aus einem Wärme- 
reaervoir von einer Temperatur, die nur 
unendlich wenig höher ist als T,, die 
Wärmemenge ^i *"! •I^u Hohlraum ab- 
gegeben wird. Nach Gleichung 1_4) ist 




(:> 



^i=iaT\{V,- i\). 



^,, Dann wird die „Substanz" adiahatisch 

pig ^ dilntiert, wobei die Temperatur auf 7", 

sinkt und das Volumen auf l\ steigt; im 
dritten Stadium wird durch isotherme Kompression hei der Temperatur jT, 
das Volumen auf V, verkleinert, wobei aus eiuem zweiten Wärme- 
reservoir (ebenfalls reversibel) die Wärmemenge Qi — —(^3 aufgenommen 
wird. Endlich wird wieder adiabatisch dilatiert, bis die Temperatur 
auf T| gesunken und das Volumen wieder den ursprünglichen Wert 
angenommen hat. Der Hohlraum ist dann wieder in seinem^^Jifangs- 
zuatande, d. h. seine Energie ist unverändert; folglich liefert der erste 
Hauptsatz das Resultat: 

«i + ft - ^. -<?; = - ^ " " 



wobei die Summe über die 4 TeilprozesBe zu erstrecken ist. 
Summe kann man berechnen; ea ist nämlich: 



^fpd V ~fpd r +jpii V +fpd r -t-jix/r; 



Diese 
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dabei ist, wie aus den Grenzbezeichnungen ersichtlich, das erste und 
dritte Integral auf isoihermemy das zweite und Tierte auf adiabaiischem 
Wege zu erstrecken. Es ergibt sich 90 der Reihe nach: 

femer nach Gleichung (5) 

JpdV^ -Jdü 6{Ti F, - I^FJ. 

T^ y, 7, y. 

Durch Addition folgt daraus 

Diesen Ausdruck kann man vermittels Gleichung (6) vereinfachen. 

Beachtet man immlich, daß V^ und F, einerseits, und F^ und V^ 

andrerseits durch einen adiabatischen Prozeß ineinander übergeführt 

werden, so folgt: 

r»F, = T»F„ T»F, = rjF„ 

oder durch Subtraktion: 

Tlir,-V,) = TliV,-V,). 

Dies in (8) eingesetzt, ergibt 
(9) -Ä^i<iTl{V,-r,){T,-T,). 

^ ist die dem System von außen zugeführte Arbeit. Setzt man -4 = — A\ 
80 ist A' die vom System nach außen geleistete Arbeit; also geht (9) 
über in 
(9a) A'^i<!T\iV,-r,)(T,-T,). 

Das Verhältnis von A' zu der aus dem ersten Wärmereservoir ent- 
nommenen Wärmemenge Q^ nennt man den Wirkungsgrad rj des 
(^arnotschen Kreisprozesses. Derselbe wird demgemäß nach (9a) und (7): 

^^ ist der nämliche Wert, den man bei Benutzung eines idealen Gases 
erhält, wie es sein muß. 



Führt man für A' nach, dem ersten Hauptsat/, nocli den Wert 
't^i ~)~ ^9 ^ii^' B*^ folgt aus (10) das hekaonte Kesultat: 



(11) 






oder 



' + 



T, " 



Bevor wir nun zum Beweise des zweiten Hauptsatzes übergehen, 
wollen wir noch ein spezielles Resultat für unseren Hohlranm ableiten, 
indem wir, diesmal ganz allgemein, den ersten Hauptsatz darauf an- 
wenden. Es ergibt sich 

dü=d{eT'V) = dQ-pdr~dQ- \ T*dV, 
dQ=\T*dV+i6T*VdT. 
Bilden wir nun den Ausdmck ^ > *" ^^^S' 
(12) '^ß ^^a[rdF+3r-dTr\^ * adi-PV), 

d.h. für unseren Hohlraum ist - -f ein totales Differential; der inte- 



grierende Faktor von dQ ist -j.' 

Dieses llesultat werden wir zur Ableitung des zweiten Haupt- 
satzes benutKen. 

Wir bi-rechnen zu diesem Zwecke den Wirkungsgrad eines mtend- 
A'cA kleinen Carnotschen Prozesses, der mit einer Ijeliebigen Substanz 
p ausgeführt winl. Wir nehmen 

demgemäß an. daß die Tempe- 
raturen y, und y, sich nur um un- 
endlich wenig von einanderiuiter- 
8cheiden;also r,-7'^ = .*Z'. Auch 
die l)eiden adiabatischen Kurven 
des KreisprOKeases unterscheiden 
sich nur um unendlich wenig von 
einander. Nehmen wir an, daß 
die adiabatische Bedingung fflr 
unsere Substanz durch die Glei- 
chung S = constans gegeben sei, 
so erteilen wir der ersten Adiabate den Wert S, und der zweiten den 
Wert S, und setzen dabei fest, daß Ä, — S, = dö' sein soll, Man erhält 
8o das Diagramm Fig. 2. 

Statt den Zustand des Körpers anzugeben durch die Koor- 
dinaten p und T* können wir ihn offenbar auch gegeben denken durch 
korrespondierende Werte von T und S; d. h. wir fassen p (den Druckt 
und V (das Volumen) auf als Funktionen der neuen unabhängigen 
Veränderlichen T,S. 




--V 
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Die bei dem Kreisprozeß geleistete Arbeit wird durch den In- 
halt des krummlinigen Vierecks ÄBCD gegeben , welches aus geo- 
metrischen Gründen sich ergibt zu: 



*^' ^(-dYWs- TS dt) *^ • *^5 



der Elammerausdnick ist die Substitutionsdeterminante von dp und d V 
als Funktionen von S und T. 

Der Wirkungsgrad wird gegeben durch den Ausdruck: 

(13) SA' _ dQ,+ 8 e, \dTJ8__dS_dTr_ _ 

Nun ist auf den Adiabaten, d. h. den Kurven dS = 0, auch die Glei- 
chung dQ=^0 erfüllt, d. L 5 und Q verschwinden gleichzeitig, sodaß 

man setzen kann 

dS=^h'dQ, 

▼0 h eine Funktion der Zustandsvariabeln ist, in der im allgemeinen 
aber noch als Parameter die individuellen Eigenschaften des betreffenden 
Körpers enthalten sein könnten. In unserem Falle also gilt die Doppel- 
gleichung: 

(14) dS^h^dQ,^^ h,d Q, (= h,dQi) 

wo \ und /ig die den Temperaturen T^ und T^ zugehörigen Werte 
dieser Funktion bedeuten. Wir können also in (13) setzen 

der Faktor von dT ist hier, um seine Natur zu charakterisieren , in 
die Form F{S,T) gebracht worden. 

Es laßt sich nun zeigen, daß F{S,T) für alle Körper denselben 
Wert hat, wenn man diese Körper zwischen den nämlichen Tempera- 
^uen 7\ und T^ arbeiten läßt; darauf gehen wir hier nicht ein, da 
dieser Beweis in allen Lehrbüchern der Thermodynamik eingesehen 
werden kann. F kann also nur Funktion der Temperatur sein, und 
2war für alle Körper die nämliche. 

Es ist nun immer nach Gleichung (14) 



«5ex + *ft = (i-,y«Ä; 



1 1 'l 
da Tj — Tj = dT sehr klein ist, darf man setzen -j^ -r- = -^-^ dT, 

.1 

also SA'^dQ, + 6Q,^ \\ dTdS-, 
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bildet man den Wirkungsgrad, so folgt 






(1^) dft = - ä^,^ — = * — rs — = A TT «^• 

Vergleicht man diesen Wert mit dem andern in Gleichung (15), so folgt 

Ä -^ = F{T) oder y ^ - F(r) dT 
log Ä = '-Jf{T) dT + ^» (S) 

^{S) ist dabei eine vollkommen willkürliche Funktion der andern 
Zustandsvariabeln S. 

Wir erhalten also unendlich viele integrierende Faktoren: zu jedem 
q>{S) gehört ein h. Setzen wir wiUkürlich y(S) = l, so ist durch 
Kenntnis des Wertes von h fQr eine einzige Substanz h für alle Sub- 
stanzen bekannt. 

Nach Gleichung (12) ist aber für einen Hohlraum Ä = -=7 ; folglich 
für aüe Substanzen ä = -^ • ^^0 ist aUgenvein 

—^' '^ dS ein totales Differential. 

Das ist der Inhalt des zweiten Hauptsatzes.^) 
Breslau, im Februar 1907. 



1) Ich möchte hier auf eine Arbeit von A. Byk (Ann. d. Phys. 19, 1906) hin- 
weisen, die mit der vorliegenden mehrfache Berühnmgspiinkte hat; Herr Planck 
fiat mich anf dieselbe aufmerksam gemacht. Was die von mir gewählte Beweis- 
form des zweiten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich an Helm holtz^s „Vorlesungen 
über die Theorie der Wärme" mit Absicht so eng als möglich angeschlosseD, um 
mich hier kürzer fassen zu können. 
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Tangentenkonstrüktionen fftr die ünikursalknrveii, 
ifelche als Orthogonalprojektionen der Selbstsdiattengrenzen 
Yon RegelschranbenfläclieiL auf eine achseniiorniale Ebene 

anf treten. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. Hat man zwei konzentrische Kreise @, 77 und in ihrer Ebene 
einen festen Punkt a gegeben^ und zieht man durch a einen beliebigen 
Strahl a, der 6 im Punkte c trifft^ zeichnet man ferner in dem Punkte 
ar anf 77, der mit c und dem Mittelpunkte o der beiden Kreise in 
gerader Linie liegt, die Tangente an 77, dann trifft diese die a in einem 
Punkte Pj der eine Unikursalkurve 4. Ordnung beschreibt, wenn a um 
a sich dreht. Diese Kurve stellt die orthogonale Projektion auf die 
Zeichenebene der Eigenschattengrenze einer offenen Regelschrauben- 
flache vor, deren Achse durch o senkrecht zur Zeichenebene geht.^) 

Errichtet man noch in o auf dem Radius ocx die Senkrechte, so 
trifft diese die a in einem Punkte d, welcher ebenfalls einer Unikursal- 
knrre 4. Ordnung angehört, die analoge Bedeutung wie die Kurve (j>) 
hat, nur ist die in Betracht kommende Regelschraubenfläche eine ge- 
schlossene. 

2. Eine Quelle für mannigfaltige einfache Tangentenkonstruktionen 
fär die d- und die p-Kurve unter 1. liefert die Auffassung dieser 
Kurven als tafelparallele Schnitte einer windschiefen Fläche 4. Grades, 
die wie folgt zustande kommt. 

Es sei 0, in der Tafel gelegen, die Spitze eines Rotationskegels {K) 
n^it tafelnormaler Achse; 6 und 77 seien beziehungsweise die ortho- 
gonalen Projektionen auf die Zeichenebene zweier Parallelkreise (6), 
(fl) von (TT), so daß ocjc die Projektion einer Mantellinie von (K) 
^MBtellt. In a endlich treffe die Zeichenebene eine zu ihr normale 
öerade (SS). SteUen wir uns nun vor, die a sei die Projektion einer 
Tangente (a) des Kegels (K) und zwar jener, die den Parallelkreis (6) 
^ Punkte (c), dessen Projektion der Punkt c ist^ trifft, so bemerken 
^, daß die (a) die (21) in einem Punkte (a) schneidet, dessen Pro- 
jektion a ist. Der Ort der Geraden (a) ist ersichtlich eine windschiefe 

1) Vgl. etwa Rohn-Papperitz, Darstellende Geometrie, 2. Bd., S. liifT., 
^0 eine Übergicht über die verschiedenen Gestalten gegeben wird , welche diese 
Kurve annehmen kann. 
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Eddibd Javiscb: 



Fläche (F) vom 4. Orade, deren Tsfelapur durch die d-Kuire dar- 
gestellt wird, während die p -Kurve die Projettion ihrer Schnittkarre 
mit der Ebene des Kreises (77) bedeutet. 

3. Die Doppelkurre 3. Ordnung der (F) zerfällt in die Gerade (%) 
und in eine Ellipse (SS), deren Projektion der über ao als Dorchmesser 




beschriebene Kreis ö ist. Daß (21) eine Doppellinie der (F) roretellE, 
sieht man unmittelbar ein, denn die tafelnormale Ebene durch ao ist 
ja eine Symmetrieebene von (F). 

Bemerkt man, daß in der tafelprojiziereaden Ebene durch (a) noch 
eine zweite Erzeugende (a*) der (F) enthalten ist, deren Schnitt- 
punkte (c*) und (<j*) mit ((S) beziehungsweise mit der Tafel leicht 
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angegeben werden können [denn es ist offenbar c* der zweite Schnitt- 
punkt von 6 und a, während d^ so liegt, daß ccP^ und c^d gleich^ aber 
entgegengesetzt gerichtet sind]^ so findet man die Projektion h des 
Schnittpunktes 6* = (a) x (a*), welcher der Doppelkurve (93) angehört, 
ab Mitte Ton cc* oder also als FuBpunkt des Lotes aus o auf a. 

Der Ort von h ist mithin der über ao als Durchmesser beschriebene 
Kreis. Bedenken wir jetzt, dafi die o(&) in der Tangentialebene des 
Kegels {K) längs o{c) liegt, so stellt uns ß — der Schnitt der Tan- 
gente an 6 in c mit der oh — die Projektion des Spurpunktes (/}) der 
o(i) mit der Ebene des Parallelkreises (6) dar. Der Ort yon ß ist 
aber die Polare von a für 6, somit ist (33) eine ebene Kurve und zwar 
ist die zu ao normale Gerade S durch o die Tafelspur der Ellipse (3)). 

4. Wir sind nunmehr in der Lage für irgend einen Punkt der (a) 
<lie Tangentialebene der (jP) anzugeben, denn wir kennen die Tan- 
gentialebenen in den drei Punkten (a), (6), (c). Nennen wir a, b, c 
^ie Tafelspuren dieser Tangentialebenen, so ist a identisch mit der 
gleichbezeichneten Projektion der (a), und c ist die Tafelspur der Be- 
rühnmgsebene an (K) längs o(c). Die b ist die Gerade da, wo d den 
Schnittpunkt von ö mit der Tangente an den Kreis S im Punkte h 
bedentet. Dieser Punkt ist die Mitte der Strecke, die von o und dem 
Punkte a X ö begrenzt wird. Um für einen vierten Punkt (p) der (a) 
die Tafelspur p der Tangentialebene verzeichnen zu können, berück- 
sichtigen wir die bekannte Beziehung, daß das Doppelverhältnis 
((«) (6) (c) (p)) gleich ist dem Doppelverhältuisse der vier Tangential- 
ebenen in (a), (6), (c), (p), welches aber denselben Wert hat wie das 
Doppelverhältnis (abcp) der vier Tafelspuren jener Ebenen. Da die 
Projektionen a, b, c, p ein Doppelverhältnis besitzen, welches dem 
Doppelverhältnisse der vier Punkte im Räume gleichkommt, so haben 
^ir mithin p so zu bestimmen, daß (abcp) » (a&c|)) ist. Man sieht 
leicht ein, daß die p eine Parallele der Tangente in p an die Projektion 
des tafelparallelen ebenen Schnittes der (jP) durch (p) darstellt, so daß 
jede Ermittelung von p zugleich das Problem der Tangentenkonstruktion 
der p. Kurve löst. 

5. Wir wenden die Ausführung des vorigen Artikels zunächst an, 
Qm die Tafelspur b der Tangentialebene im Tafelspurpunkte d der (a) 
^ konstruieren. Die b ist offenbar zugleich Tangente im Punkte d 
^^ d-Kurve. Wir können unmittelbar den Schnittpunkt d^ der b mit 
u^nd einer Geraden g^ der Zeichenebene ermitteln. Nennen wir o^, 
^1) Cj die Schnittpunkte der g^ mit beziehungsweise a, b, c, so ist 
{aled) =x (aifti^irfi), und es gibt also der Punkt x^^hc^x cb^, mit a 
Terbunden, die Direktionsachse ^ der beiden projektiven Punktreihen 
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(ahcd . . .) und fa.j^jCjrf, . . .), so daß rf, etwa erhalten werden kann, 
indem wir den Sclinittpunkt von J mit Citi verbinden mit c und die 
Verbindungslinie mit der g, in (f, zum Schnitte bringen. In der Figur 
erscheint die g, als die Parallele zu b durch den Schnittpunkt a x 8, 
der also den Punkt (l^ darstellt, angenommen- Der Punkt b, liegt un- 
endlich fern und f, = t x ij, liegt im Endlichen. 

Es lüBt sich leicht zeigen, daß in diesem Falle J =~ ax, parallel 
zu c läuft. Wegen (o6)*= 6c ■ fcd = /i« ■ 6«, besteht die Proportion 



Nun ist, da cXf \ 



bä 



^' = . ' ; und daher ist 

woraus unmittelbar unsere Behauptung z/ >— aj-, parallel zu c^d oder c 
folgt. Da die cx^ offenbar die Strecke a,s (s Schnittpunkt von ö mit 
der Tangente an 6 in c halbiert, so ist rf,s = 2fs. ') Verbinden wir 
p mit rf[ und den Schnittpunkt (f, der z/ und der pd^ mit d, so trifft 
diese Verbindungslinie die g, in ;»,, und dp, stellt die Tafelspur der 
Tangentialebene in (p) der (!•") vor, d. h. die Parallele zu p,rf durch 
/) liefert die Tangente der p- Kurve im Punkte p. 

6. Von der Ermittelung des Punktes ij, unabhängige Konstruktion« 
für die Tangente in p ergeben sich natürlich ebenfalls sehr leiehl 
Ziehen wir durch p die Parallelen <i', b', c' zu bezw. a, b, C (Q'=a); 
so ist, wenn v' "^'^ Tangente in p bedeutet: (a'b'c'p') = {iibcp). 
Nennen wir a', b', c\ p' die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden i 
mit den Strahlen n', b\ t', p', so ist auch (a'h'c'p') ^ (ahcp), und die 
V^erbindiingslinie von « mit dem Schnittpunkte bc' x cb' ist die 
Direktionsachse der beiden projektiven Reihen (a'b'c'p') und (abcp)f 
so daß p' erhalten werden kann als Schnitt von i mit der Verbindung»^ 
linie der Punkte c und J' x c' oder h und ^' x b'. 

Ziehen wir speziell durch a eine Gerade g", so schneidet diese 
den Büsche! {tt'b'c'p'j in einer Punktreihe (a"h"c"p"), welche mit der 
Reihe (abcp) perspektiv liegt, und es ist daher der Schnittpunkt von 
bb" und cc" das Perspektivitätszentrum a", welches offenbar der p' 
angehört. In der Figur ist g" mit J identisch angenommen. 

Prag, 24. Juli 1904. 
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La spirale de Pappns; 

Par M. GiNO Loria ä Genes. 

1. ün celebre geometre grec, Pappus d'Alexandrie, a remarque^j 
ipL^f comme on fait niutre dans le plan nne spirale par la trace d'un 
point qui se meut ayec une yitesse constante sur une droite toumant 
autour d'un de ses points avec une vitesse ^galement constante, on 
pent engendrer sur une sph^re une spirale d'une maniere semblable. 
Imaginons, en effet, qu'un grand cercle de la sphere (dont nous 
«ppellerons le centre et 12 le rayon) toume uniformement autour 
im de ses diam^tres (Yaxe de la figure) en partant d'une certaine po- 
sition initiale; supposons encore qu'un point P parte d'une des ex- 
tremites A de Taxe et parcoure la periph^rie de ce cercle avec un 
mouTement egalement uniforme et tel que, lorsque le plan du cercle a 
&it un tour complet, le point P ait d^crit un quadrant.') Par le con- 
cours de ce double mouvement le point P tracera sur la sphere une 
courbe, qui est Fanalogue de la spirale d'Archimede, et qu'on peut bien 
appeler (ce que nous ferons) «spirale de Pappus». 

Pour la repr^senter analytiquement nous nous ser^rirons d'un 
fljsteme de coordonnees polaires sur la sphere: ä savoir Tarc q du grand 
cercle compris entre le point considere et le point A et Tangle co que 
Tarc AP fait avec la position initiale du grand cercle mobile. Alors 
les conditions imposees au mouvement donnent tout de suite la relation 

(1) o = 4() 

^ui est precisement Tequation polaire de la courbe dont il s'agit. 

A Taide de cette equation il est ais^^) d'etablir une propriete me- 
triqne dont jouit la courbe de Pappus et qui n'a pas echappe ä ce 
geomfetre. En efifet, la diflferentielle dS de Faire balayee par Farc AP 
loreque le point P decrit la courbe, s'exprime par la formule 

dS^R^d(D{l— cos q) 

1) CoUectiones maihemaiicae (ed. Hultsch), p. 264. 

i) Cette demi^ condition peut bien dtre sapprimee sans qu'il en resulte 
1* peite d^un bon nombre des propri^t^s de la courbe en question; en Tötant 
OQ Toit naitre toute une classe de courbes, quelques -unes algöbriqnes, d'autres 
^nuucendantes. 

3) CoDDip. mon onvrage Le scienze esatte neW antica Grecia. Libro 11: // 
P^nodo argenteo deUa geometria greca, p. 12. 



! de l'equatioii (1), 

,/S = 47J*(/e(_l — coBp); 



en integrant depuis p = jusqu'ä ß ^ ä on trouve: 



.4ff(p-smp): -«'(-'- 



(urface i-- de In demi- 



; est = in R*, par eonsequent 



egalite qui exprime U propriet« citee. 

2. Ponr parveair ä une representatioii des coordoniiees de la 
Spirale de Pappus eu fonction d'un parametre, nous choiBirons im 
syrtenie d'axes carteaiena orthogonaiix, ayant l'axe des z parallele ä 
l'aie "de la figure. Alors, si a, h, c Bont lea coordonneeB du centre t* 
de la spliere et x, y, z Celles du point P, od aura 

« — a + Ä sin p ■ ooa fi), y = ft + fi sin p ■ bIb to, z = c-\-B. coa p, 
c'eeträ-dire, I, cause de l'equation (1). 

|2) a— a + 71 sin p- cos 4p, y = ?* + J^sin p- siü4p, z^c-Y Ti<:<i%Q, 
ou bien 

3; = (i + -^{sinöp — ainäp) 

(3) 



I 



j y — ö + —(cos 3p — CDS 5p) 
l^^c + BcoBp. 
Or si l'on pose ' '^ tg ^ , ces equatious se transforment en d'autres qui 
donnent ;c, y, s comme fonctions rationnelles entieres de degres ^ 10 
de la variable i. Cela pronve que (tandia que la spirale d'Archimede 
est ane coiirbe tranacendente): 

ha Spirale de Pojjjjms est une cjurhe miionneüe du dixihm.' ordre}) 

1) Tout le monde Huit quei lea KDcieoB out oonou nae cotirlie gauche da 
qaairieme orilre: c'est celle dont «'est eervi Archytas pouT r^soudre te probleme 
de D^oi. Mais, ii je ne tue trompe, penonne jusqu' ä prfgent n'avait fait 1a 
remarqae qu'ilt fn ont conaid^ nne d'nn degr^ ausei &e\6 qae )a spiial« de 
r^ppui; M. Gomei Teiii^ira, qni a upplique ii cett« courbo les müthodea et 
|ei Ib^oriei de Tanalyte tQ&Qi(«8injUo ivoyei son Trabidos de Ins eurms expteiaUa 
noIabUs; Madrid 1905, p. ÖSl — öa4i, n'a paa remarque, au moin« eipücitoment, 
qn'il «'afrissait d'one eooibe alg^briqu». 
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II est en g^neral plus avantageux de conserver p comme variable 
independante et par suite les equations (2) ou (3) comme equations de 
la conrbe. 

3. De ces equations on tire 

?ZI_ = tg4p, x — a +y—h =JB*8in*p; 
si donc on pose 

y-^_ = tg9, y^^^* + y-6* = M, 

on aura 

9 — 4p, M^JBsinp 

d'oü, par Telimination de p, 

(4) u-üsin|^; 

c'est Vequation, en coordonn^s polaires u, 9) de la projection ortho- 
gonale 8ur le plan xy, de la spirale de Pappus; or T^quation (4) re- 
pr^te une rosace/) donc: 

La protection orthogonale de la spirale de Pappus sur un plan 
nmnal d Vaxe est wie rosace (du dixieme ordre). 

On parvient ä deux autres courbes du mSme ordre, mais qui 
n'appartiennent, a ce que je crois, ä aucune classe connue, en projetant 
^ spirale de Pappus (sur le plan xz^ c'est-ä-dire) sur un plan parallMe 
a la Position initiale du cercle mobile ou bien (sur le plan yZj c'est- 
s*-^) sur un plan parallele ä Taxe de la figure et normal ä cette 
Position initiale. 

Si au contraire on projette la courbe du centre (a, b, c) de la 
sphere donnee sur le plan xy, on parvient ä la courbe ayant les Equa- 
tions snivantes: 

c (sin 6p — sin 3p) .. cCcosSp — cosöp) 

x^a ^ — ^ -, y = 6 ^ — ^ -' 

2co8p ' ^ 2C08p 

Or ces equations donnent 

y-h 



x-a +y-6 -(ctgp)«, |— - = tg4p, 

^ 81 Ton introduit derechef les variables u, q> definies ci-dessus, on 
*^^e ä Tequation polaire de la projection: 

1) Comp. SpezieUe algebrauche mul transzendente ebene Kurven (Leipzig 1902, 
B- 6. Tenbner), p. 297 ei sniv. 
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Or cette equatioii reprcBente mi n(i;ud^); do 
Ia projccHon de la Spirale de Pappus 

Ott tlle est traak sur un plan normal « l'axe est 
4. On peut representer graphiquement d' 

la Spirale de Piippus en ajaiit, recoura 



f'aite du centre de la sph 
HU na^id (litt dixihne ordi 
une maniere aseez commc 
methode de Monge et 



dioiBiBsaDt les plaoB hurizontal et yertical de projection paralleles re 
am plana x^ et xz de la representatioii analytique. MarquoiiB (vovez 
figure) les points 0^ (0', 0") et Ä = (A', A") avec lea coaditiouB c 
A' coincide avec 0' et que 0'(=A'), 0", A" se trouvent aur la m? 
ordonnce (e'eat-ä-dire aur la meine parpendiculaire k la ligne de teri 
Älors tous les points reels de la sphere donnee se projetteront hc 
KOntaleinent (Terticalement) ä I'interieur du cercle F^ (ou F^) de ceatre 
(ou 0") et raj-on E. Soit B = {B', B") ia position ä laquelle arr 
le point generateur de la conrbe lorsque le grand cercle coasid< 
a fait UQ tour complet autour de laxe de la figure. DirlaonB 
quadrant A"B" en un certaia nouibre n (p. ex. 8) de partiea egales 
faiBons subir la meme division au eerole I\; numerotons les points 
diyiaion de maniöre que la numeratioii procede sur le quadrant de 
vera B" et sur T; depuis B' daus le Bens de Ia rotation du grs 
cercle generateur; soient jVet P' deux points de divisions homologlies et 
le point oii 0"B" est iroupee par rordouneK de P. La corde iV'/ 
du cercle f, aera la projectioo verticnle d'nn petit cercle de la sph 
aur lequel tombe le point de Ia Spirale de Pappus relatif au quadrant J 
Or eelui-ci se projette verticalement dans le quadrant elliptiqne dont 0" 
et 0" P" sont les demi-axes; par consequent M" nest que le point 
ce quadrant elliptique est coupe par la droite NU. Mais ce quadr 
et le quadrant cireulaire A"B" sont des figuros correspondantes di 
une afßnit4 dont 0"A' est Taxe et B", P" un couple de points hör 
logues; donc M" est le point qui correspoud dans cette affinite 
point N. Pour le construire il auffit evidemment de determiner 
point K oft se coupent les droites B"N et 0"A" et d'unir ee poiot k j 
cette droite coupera NA" au point M" cherche. L'ordonnee du point J 
rencontre le rayon 0' P' au point M'. En repetant cette conatruct 
sur les M points N on parvieni a n pointa M = (M', M") de l'arc ^ 
de la Spirale; variaut » on parviendra ä autant de points que 1 
Toudra de cet arc. La courbe complete est formee par quatre a 
pareils. 

Menons Ia droite OM et determinons sa trace horizontale JW,; 
üeu des pointa M^ est le "nteud* (comp. n". 3), projection de la con. 
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cit^ ditns k not? ])i^., p. ISl. 
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fflite du point sur un plan ä Taxe de la figure; et si Ton consid^re 
le point M comme plac^ sur la correspondante g^neratrice dn cylindre 

^Ut der MathMiiAtik und Phjiik. m. Rttih«. XIL 4 
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<)uj projette la conrbe sur le premier plan, M pouira') ae repH 
par la methiide de la projection centrale, par la Dotation M^(M^;3f', 0'). 
5. Nous allons nous proposer la recherche d'un procede ponr 
construire les dem projectiona de la tangente dans un point quel- 
conque M de la spirale. Reniarquons nvant tout que les eqnations de 
la tangente ä la spirale aont _ 

,6) ^^1^ ^^? ^^ ■ 

' |(6cos6p — ScoiSp) |(ö8in6p — arinSp) — aio p ^H 

oü X, Y, Z Bont les coordonnees d'un point quelconque de cette droit«, 
tandis qne les coordonnees x, y, z du point de contact sont donnees 
par les relations {2) ou (3). 

Remarquons euguite que la projection de la tangente est la tan- 
gente de la projection; donc la projection horizontale de la tangente 
en itf ä la Bpirale est la tangente en Jlf ' ä la courbe (4). Or de cette 
equatiou on tire 

-T- = R COB ~ — -y yR* — m", 



valeiir de la Bous-normale polaire; cette valeur prOHve que si l'on m^e 
le Segment O'C tel que Tangle M'OV soit egal ä — dane le Bens positif 
da mouvement et que M'C= R, et si l'on marque le point D tel qu« 
0'Ü<^ \0'C, la droite DM' Mera la normale en M' de la projection 
horizontale; la tangente sera donc la perpendiculaire de M' ä DM'. 
Quant ä la projection verticale, on en connait dejä un point {M'"); 
il suf^ra donc d'en trouver un autre; il est hon de prendre comme 
point auxiliaire celui, T, oü la tangente dont il s'agit perce le plan 
horizontal qui passe par le centre de la sphere donnee. Les co- 
ordonnees de T Be dcduisent des equations (6) en y faisant Z — ^; 
les relations qui en rcBultent donnent: 



Jtf'T'«- X-x'+ T- 



-- 7i' cot* p (cos* e + 16 ein* p). 



Or poor construire cette valeur on peut s'y prendre de la maoifere 
Buivante. Prolongeons la droite HM" jusqu'au point / de maniere qu'oa 
ait HI-=-lHN. Comme l'angle jl"0"iV est egal ä p et 0"i/ — Bcosp, 
/// = 4Ji8inp, on aura 

0"i = R ycos*p + 16 Bin'p ; 



1) Voir pour cette notatior 
d. i,Leipz)g 1907), p. es. 
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coDstraisonJB ä pr^ent le triangle 0''/e7^ rectangle en 0" et dont Tangle 
aigQ 0"IJ soit ^gal a (»; il viendra 



0V= 0"/cotp - B cot(>ycos*(> + 16 sin» p - M'T\ 

Si donc on porte ä partir du point M' sur la directiou positive 
de k tangente t' le segment Jtf'T'=- 0"e7, Tordonnee qui passe par T' 
coupera en T" la droite 0''B", M"T" sera la projection cherch^e 
yerticale t'\ 

6. On peut remarqner que^ lorsque le point M decrit la spirale^ 
le point T' determine sur le plan horizontal la courbe dont les equations 
Bont (comme il est facile de voir) 

X -= a . — (cos2(> — cos4(> — cos 6p), 

y= & : — (sin 2p — sin 4p — sin 6p). 

Cette courbe est la projection horizontale de la section de la 
dereloppable osculatrice de la spirale de Pappus sur le plan horizontal 
mene par 0\ il s'ensuit que la tangente u en T' ä cette courbe est 
la projection horizontale de la trace sur ce plan du plan osculateur 
en Jf ä la spirale; u" tombe evidemment sur 0"B'\ Or les droites 
t={t', t") et tf = (u, m") suffisent evidemment pour d^terminer le plan 
osculateur en M (point quelconque) de la spirale. Rien ne prouve, 
cependanty qu'on ne puisse pas trouver pour ce plan une construction 
plus simple; nous engägeons les lecteurs ä la chercher. 

GeneS; 30 octobre 1906. 



Strenströme in der Rückleitung elektrischer Bahnen« 

Von Carl Michalke in Cbarlottenburg. 

1. Elektrisch betriebenen Straßenbahnwagen wird am einfachsten 
und wirtschaftlichsten die erforderliche Energie zugeführt^ wenn die 
Schienen zur Fortleitung des elektrischen Stromes benutzt werden. In 
der Regel wird der oberirdisch geführte Fahrdraht mit dem positiven, 
das Gleis mit dem negativen Pol der Gleichstrommaschine verbunden. 
Die Verwendung der Schienen für die Rückleitung des Stromes gibt 
jedoch zu verschiedeneli Störungen Veranlassung. Hauptsächlich stören 
die aus den Schienen in den Erdboden entweichenden Streuströme, die 
sogenannten vagabundierenden Ströme. Es ist nämlich im allgemeinen 
nicht möglich, die Schienen vollkommen von dem umgebenden Erd- 
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boden zu isolieren. Die gut leitenden Schienen befinden Bich in einem ■ 
weniger gut Leitenden nach einzelnen Richtungen hin unendlich aus- 
gedehnten Meditim, in dem sich noch andere elektrisch gut leitende 
Körper, wie z. B. Gas- und Wasserrohre befinden. Durch das Abirre« 
der Ströme aus den Gleisen in den Erdboden werden die Schienen 
zum Teil entlastet, der SpannungsTerlust wird vermindert. 

Die aus den Gleisen entweichenden Streuströme durchdringen teil- 
weise auch die in dem Erdboden - vorhandenen metallischen Leiter. Da 
der feuchte Erdboden im weaentlicheu elektrolytisch leitet, so bringt 
der Strom an den Stellen, an denen er aus den Leitern, etwa den Gas- 
uad Wasserrohren, austritt, chemische Zersetzungen hervor, durch die 
die Lebensdauer der Rohre vermindert wird. 

Die Streuströnie in der Erde verändern auch die örtlichen Werte 
des Erdmagnetismus der GröBe und Richtung nach, können daher 
physikalische Meßgeräte auf weite Entfernung hin stören. Die Streu- 
ströme können in Telephon-, Telegraphen- und Signalanlagen eindringen, 
wenn bei diesen die Erde zur Rückleitung benutzt wird, und können 
auch iü diesen Störungen verursachen. 

Während alle diese letzteren Störungen der unmittelbaren Beobach- 
tung unterliegen, können R oh ran fre saun gen ganz unbemerkt vor sich 
gehen, sodaß größere Schäden erst nach einer längeren Reihe von 
Jahren bemerkt werden. Dies und der hohe Wert der ausgedehnten, 
gemeinnützigen Zwecken dienenden Rohrleitungen gab Veranlassung, 
daß sich die Techniker aller Länder auf das eingehendste mit den 
Fragen des Schutzes der Rohre gegen die StreuatrÖme beschäftigten. 
Diese Fragen sind nach vielen Richtungen hin durch Rechnuug und 
Beobachtungen verfolgt worden. Rein esperimeutelle Untersuchungen 
lassen meist hei der Schwierigkeit der Materie nur örtlich gültige 
Schlußfolgerungen zu. Bei der mathematischen Behandlung muß man 
sich rait Näherungswerten begnügen, da der stete Wechsel der Boden- 
bescbaffenheit, die veränderliche Lage nnd Verschiedeuartigkeit der im 
Erdboden befindlichen Metallmassen, die Begrenzung des Bodens durch 
Mauerwerk und dergl., der Grundwasserstand usw. die Verhältnisse 
örtlich und zeitlich ändern. Diese Diskontinuität in der Leitfähigkeit 
des Bodens beeinflußt stark den Verlauf der Streuströme in der Erde, 
sodaß sich genaue Funktions werte nicht aufstellen lassen. Es muß 
jedoch die Rechnung der Beobachtung zu Hilfe kommen, wenn Regelu 
aufgestellt werden sollen, um schon beim Bau einer Bahn auf die Ge- 
fäirdung der Rohrleitungen Rücksicht nehmen, den voraussichtlichen 
Verlauf der Streuströme in der Nähe der Rohrleitungen bestimmen 
und die zweckdienlichsten Schutzmaßnahmen treffen zu können. 



^ 



inen. Ji 



Streuatröme in der Rückleitung elektrischer Bahnen. 



53 



Den Verlauf der Erdströme in größerer Entfernung, sowohl seit- 
lich Ton den Gleisen als auch in größerer Tiefe zu verfolgen, hat viele 
Vorteile; für die Frage der Gefährdung der Rohrleitungen kommt aber 
im wesentlichen Richtung und Dichte des Stromes in der Erde in 
Betracht, der von den Rohren zu den Gleisen verläuft. 

2. Gewöhnlich ist der positive Pol der Gleichstrommaschine mit der 
Oberleitung der elektrischen Bahn, dem Fahrdraht, verbunden, während 
die Schienen an einem oder mehreren Punkten (Schienenspeisepunkten) 
mit dem negativen Pol der stromerzeugenden Maschine verbunden sind. 
Die Schienen bilden also die Rückleitung des Stromes. Die aus den 
Schienengleisen in den Erdboden austretenden Streuströme verbleiben 
zum Teil in der Erde, um an geeigneten Stellen wieder zu den Gleisen 
zurückzukehren, ein Teil, und dieser interessiert besonders, dringt in 
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Fig. 1. 

die Rohrleitungen ein. Parallel zu den Gleisen besteht also noch der 
Stromweg: Erde, Rohrleitung, Erde. Es sei im folgenden zunächst 
angenommen, daß der Strom im wesentlichen von den Gleisen nach 
Rohrleitungen fließe (Fig. 1), wie dies von Haber^) bei nicht zu 
großer Rohrentfemung beobachtet wurde. 

Der von der Oberleitung durch die Wagenmotoren den Gleisen 
zufließende Strom sei vom Endpunkt der Strecke aus gerechnet I (x). 
Der Wert hängt von der Entfernung und der Belastung der Wagen 
ab. Sind die Wagen in geringen Abständen gleichmäßig über die 
(unverzweigte) Strecke verteilt, so kann man setzen 



I{x) 



JqX 

L ' 



wenn x die Entfernung vom Endpunkt, L die Länge der ganzen Strecke 
(gewöhnlich freitragende Strecke genannt) und Jq der gesamte Maschinen- 
strom ist 



1) Zeitschr. für Elektrochemie 1906, 12, 49. 



Der Strom ./ in den Gleisen ist gleich dem zugeführten / ver- 
mindert um den in die Erde entwichenen Betrag ) 
,/= I(r)~i. 

Ist der Widerstand des Gleises für die Strecken einheit H',, 80 iBt 
er für die Strecke dx gleich \V,dx. Entsprechend aei der Eohrwider- 
stand für die Streckeneinheit W^, also für die Strecke dx gleich W^dx. 
Ist r, das Potential an einem Gleispunkt, V^ das entsprechende &m 
Rohr, 80 ist 

-dr, = JW,dx, -dV^= iW^dx. 

Ist IC der ti bergan gs widerstand für die Längeneinheit vom Gleis nach 
dem Rohr, so ist der auf der Strecke dx übertretende Strom 



Daraus folgt 
Nun ist: 
folglich : 



dx' w\dx dx j M' ■ ' ' ' 

da;* d»' d,r" 



< 



Unter der Annahme, daß die Strecke gleichmäßig belastet ist \l{x) = ~J, 



- — 0, demnach 



Die Auflösung der Differentialgleichung ergibt, wenn «' = 
ifesetzt wird, 

Die Konstanten sind ans den Grenzwerten zu bestimmen. Ea 
J"=0 far X"^. 
.7= Ja für x = L, 



demnach 



, + C,,'. + C,e 



(»', + "'.)(«' 
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demnach erlult man für den öleisstrom: 

unter der Yoraussetzungy daB den Gleisen gleichmäBig Strom zugeführt 

wird \I{x) — -r^- Werden andere Voraussetzungen für I{x) gemacht, 

so ändert sich die Differentialgleichung. Befindet sich z. B. nur ein 
Wagen am Ende der Strecke , so ist I{x) = Jo "^ const. 

J X 

Der Streustrom i ergibt sich aus f = / — e7"«-V — J'- 

V-; w,+w\l ,^«_,-^«; 

Für die praktischen Bedürfnisse geeigneter sind einfachere Gleichungen 
in Annäherung.' Wenn man Zähler und Nenner des Exponential- 
aasdrucks von Oleichung (2) in Reihen entwickelt, erhält man den 
Näherungswert 

^"^•^ L[(iw + L^W, +W.)] 

Der Höchstwert von i wird erreicht für rc = -7z • 
Für diesen Wert wird • 

v^^'' * iw + L*(W^+wy 

Am An&ng und am Ende der freitragenden Strecke ist der Streu*" 
ström NulL 

Nun war -^ -= — JW. oder 

Der Spannongsrerlust längs der ganzen freitragenden Strecke L des 
Oleises ist 

W ^'"tT^ + H^L 2 "^ a e^«-e-^- J 

oder angenähert: 

«T «* 00| d. h. wenn durch Isolierung der Schienen die Entwicke- 
▼an Sbeosixdmen verhindert ist, wird £,' = -^*— • 



Wird der Wert für jE, (Gleichung (3a)) io Gleichung (2b) eingesetzt, 
so erhält man als Höchstwert ttir den Erdatrom 



0.76 LE, 



(2c) 

Der Höchstwert des Erdstroms hängt demnach von dem Produkt der 
Länge L der freitragenden Strecke und der Spanouug auf dieter 
Strecke ab. 

Durch das Entweichen tou Strom aus den Gleisen wird das 
Spannungsgefälle in den Gleisen vermindert. Der Spann ungeverlutt 
vermindert sich bei gleichmäßiger SchienenbelDstmig um 

^E~L,-E,^ la ,r+3 />Tiv, +"«;) ■ 

Obwohl die Verminderung der Spannung in den Gleisen durch 
Verminderung des Gleis Widerstandes (starkes Schienenprofil, gute Stoß- 
verbindung, geringe Belastung mit Strom) die Eutwickelung von Erd- 
atrömen vermindert, gibt geringer Sp an nungs Verlust in den Gleisen 
noch nicht Sicherheit gegen großes Stromentweichen, da i', auch bei 
kleinem w und kleinem IK, klein wird. 

Die Spannung im Rohr längs der Gleise ist -j-- = — iW^dx, woran» 



[yy 



y.ß. 



W, lidx. 



Die Spannung i 

w 

angenähert; 
(4a) 



Rohr auf der ganzen Streclce L ist demnach: 






' 12 (r+ 2"/. •"("■»?;+«■■,) 



~^E- 



Die höchste Spannung in den Rohren ist proportional der 
Gleiten. Es ist: 



lenj 



Das Spannungsgefälle nähert sich demnach umsomehr dem der Gleise, 
je größer der Rohrwiderstand W^, je länger die freitragende Strecke 1» 
und je bleiner der Übergangswiderstand ic ist. 

Ist der Erdboden bet zu großer Entfernung von den Gleisen gleich- 
mäßig leitend, befinden sich also keine Rohrleitungen in der Nähe, so 
verzweigen sich die Ströme gesetzmäßig. Die Äquipotentialflächen fOr 
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einen solchen Fall zu bestimmen und so die Spannung zwischen Gleis 
und den einzelnen Punkten der Erde zu finden, hat meist nur theo- 
retisches Interesse, da hierbei die Erdströme nur an den Gleisen selbst 
Korrosionen veranlassen. Sind parallel zu den Gleisen in nicht zu 
weitem Abstände Rohrleitungen verlegt, so ist die Spannung zwischen 
Öleis und Rohr: 



(5) 



dx * >" 



[ *" TT^ -f TT. L-^ e^«--e-^" J 



oder angenähert: 

(DB) e^ ^ ' 



Demnach ist der aus den Gleisen oder Rohren auf einer Strecke dx 
(z. B. auf eine Länge von 1 m) austretende Strom 

dt ^ J^W, (L*j-Sx*) 

dx L ' ßw + L^{Wr+Wy 

Es treten die Höchstwerte für die Spannungen zwischen Gleis und 
Kehr und demnach auch fQr Strömung zwischen Gleis und Rohr am 
Schienenspeisepunkt {x => L) und dem Endpunkt der freitragenden 
Strecke (x =» 0) auf Der Strom in den Rohren selbst ist an diesen 
Stellen NulL Sind mehrere Schienenspeisepunkte vorhanden, setzt 
sich also die Gleisstrecke zwischen zwei Speisepunkten aus zwei frei- 
tragenden Strecken zusammen, so wechselt an den Enden der frei- 
tragenden Strecke der Strom in den Rohren die Richtung. 

In der Entfernung y- vom Endpunkt der freien Strecke ist bei 

den Voraussetzungen, unter denen die Rechnung durchgeführt wurde, 
die Spannung zwischen Gleis und Rohr Null (neutraler Bereich); es 
findet demnach keine Strömung zwischen Gleis und Rohr statt, während 
der Rohrstrom (Gleichung 2 a) seinen Höchstwert erreicht Ist der 
Fahrdraht mit dem positiven Pol des Generators verbunden, so ist 
nach dem Endpunkt der freitragenden Strecke hin der Erdstrom von 
den Gleisen nach dem Rohr gerichtet. Infolge der Wasserstoff- 
polarisation wird das Rohr geschützt (Schutzbereich), während nach 
dem Speisepunkt hin die Stromrichtung umgekehrt ist. Im letzteren 
Bereich (Gefahrbereich) werden die Rohre korrodiert, falls sich das 
Eisen nicht passiv (unangreifbar) verhält, was jedoch im Erdboden fast 
hie der Fall ist. 

Auch im Schutzbereich sind Korrosionen nicht völlig ausgeschlossen. 
Sind z. B. Rohrleitungen von verschiedenem Widerstände in ver- 



Bchiedener Entfernung vom Qleise vorhandfiu oder Rohrleitungen an« 
etwa nahezu widerstandslose Grund Wasserleitung von großem Qua 
schnitt, 80 sind, wenn die Übergangs widerst an de w' und tr", die Leitung! 
widerstände }\"^ und W,.' sind, die Spannungen zwischen Gleis und dei 
Rohrleitungen (unter Vernachlässigung der Verschiebuogen, die dun) 
den Stromausgleich auftreten) angenähert: 

L 6io' + I,'(Tr;-}- TT,)' "" L '6«i" + L'(H7+ If^' 1 

Die zwifichen den Rohrleitungen auftretende Spannung ist 

e- ~e■'~C{V-^x')■ 
C enthält die Schienen- und Ruhr widerstände, Übergangs widerstand 
und Länge der Ireitn^enden Strecke. Im Schutzbezirk z. B. wiirdat 
Ströme von den Gleisen zu den Rohrleitungen, aoBerdem Ströme tw 
Rohrleitungen mit größerem ^-r_rt__' zu solchen mit kleinerem -- '-T — . 
verlaufen. In den Straßen ist der Rohrwiderstand wegen dea wechaelndei 
QuerschnittH und der vielen Abzweigungen nicht auf größere Läng 
konstant, weshalb eine genaue Berechnung achwierig, wenn nicht ue 
möglich ist. Würden die Widerstsindawerte konstant sein, so würd 
im neutralen Bereich (für ^' ^ Zr.,) teine Spannung zwischen den ein 
zelnen Rohrleitnngen bestehen. 

Verlaufen parallel zum Gleise mehrere Rohrleitungen voueinande 
isoliert oder metallisch verbunden, so ist in den entwickelten Gleichung« 

für die Leitfähigkeit des Rohrs — die gesamte Leitfähigkeit ^^^7 

Für den Uhergaugs widerstand ic alsdann ein mittlerer Wert zu setzet 
Fflr W^ = wäre dann der Höchstwert für die aus den Gleisen aus 
tretenden Streuströme gegeben, in dem auch etwa durch Grundwasser 
leitung abgefangene Erdströme enthalten sind. 

Da durch die Inhomogenität des Erdbodens und die unstetig 
keit der in Betracht kommenden Widerstands werte die Hechnungs 
ergehnisse beeinflußt werden, so sind durch Rechnung allein voll 
kommen zuverlässige Zahlen nicht zu gewinnen. Es unterstiätzen abe 
die entwickelten Gleichungen wesentlich die Beurteilung über dii 
Größe und den Verlauf der Streuströme und geben wertvolle Anhalts 
punkte -für die Untersuchungen und die zu ergreifenden Schutzmaß 
nahmen. 

S. Der Messung unmittelbar zugänglich sind unter Anweudunf 
geeigneter Maßnahmen die Spannungen zwischen Gleisen und Rohres 
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Twischen yerschiedenen Rohrleitungen ^ femer die Spannungen längs 
der Gleise und der Rohre. Der Strom in einer unverzweigten Rohr- 
leitung kann aus Spann ungsmessungen bestimmt werden^ wenn der 
Widerstand der Rohre bekannt ist. 

Der Rohrwiden^band kann am vorteilhaftesten nach BetriebsschluB 
gemessen werden. Voraussetzung ist hierbei, daB längs der Meßstrecke 
keine wesentliche Stromentweichung nach der Erde stattfindet. Er- 
forderlich ist eine Starkstromquelle, die entsprechend Fig. 2 an die 
Bohrleitung an den Stellen A und B resp. A und C angeschlossen wird.^) 
Der Strom J verzweigt sich in dem Rohrleitungsnetz. Ein Teil J 
fließt direkt zwischen den Anschlußpunkten, den aus den Gleisen in 
die Rohre gelangten Streustrom verstärkend oder schwächend. Wird 
gleichzeitig die Spannung e^ an den Klemmen ah innerhalb AB und 



«^ 



AA. 



;f 



t -^ p: 



k^ 



^ 

A 



>V> - tC 



l -p^' l 



i^k 



-o o— 



^ 



HHhH wwwwr- 



:t=» 



Flg. 2. 



der Spannung e an den Klemmen cd gemessen, so ist, wenn e^ und t^ 
^e bei Anschluß an ^£ gemessenen Spannungen, e\ e^ die Spannungen 
I>ei Anschluß AC sind, und J der Meßstrom ist: 






w, = '» w. 



Dies sind in Ohm gemessene Widerstände. Der Widerstand pro 
I'^feneinheit wird durch Division mit der Meßlänge gefunden. Ist 
der Rohrwiderstand der Meßstrecken bekannt, so kann nach Abschalten 
der Heßbatterie aus den Spannungsmessungen e^ oder e^ während des 

Betriebes der Rohrstrom i ermittelt werden: i = ^ =- -^ • Sind in 

fV^ IT, 

den Heßstromkreisen Polarisationsspannungen z. B. in den Rohrmuffen 
vorhanden, so sind diese, falls sie gegenüber den gemessenen Spannungen 
üi Betracht kommen, bei der Berechnung zu berücksichtigen. Solche 
Polarisationsspannungen lassen sich nur nach Betriebsschluß ermitteln, 
^enn keine Strome von den Straßenbahngleisen oder anderen Strom- 
leitungen herrührend die Rohre durchfließen. 



1) Joam. für Gasbeleuchtg. u. Wasserversorg. 1907, S. 226. 
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L. Ukk 



Ist in Fig. 3 der Strom J" so geregelt, daß c^ = 0, also J, ■■ 
wird, Bo ist J ^ J^. 

Ist das Rohmetz bo ausgedetmt, daß die StromTerteilang im K> 
netz durch das elektrische Ähschaltfin der Strecke AB, atif der 
Spannungsabfall auf den Wert Null gebracht ist,, nicht wesentlich 
ändert wird, wie dies meist zutreflen dürfte, so gibt J den Robrst 
an. Bei dieser Meßanordnung würden nur bei .-1 und B Meßdri 
an zuschließen sein; es würden daher die Rohre nur an zwei St« 
freizulegen sein, während bei der genaueren Anordnung mit Wi 
standsbestimmung an drei Stellen die Rohre freigelegt werden mfla 

Die Spannung in den Gleisen ist am vorteilhaftesten mil 
Meßdrähte zu measeu. Wesentlich ist die Kontrolle der Stoßverbindui 
an den Stoßst«llen der Schienen. Fehlerhafte Stoßverbindnngen 
großem Widerstand können durch Schienenstoßprüfer ermittelt wer 




Diese enthalten ein DiflerentialgaWanometer, das gestattet, den Wj 
stand der Stoßverbindung mit dem Widerstand eines Sehieneustiick 
vergleichen. 

Beim Messen der Spannung zwischen (Jleis oder Rohr und 
Erdboden oder zwischen verschiedenen Stellen in der Erde ist auf 
Polarisation an den Meßelektroden Rücksicht zu nehmen. Um Po 
sationsfehler zu vermeiden, verwendet Haber'J unpolarisi erbare 1 
elektroden. Sie bestehen aus einem Glaszylinder, dessen Boden di 
eine kleine poröse Tonzelle abgeschlossen ist. Das Glasrohr ist 
einer Paste von Zinksulfat gefüllt, in die ein Zinkatah mit oben 
gelötetem Meßdraht taucht. Die Spannung zwischen Eisen und 
Tastelektrode, die genau bestimmt ist, wird bei den Messungen 
rücksichtigt. 

Die Erdstrom dichte, von der die Stärke der Korrosion der R< 
abhängt, kann mit dem Haberschen unpolarisierharen Stromdic 
messer ermittelt werden. Dieser besteht aus zwei aufeinander gelej 
Silberplatten, die in einen Holzrahmen eingespannt werden. Die Pia 



1)1 



I. OoldBi'hmitU. Zeitscbr. für Elektrochemie 1906, Bil. 13, S 
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warden auf den Aiißenseiten mit einer Paste von essigsaurem Silber über- 
atricben. die durch ein Pergamentblatt abgedeckt wird. Hierüber wird 
noch eine Schicht Erde gestrichen. So hergestellte Apparate werden 
an geeigneten Stellen eingegraben. Bietet der Apparat dem Durch- 
^ng des Erdstroms den gleichen Widerstand, wie der verdrängte 
Erdboden, vordiehtet er also weder durch gesteigerte Leitfähigkeit den 
Eidstrom, noch zerstreut er die Stromlinien durch zu hohen Wider- 
■tind, so- durchdringt den Apparat ein Strom, der dem wirklichen 
Srdstrom entspricht. Aus der Gewichtszunahme der einen Platte durch 
l^raui sehen Niederschlag, oder der Gewichtsabnahme der anderen 
Putte durch chemische Zersetzung kann die Stronidichte berechnet 
werden. Ein ähnliches Verfahren wie in Fig. 3 für die Ermittelung 




der Rohrströme verwandt wurde, kann auch für angenäherte Bestimmung 
der Erdstrom dichte benutzt werden. Zwei Kupfer platten, isoliert auf- 
einander gelegt, werden in Holzrahmen eingespannt nach Haberscher 
iVttgabe mit Kup fers lüfatp aste bestrichen und durch Pergamentblätter 
al^edeekt, ähnlich wie bei den Stromdichtemessem aus Silberplattea. 
Von den Kupferplatten werden Strom- und Spaonunga drahte herans- 
gefährt Ist die Spannung au den Kupferplatten kompensiert (e = 0), 
80 gibt J (Fig. 4) den Erdatrom illr die Gruße der Kupferplatte 
au, vorausgesetzt, daß die Kupferplatten senkrecht zur Strombabn sich 
l>*fia(ien. Um den Erdstrom nach Größe und Richtung zu bestimmen, 
wünlen drei rechtwinklig zueinander stehende Stromdichtemeaser an- 
luürdnen sein. 

An der Trennungsääche zwischen Schienen oder Rohren und dem. 
Enlhoden kann ein Cbergangswi der stand vorhanden sein, wenn die 
Berilliruag von Eisen und Erdboden nicht genügend innig ist. Je 




feu(jhter der Boden ist, um so inniger ist die Berühruna;, um so g«-1 
ringer ist der Übergangs widerstand an der Trennfläche, auch wenn di«l 
Rohre durch isolierenden Anstrich scheinbar geschützt sind, da di».l 
Feuchtigkeit in die feineren Risse der Jaolierschieht eindringt. Nach 
den Messungen von Haber ißt bei feuchtem Boden der Uber(^angB- 
widerstand an der Berührungsfläche von Rohr und Erdboden gegenüber 
dem Leitungswiderstand der Erde verschwindend klein. 

Der gesamte aus dem Rohr austretende Strom wirkt zersetzend, 
wenn das Eisen aktiv (angrifl'afähig) ist und der Erdboden nur elektro- 
lytiech nicht auch gleichzeitig metallisch leitend ist. Mit passivem 
(unangreifbarem) Znstand des Eisens im Erdboden dürfte in der Praxis 
nicht zu reclinen sein. Obwohl der Erdboden auch in völlig trockenem 
Zustande etwas leitend ist, also metallische Leitfähigkeit Torhanden 
ist, so ist sie doch gegenüber der elektrolytischen Leitfähigkeit des 
gewöhnlich feuchten Erdbodens verschwindend klein. 




Sehr schwierig ist die Messung des Übergangswiderstauds zwischen 
Gleifl und Rohrleitung. Würde nach einer der üblichen Widerstands- 
meSanordnungen , etwa nach der Brück enmeth od e mit Telephon, der 
Widerstand bestimmt werden, indem die Meßleitungen einfach an einer 
Stelle an Rohr und Schienen angeschlossen würden, so würden nn* 
zuverlässige Werte gewonnen werden, auch wenn eine Gleisstrecke und 
eine Rohrstrecke vom Gleis- resp. Rohmetz getrennt würde. Unter 
bestimmten Voraussetzungen, wenn die Leitfähigkeit des Erdbodens 
außerhalb des Rohrs als homogen angenommen wird, die parallel zu 
den Gleisen verlegte Rohrleitung keine Abzweigungen besitzt, und 
Gleis und Rohr auf der ganzen Strecke gleichmäßig leitend sind, etwa 
bei eigens zu den MeBversuchen auf freier Landstraße verlegten Leitungs- 
strecken, könnt« der Übergangs widerstand aus Messungen bestimmt 
werden. Wird am Anfang der Strecke L Gleis und Rohr unter 
Spammng gesetzt, so treten längs der ganzen Strecke Ströme zwischen 
Gleis und Rohr über. Unter den gemachten Voraussetzungen würde 
die Strömung normal zu der Gleisrichtung verlaufen, es würde a 
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für jede Entfernung der Rohrstrom gleich dem Gleisstrom sein. Die 
Meßstrecke L sei genügend lang^ so daß die Wirkung der Enden yer- 
nachlassigt werden kann. 

Sind F, und V^ die Gleis- oder Rohrpotentiale, so ist unter Ver- 
wemdung der früher gewählten Bezeichnungen (Fig. 5) 

JT /TT- TT \ ^^ ^*«^ ^^S ^^r 

dV,^JW,dx, dV, JW.dx 

S-«^^^^-0, J = C.e"' + C,e-"'. 

Zur Bestimmung der Eonstanten C^ und C^ hat man die Grenz- 

gleichnngen ^ dJ e, ^ , dJ e, , 

für a; — 0: j- — — , für a; = i: j- = — , also 
ax w* dx w' 



folglich 

Der Strom am Ende der Leitung ist 

Am Anschlußpunkt der Meßbatterie ist der Strom 

Ist am Ende der Strecke kein Widerstand zwischengeschaltet, so 
daß nur durch die Erde Ströme yom Gleis zum Rohr fließen, so ist 
J^^^ — 0. Dies ist der Fall, wenn 26^ — €^(e^'' + e-^") => 0, d. h. 

i«t. Wird dieser Wert in die Gleichung für J^t^x, eingesetzt, so wird 



e/i*» «7x=Z=* 



a,(;(c^"+C-^") 



Nmch einigen Umformungen erhalt man hieraus w » ^ ^ j -, femer 

(7) W -= ^ ^ * 



j^log^-L_+Ve?-e5 



«t 



64 



Cahl Micralke: 



Es würde biernach zur BeBtiinmung des Ü bergan gswiderstan des 
das Messen der Spannung am Anfang und Ende der Strecke au8er 
dem Meßstrom und der Länge der Ueßstrecke erforderlich seiD, Ist 
w gefunden, so kann nach Bestimmung von a auch W^ + W, berechnet 
werden. 

(Die einzelnen durch Messung gefundenen oder angenommenen 
Widerstands werte sind zusammen gestellt in Micbalke, „Die Fagabnn- 
dierenden Ströme elektrischer Bahnen", Braunschweig 1904.) 




4. Die Strömung zwischen den Gleisen und der Rohrleitung kann 
auf Grund der bekannten Kirchhoff sehen Gesetze der Strom.- 
verzweigung') verfolgt werden. 

Sind e, und Q^ (Fig. G) zwei Quellpunkte, so sind die Strom-! 
bahnen Bogen von exzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkte auf der 
Geraden M liegen, die in der Mitte von QiQ^ auf dieser Verbindungs- 
linie senkrecht Bteht. Die Orte gleichen Potentials sind ( Apoll oni sehe) 
Kreise. Für jeden Kreis ist das Verhältnis der Entfernung der Peri- 
pheriepuukte von ^^ und Qj konstant. ASQ^Q^ sind harmonische 



i 



1) Pogg. Ann. I84ä, 64, 197. 
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Punkte auf der Verbindungslinie QiQ^- Ist D der Abstand der Quell- 
punkte, AB - 2R, BO - x, so ist ^ - y^ , 

D^^A{2R + x)x. 

Bei homogenem Rohrmaterial yerlaufen die Rohrströme im wesent- 
lichen in der Längsrichtung des Rohres. Die äußere Peripherie des 
JBobrquerschnittes stellt daher einen Äquipotentialkreis dar^ der (ex- 
zentrisch) einen Quellpunkt umschließt. Die Strombahnen schneiden 
senkrecht den Äquipotentialkreis. Die Stromlinien treten senkrecht 
aus dem Rohr aus. 

Nach Kirchhoff ist für einen Peripheriepunkt P eines Aqui- 
potentialkreises die Spannung gegen den Punkt in der Mitte yon QiQ^ 

cJ I r. 

wobei r^ und r, die Entfernungen des Peripheriepunktes P yon . den 
Qnellpunkten Q^ und Q^ sind, c der spezifische Widerstand des Erd- 
bodens, d eine (kurze) Rohrstrecke ist. J bedeutet den gesamten 
zwischen den Quellpunkten Q^ und Q^ fließenden Strom. 

Die Gleichung kann^ wenn nur das Potentialgefälle längs der 
Oeraden Q^Q^ betrachtet wird, geschrieben werden 

Den Gleisquerschnitt kann man sich ersetzt denken durch eine 
aquiyalente Kreisfläche, deren Peripherie ebenfalls ein Äquipotentialkreis 
darstellt. Die Gleise befinden sich an der Grenzfläche yon leitendem 
und nichtleitendem Medium. Für die Rechnung sei zunächst an- 
genommen, daß Rohr und Gleis allseitig yon homogenen Medien um- 
achlossen seien, wobei die gesamte Leitfähigkeit etwas zu hoch an- 
genommen wird. 

Bezeichnet man die Größen links yon der Mittellinie M, die einen 
Äqaipotentialkreis yom Radius oo darstellt, mit dem Index 1, die ent- 
sprechenden rechts mit dem Index 2, so ist 

Je ^ L •— 2x. Je ^ L + 2ic, 

Die Spannung zwischen Gleis und Rohr ist dann 

Es ist 
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1 ist zu berechnen 









Werden die Werte in die Gleichung für e eingesetzt, so erhält 
nach einigen Umrechnungen 

Der Widerstanil zwischen ßohr und Oleis ist filr die Kohrlänge 
Gleiälänge S: 



(8) ,^,--t 



s^<. 



i 



wobei sich die Werte unter den Wurzelzeichen nur durch den Smn- 
manden 4:I{,Ji^ unterscheiden. 

Ist der R&diud if, unendlich groß, will man z. B. den Übergangs- 
widerstand vom öleis zum Grundwasser bestimmen, so ist, wenn man 
bei nicht zu kleinem Abstand den Grundwasserspiegel als Äquipotential- , 
fläche gelten läßt, für ü, — oc: 

. , , _ fjR, + yä 
'Cj — r, — ■ 



j^"« 



Va-f2B, ^Vn 



Die Oberfläche des Rohres für die Länge 6 ist 'Jlt^^tä. Die mittlere 
Stromdiehte am Rohr ist demnach 



i 

;re 

i 



Iflt das Eisen aktiv und wird der Erdboden als nur elektroly tisch leitend 
angenommen, so wird, wenn t Betrieb 9 stunden im Jahre der Strom J 
zwischen Rohr und Gleis fließt, durch den auf der Strecke Ö aus- 
tretenden Strom ^i 1,042 g Eisen im Jahre zersetzt. 

Der Widerstand des Erdbodens ist je nach der Menge der in ihm 
gelosten Salze sehr verschieden. Lehmiger Boden hat im allgemeinen 

I geringen, Sandboden einen hohen spezifischen Widerstand. Die 
Widerstände für ein abgegrenztes Stück Erde, etwa im Holzkasten, 
lassen sich leicht mittels Telephon meß brücke messen. Im Mittel kann 
annehmen, daß der Widerstand zwischen gegenüberliegenden 
Flächen eines Kubikmeters Erde etwa 300 Ohm beträgt. Unter Be- 
nutzung der entwickelten Gleichungen erhält man, wenn man für die 
Gleise, reichlich gerechnet, einen äquivalenten Kreisdurchmesser von 
20 cm und für das Rohr einen Durchmesser von 1 m annimmt, bei 
einem Rohrabstand von 1 m einen Überleitungäwiderstand von 0,1S3 Ohm 
für 1 km. Für dünnere Rohre wird der Widerstand bei gleichem Ab- 
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stand größer, steigt aber nicht in gleichem Verhältnis, als der Rohr- 
durchmesser abnimmt. Für Rohre yon nur 10 cm Durchmesser ergibt 
sich anter sonst gleichen Verhältnissen ein Überleitungswiderstand yon 
0^65 Ohm för 1 km. 

Haben die Rohre, wie dies gewöhnlich der Fall ist, größeren Ab- 
stand von den Gleisen, so wächst der Übergangs widerstand, und zwar 
in bedeutend geringerem Verhältnis als der Abstand. Für ein Rohr 
Ton 50 cm Durchmesser würde bei einem Abstand yon 50 cm von den 
Gleisen der Widerstand für 1 km Rohrlänge 0,155 Ohm, bei einem 
Abstand yon 2 m 0,257 Ohm sein. 

Die Stromdichte ist nicht gleichmäßig über den Rohrnmiang ver- 
teilt. Die mittlere Stromdichte ist unter den obigen Annahmen bei 
1 m Abstand für ein Rohr von 1 m Durchmesser bei 1 Volt Spannung 
zwischen Rohr und Gleis 0,0174 Amp pro qdm, für ein Rohr von 
50 cm Durchmesser 0,0313 Amp/qdm, für ein Rohr von 10 cm Durch- 
messer 0,120 Amp/qdm. Es sind demnach bei gleicher Spannung des 
Gleises gegen da3 Rohr und gleichem Abstand dünnere Rohre stärker 
gefährdet als Rohre von größerem Durchmesser. Durch den größeren 
Rohrwiderstand der dünneren Rohre in der Längsrichtung wird ent- 
sprechend den früher entwickelten Gleichungen eine geringere Spannung 
gegen die Gleise erzeugt, da die Spannung längs der Rohre sich um 
so mehr der der Gleise nähert, je größer der Rohrwiderstand ist. Sind 
jedoch dünnere Rohre in Verbindung mit stärkeren, z. B. bei Ab- 
zweigungen für Hausanschlüsse, so sind die dünneren Rohre stärker 
gefihrdet als die dickeren. 

Die Stromdichte auf dem Rohr ist, da der benachbarte Aqui- 
potentialzylinder nicht mit der Rohrfläche konzentrisch ist^ auf der den 
Gleisen zugewandten Seite größer als auf der entgegengesetzten. 

Ist C (Fig. 7) der Mittelpunkt eines Aquipotentialkreises mit dem 
fiadius ü, der von der Mittellinie M den Abstand x hat, C der 
Mittelpunkt eines Äquipotentialkreises in der Entfernung x', so ist 

i» = 8Rx + 4a:S i» = 8R'x' + Ax'K 

Smd die Ej-eise unendlich nahe, so ist der Stromübergang von einer 
Potentialfläche auf die benachbarte (also auch die Stromdichte) dem 
Abstand der Kreise umgekehrt proportional. Es wird 7?'— jR = d7?, 

X —x^ dx. Man erhält dx ^ — 0—1 — Bezeichnet man den Abstand 

der Kreise auf der abgewandten Seite mit dy, so ist dy + 2 R' + dx ^ 2R 
oder dy -f- 2dR + dx =^0, woraus 

^ X dx X 



68 



Carl Michalke: 



Dies Verhältnis stellt das Yerhältnis der Stromdichten auf der den 
Gleisen zugewandten und der abgewandten Seite des Rohres dar. Setzt 
man für x den für den Abstand des Rohres von der Mittellinie M 
(S. 66) gefundenen Wert {x^ ein, so erhält man 



(9) 



^y =1+*^' (a + Ä, +B.) 



dXy^ 



a 



(a+2iJ,) 



Die Stromdichte auf dem Rohre kann auf folgende Weise be- 
rechnet werden. Es ist für eine Äquipotentialfläche (Rohroberfläche 

von geringer Länge 8) 

__ cJ ^ L — 2x 




Flg. 7. 



Die Spannung zwischen zwei unendlich nahen Äquipotentialflächen, die 
auf der den Oleisen zugewandten Seite die Entfernung dx haben, ist 



rfe =» — 



2JLcdx^ 



Der Widerstand für einen Rohrstreifen von der Länge d und der Breite ds 
ist bei einem Abstand dl (Fig. 7) 



^äi^ 



cdl 
9d8 



de JLdx^ds 



*" "" wai iBi^x^ndl 
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Die Stromdiclite (Strom pro Flächeneinheit) ist demnach 

Bezeichnet man die mittlere Stromdichte am Rohr mit J\ so ist 

jr J ./ J Ldx^ 

" 2B^nd^ * ^~2x^' 

Setzt man fdr L und a'^ die gefundenen Werte ein^ so ist 



r — » -1 /(a + 2J^(a + 2 Jg, +2B ^) 
^^"^dlV a(a + 2Ä,) 

ff ^ 

Für die Bestimmung yon -^y hat man die Gleichungen (Fig. 7) 

i? = £« + (jR' + dl)^ + 2b(R' + dl) cos 9, 
It^ B + R' + dx oder dx -h dR -» — £■= 

X 

Man erhält so 

dx X 



dl R-\-x — J2cos9 

Unter Berücksichtigung der Indizes für die eine Seite yon der Mittel- 
linie aus 

dx^ Xi 



(10) 



dl iJj + iTj — JJj cos 9 ' 

dxj a(a + 2Ä,) 



dl a(a + 2l2i) + 2i2j(a + Äi + iJ,) (1 — cos qp) 



Es ist dies das Verhältnis der Stromdichte an irgend einer Stelle 
des Rohrs zu der maximalen^ den Gleisen zugewandten. Für tp = 180^ 
ergibt sich das (S. 68) gefundene Verhältnis. 

Die Stromdichte % ist 

(11) i' = r V(^+2^7)(^+2-K,)(a + 2Äj + 2i2,)a 



a(a + 2i?,)+2l2,(a + 12i + Ä,)(l— C089)(l — cosy) 

Der Höchstwert auf .der den Gleisen zugewandten Seite (für 9 — 0) ist 



(11») i' = J'-|/^±l^)^^_±_2^). 

Ffir <p — 180°, also auf der den Gleisen abgewandten Seite des Rohrs, 
erhält man als den Niedrigstwert 
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Zur Berechnung des auf einer Sektorfiäche zwischen <p, und «p, 
austretenden Stromes setzt man in obiger Gleichung 



<iy = 



Mau erhält alsdann (', ^ 
jya(tt+ajt,ya+aü,x°+gfi.+ai^ 



) /*_ äv 

*8-VK a(a + 2R.) J^' 



k 



, = - arc 



wohei V = tg — ■ Für qPi — qfj -^^ 360" wird i, = J. 

Für ein Rohr von 10 cm Durchmesser in 1 m Entfernung von den 
Gleisen beträgt bei 1 Volt Spannung unter den früher gemachten An- 
nahmen die mittlere Stromdichte am Rohr 0,130 Milliampere. Dia 
höchste Stromdichte ist hierbei etwa 1,09 mal so groß, als die mittlere, 
also rund 0,131 Milliampere. Das Verhältnis der größten Stromdicht« 
zur geringsten ( ] ist 1,24. Für ein Rohr von 100 cm DurchmeBser 
würden unter sonst gleichen Verhältnissen sich folgende Werte er- 
geben: Mittlere Stromdichte am Rohr 0,0174 Ampere, die Köchste 
Stromdichte ist 1,915 mal so hoch wie die mittlere, also 0,0246 Am- 
pere pro qdm, das Verhältnis der höchsten zur geringsten Stromdichte 
ist 3,68. 

Für dünne Rohre ist demnach nicht bloß die mittlere, sondern 
auch die hoehste Stromdichte größer als bei den dickeren Rohren. 

Die ermittelten Werte galten für den Fall der Einbettung von 
Gleis und Rohr in homogen leitenden allseitig unbegrenzten Bodeiu 
Für Straßen bah ngl eise trifft dies nicht zu. Die Gleise befinden sich an. 
der Grenzschicht von einem Leiter (Erdboden) und einem Nichtleiter. 
Die nach den entwickelten Formeln berechneten Werte sind dahoC 
nur Grenzwerte, die etwas zu hohe Korrosiousströme ergeben. Di< 
Äquipotentialflächen sind in diesem Falle nicht mehr Zyiinderflächen 
von kreisförmigem Querschnitt, Angenähert könnte man den Betrag 
um den sich der Stromübergang vermindert, berücksichtigen, wenn o 
stehende Gleichung benutzt wird. Es wUrde der Betrag des Stroms ah* 
zuziehen sein, der aus der freiliegenden Flache austreten würde, weott 
diese nicht von Luft, sondern von Erde begrenzt wäre. 

i. Korrosioneu treten an Rohrleitungen nicht auf, wenn elektro« 
Ijtisch wirkender Stromaustritt aus den Rohren verhindert wird. 
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Um den Stromanstritt aus deu Rohren ungefährlich zu machen, 
ist schon wiederholt vorgeschlagen worden, die Rohre an den Stellen, 
wo sie positiy gegen die Gleise sind, metallisch mit diesen zu verbinden. 
Ferner wurde versucht, durch Erdung der Rohre die Ströme ungefährlich 
abznleiten. 

Die metallische Verbindung von Rohr und Gleis kann zwar an 
der Verbindungsstelle die Spannung zwischen Rohr und Gleis nahezu 
aufheben, durch eine solche Verbindung werden jedoch die Rohrströme 
erhöht. Sind die einzelnen Rohre im ganzen Netz metallisch gut 
leitend verbunden, so könnte wohl durch eine derartige Maßnahme die 
Bohrleitung geschützt werden; es werden aber gleichzeitig auch die 
Erdströme vermehrt, die in benachbarte metallisch nicht verbundene 
MetaUmassen eindringen und an diesen Zerstörungen veranlassen 
können. 

Auch durch Erdung der Rohre an den gefährdeten Stellen kann 
die Stromüberleitung zwischen Rohr und Gleise begünstigt, die Rohr- 
ströme können verstärkt werden. Durch Verwendung von gewöhnlichen 
Erdplatten kann nicht viel erreicht werden, da der Stromübertritt vom 
Kohr zum Gleis nur in dem Maße vermindert wird, als die Spannung 
Termindert wird. Soll die Erdung wirksam sein, so muß, da die 
Äquipotentialflächen von niedrigerem Potential die Rohrleitungen ganz 
nmscUießen, auch die Erdung rings um das zu schützende Rohr er- 
folgen. Dies kann durch ein weiteres, mit dem zu schützenden Rohr 
metaUisch verbundenes Rohr geschehen. Dieses Schutzrohr nimmt als- 
dann die Korrosionen auf. Eine solche Schutzmaßnahme kann praktisch 
nicht über den ganzen Gefahrbereich ausgedehnt werden, hat daher nur 
rein örtliche Bedeutung. Sie kann z. B. von Vorteil sein, wenn Rohr- 
leitungen nur an bestimmten Stellen, etwa an Kreuzungen gefährdet sind. 
Größere Bedeutung haben die Maßnahmen, die eine Verminderung 
der Rohrströme bezwecken. Nach den entwickelten Gleichungen wird 
dies erreicht, wenn der Gleiswiderstand, ebenso der Gleisstrom, möglichst 
▼ermindeit, der Rohrwiderstand, ebenso der Ubergangswiderstand von 
Gleis zur Erde oder Rohr, möglichst erhöht und die freitragende Strecke 
möglichst kurz gewählt wird. 

Der Gleiswiderstand kann durch Verwendung starker Schienen- 
profile und möglichst widerstandsloser, unter dauernder Kontrolle ge- 
ludtener Stoßverbindungen klein gehalten werden. Den Rohrwiderstand 
etwa durch isolierende Stoß Verbindungen zu vergrößern, macht tech- 
nische Schwierigkeiten, ist aber anscheinend mit Erfolg schon versucht 
worden. Voraussetzung ist ftir eine derartige Maßnahme, daß es ge- 
lingt, die Entwicklung von Erdströmen, die die erwähnten Rohr- 




itungen diirclisetecD können, in hoLem Maßt' zu verramdern. Ebenso 
ist eine dauernd gut zu erhaltende Isolierung von Straßen bahngleisen 
«hwierig. 

Um die Länge der freitragenden Strecke zu vermindern und die 
Gleiae vom Strom teilweise zu entlasten, um so die Potentialunterschiedp 
im Gleisnetz nach Möglichkeit zu vermindern, werden die Gleise an 
Terschiedeneu zweckmäßig ausgewählten Stellen gespeist. Um an den 
Schieneaspeifiepunkten die Potentiale uahezu gleich zu halten, werden 
die Spei Bei ei tun gen gewöhnlich Widerstände geschaltet, die während 
des Betriebes den Betriebs Verhältnissen eutsprecbend passend cinreguliert 
werden. In die Leitungen zu den Gleisen in der Niihe der Zentral- 
Btation werden die größten, in die Leitungen für die entferntesten 
Anschlußpunkte werden keine Widerstände eingeschaltet. Die Verbält- 
nisae sind hierbei so zu wählen, daß entsprechend den entwickelten 




Gleichungen das Produkt von Spannung in den Gleisen und freitragender 
Strecke möglichst klein ist. Diese Anordnung ist wegen ihrer Einfach- 
heit viel im Gebrauch; sie hat aber den Nachteil, duß in den ein- 
geschalteten Widerständen viel Arbeit verbraucht wird, und daß bei 
Änderungen in der Stromverteilung im Scbieuennetz die Widerstände 
nachreguliert werden müssen. Änderungen der Stromverteilung können 
durch Änderung des Fahrplans oder Verlängerung der einzelnen Bahn- 
linien auftreten oder auch im Laufe des Tages b etri eba , wenn z. B. die 
eine Bahnlinie völlig stromlos ist, während eine andere an die gleiche 
Zentrale angeschlossene Linie starken Betrieb hat. 

Vortfiilhaft sind, besonders wenn es sich um lauge Sp eise le itungen 
bandelt, die sog. Kappschen Saugdynamos, die in die Schienenspeise- 
leitungen eingeschaltet werden. Es sind dies durch den Oberleitunga- 
Btrom erregte Maschinen. In der Schaltung (Fig. H) sei x vom End- 
punkt der Strecke gerechnet, die Belastung sei gleichmäßig auf der 
Strecke verteilt. Es gilt dann für die Strecke vom Endpunkt bis L^ 



J 



Streuströme in der Rückleitnng elektrischer Bahnen. 73 

Jx 

«7^ = -=^ • Die Spannung zwischen den Endpunkten dieser Strecke ist, 

wenn W der Widerstand für die Längeneinheit ist: 



./■• 



J. Wä. = '-^3 



Ist J, der Strom der Saugdynamo^ so ist auf der Strecke zwischen 
L^ und L der Gleisstrom ^ 

die Spannung zwischen den Speisepunkten L^ und L 

L 






Wdx ^ [Y(V-Ll)^J,W(L-L,), 



Soll an den Speisepunkten Potentialgleichheit herrschen, so muß 
J(L-\- Xj)« 2J^L sein oder 

Würde man hiemach ij = — wählen, für welche Verhältnisse die 

Spannung in den Gleisen den niedrigsten Wert annimmt, so würde die 
Lange der freitragenden Strecke, ebenso der Höchststrom in den Gleisen, 
auf den dritten Teil verringert werden. 

Stimmen die Speisepunkte für Oberleitung und Gleise örtlich über- 
ein, so stimmen, gleiche Stromverteilung in Oberleitung und Gleisen 
vorausgesetzt, auch die Speiseströme für Oberleitung und Gleise über- 
ein. Es gibt dies schon eine Eontrolle für richtig bemessene Schienen- 
speisung, falls nicht noch durch Messen der Spannung zwischen den 
Speisepnnkten eine weitere Kontrolle vorgezogen wird. 

Die Spannimg der Saugdynamo muß den Spannungsverlust der 
Saugleitung decken. Je mehr Saugleitungen und in je kürzerem Ab- 
stand diese vorhanden sind, um so mehr ähnelt die Anordnung einer 
Dreileiteranlage, in der die Schienen als Mittelleiter dadurch, daß ihnen 
Ströme von verschiedener Richtung von zwei Seiten zugeführt werden, 
▼on Strom entlastet werden. 

Ein Dreileitemetz in der Weise herzustellen, daß bei zweigleisigen 
Bahnen für das eine Gleis ein positiver, für das andere ein negativer 
Fahrdraht verwandt wird, während die Gleise den Nulleiter bilden, 
macht wegen der Isolation an Kreuzungen technische Schwierig- 
keiten. 
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Unter Verwendung von nur wenig Saugleitongen können dem 
Dreileitersystem ähnliche Verhältnisse geschaffen werden (Fig. 9). Es 
werde wieder gleichmäßige Verteilung der Streckenbelastong angenommen. 
Die Schienenspeiseleitimg sei am Ende unmittelbar in einzelnen Ab- 
standen durch Widerstände mit dem Gleise yerbunden. Die Abzweig- 
widerstände seien u\,w^j - • •, die yon Strömen i^, h,'" durchflössen werden. 




Die Widerstände in den einzelnen Teilen der Speiseleitung seien r^, r,, • • •, 
die von den Strömen eT^, «7^, ... durchflössen werden. Wenn. an den An- 
schlußpunkten Potentialgleichheit herrschen soU^ muß sein: 



femer: 






Die Ströme i müssen der Belastungsverteilung auf der Strecke ent- 
sprechen. Bei gleichmäßiger Streckenbelastung müssen die Absang- 
ströme i gleich sein, i^ = i^ =. i^ — . . . « (^ z» J^. 
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Hieraus ergeben sich für die Abzweigwiderstände die Werte: 



M'l 


= »•1 






U', 


-»•1 


-f 2r, 




w. 


»»•l 


+ 2rt 


+ 3r3 



Die Stromstarke in der Speiseleitung nimmt nach dem Ende zu 
ab. Der Querschnitt kann demnach hinter jedem Abzweigpunkt kleiner 
gewählt werden. Würde man^ wie dies bei Verwendung einfacher 
Speiseleitungen erforderlich ist^ diese bis zum Ende gleich stark 
wühlen, und würden die Anschlußwiderstände in gleichen Abständen 
angeschlossen, so würde r^^ r^ =>'''==« r^=> r sein. Es ist dann 

tr^ = r(n + 1) — • Der Spannungsyerlust am ersten Abzweigwiderstand, 

um den die Maschinenspannung erhöht werden muß, um die yerlangte 
Spannung zwischen Gleis und Oberleitung zu erhalten, ist unter den 
gemachten Voraussetzungen 

/n + 1\ . J 

also 

Jrn 

nr ist der Widerstand des ganzen Kabels. Ist dieser li, so ist e = -r- • 

Gegenüber der Anordnung der Schienenspeisung mit nur einem 
Anschlußpunkt der Speiseleitung hat die zuletzt beschriebene An- 
Ordnung den großen Vorteil, daß die Länge der freitragenden Strecke 
ohne Vermehrung der Speiseleitungen beliebig verringert und die 
Schienen in hohem Maße yon Strom entlastet werden können. Dies 
geschieht für die ganze Gleisstrecke, wenn' die Speiseleitung bis an 
<la8 Ende der Strecke geführt wird. Bei verzweigten Bahnnetzen 
können die Abzweigwiderstände (w) durch Abzweigspeiseleitimgen 
ersetzt werden. Dieses Speisesystem kann in einzelnen Fällen auch 
mit den vorher erwähnten Systemen mit einfachen Speiseleitungen 
unter Einschalten von Widerständen oder Saugdynamos verbunden 
werden. 

Es gibt noch eine Anzahl von Maßnahmen, die gegen die zer- 
störende Wirkung der Streuströme getroffen werden, die aber zum 
Teil nur örtliche Bedeutung haben. 
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Die Oleise ganz yon der Stromführong auszuschließen^ ist aus 
technischen und wirtschaftlichen Gründen in yielen Fällen nicht an- 
gängig; werden aber die Gleise auch nur teilweise zur Stromführung be- 
nutzt^ so ist eine vollkommene Beseitigung der Erdströme nicht 
möglich. Es sind in diesen Fallen dann Maßnahmen zu treffen^ 
um die Stromentweichung möglichst niedrig zu halten. Von seiten 
der Beteiligten ist den Erdstromfragen dauernd die größte Beachtung^ 
geschenkt worden. Bei der Schwierigkeit des Stoffs sind umfangreiche 
Untersuchungen erforderlich und Aufgaben physikalisch -chemischer 
Art zu lösen ^ um die zweckdienlichsten Schutzmaßregeln aufzustellen^ 
ohne die Wirtschaftlichkeit einzelner Anlagen in Frage zu stellen. 



Rezensionen. 



Herzog, Josef, und Feldmaim, Ol. Die Berectmimg elektrlMher 

LeitODganetzfl in Theorie und Praxis. 2. Auflage. 2 Teile. Berlin 

19113, 19<iö, J. Spritiyer. 

Als iin Jnhre 1893 die erste Auflage des Werkes erschien, war es 

iiich anglich, die Grundlagen der Leitungsberecfanung in einem mäBig starken 

Swide erschöpfend /u behandeln und dabei noch die wichtigsten Eigenschaften 

^t Konsumapparate zu besprechen. 

Die jetzt vollständig vorliegende zweite Auflage, deren Vorwort 10 Jahre 
später datiert ist, umfaßt 2 starke Bände, wobei es sich noch als notwendig 
«rwiea, um den Umfang des Werkes nicht noch größer zu gestalten, die 
Beapreubnug der Konsumapparate faat vollständig zu unterlassen. 

Das Werk hat sich durch die zweite Auflage den ersten Platz, den ihrer 
Zeit die erste Auflage einnahm, wieder erobert; es dürfte weitaus das voll- 
atBadigiite Werk über das ganze mit dem Leitungsnetz zusammenhängende 
Gebiet der Elektrotechnik sein, und jeder Ingenieur, der auf diesem Gebiete 
»nf der Höhe sein will , muH das Werk eingehend durchstudieren. Der 
Hietenstoff, der in den zwei Bänden zusammengetragen ist, spiegelt die 
iw«lie Entwicklung der Elektrotechnik getreulich wieder, das Suchen nach 
WMT Makten Erforschung der Vorgänge, trotzdem gerade die theoretiaclio 
*wfi)lguiig der Netzberechnung insofern eine sehr undankbare Aufgabe 
'^, als bei ihrer Übertragung in die Praxis mit so viel angenommenen 
'aktoren (Konsum, Gleichzeitigkeitsfaktor) gearbeitet werden muB, dafl eine 
Dbereinstimmong von Rechnung und tatsäi:h liebem Verhalten nie zu er- 
w«ien ist. 

Es hat den Anschein, als oh durch die Flille die Einteilung des StofTes 
gelitttn hat. Allerdings trägt hierzu wohl auch der Umstand bei, daß die 
i'ei Bände nicht gleichzeitig erschienen sind, sondern in einem Zwischen- 
"lUn von l'/j Jahren. Dadurch sahen sich die Verfasser genötigt, jeden 
Bwid ala abgeschlossenes Ganzes zu betrachten, und man kann den zweiten 
Bind als erweiterte Auflage des ersten bezeichnen. Die von den Verfassern 
gewlhlte Zweiteilung „Strom- und Spannungsverteilung in Netzen" und 
«piniBiisionierung der Leitungen" ist eine zu gekünstelte, die einerseits zu 
*wer willkürlichen Zerreißung des Stoffes, anderseits zu Wiederholungen ge- 
"i'irt hat. So linden sich z. B. im ersten Kapitel des ei'sten Bandes unter 
otromarten einige Angaben über Zwei- und Dreiphasenstrora, weitere und 
K"« gerade Strom- und Spannungs Verteilung im ersten Kapitel des zweiten 
•«"des. So finden sich die verschiedenen Netz berech nun gen im ersten Band 
»ligsleitat und an Beispielen erlilutert, im zweiten Band an weiteren Bei- 
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spielen noch einmal ausführlich bebaadfilt (TransJi^ui'ation, Kleichimg^V 
inethoden, Berechnung der Fernleitungen). Es wäre jedenfalls (Ür das Ver- 
ständnis aller Ableitungen vorteilhafter, wenn gleich die ausführlichen 
Beispiele sich au diese anschließen würden. Die Dimensionieraug der 
Leitungen ist eben keine selbständige Aufgabe, wie z. B. die Konstruktion 
einer Dynamo aus den Rechuuugsdateii, sondern ergibt sieh aus der Strom- 
und Sp an nungsvert eilung ganz eindeutig durch das Ohmsche Gesetz. 

Dieser Punkt ist aber auch der einzige Einwand, der sich gegen das 
Werk erheben ISßt, abgesehen von einigen belanglosen Bemerkungen, die 
bei der nun folgenden Bespi'ecbung der einzelnen Kapitel zu machea wilren. 

Dem ersten Kapitel des ersten Bandes schicken die Verfasser eine 
Einleitung voraus, welche zuerst eine Klassifikation der Anlagen bringt. 
Der Vollständigkeit halber wären dieser auch die verschiedenen Bahn Systeme 
einzureihen, sei es als Gruppe fOr sich, sei es als Uoterabteilung der 
einzelnen Stromsysteme. In großen Zügen wird sodann die großartige Eot- 
wieklung der Starkstromtechnik und insbesondere der elektrischen Verteilungs- 
systeme besprochen. Den Schluß der Einleitung bilden Angaben aber die 
Literatur, von den ersten Abhandlungen über Leitungsberechnnngen bis zu 
den ausführlichen Werken der Jetztzeit. Unter diesen wäre auch die im 
zweiten Band erwähnte Abhandlung von Frick (Zeitschritt ffir Elektrotechnik 
1894) und das Buch von Galluser und Hausmann der Vollständigkeit 
halber aufzunehmen. 

Im ansehlieöenden Kapitel werden zimäehst die Gruadbegriife über 
elektrische Energie und Strömling erläutert, sodann das Ohmsche Gesetz 
in seiner vereinfachten Form für Gleichstrom und seiner allgemeinen Form 
ffti- Wechselströme besprochen. Diese Betrachtung führt dann zur Behand- 
lung der KichtungswiderstBöde, der Diagramme der Ströme und t^pannungen, 
deren Anwendung an dem Beispiel der Ermittlung des Spann ungsabfalles in 
induktiv belasteten Leitungen gezeigt wird. Bei der Ableitung der Formel 
für die Sekundärspannung ist auf S. 60 in dem Ausdrack für A I\ ein 
kleiner Druckfehler unterlaufen, insoteni es nicht DF sondern DF^, femer 
in der ersten Formel für E^ nicht E^ sondern E[ heißen muß. Sehr in- 
struktiv sind die Diagramme und Kurven für die Strom- und Spannungs- 
Verhältnisse bei Variation der Belastung und der Phasenverschiebung für 
eine gegebene Femleitung. 

Im zweiten Kapitel werden zunächst die einfachsten Leiter verbin düngen 
und im Anschluß hieran die Verwendung von komplexen Größen zur Dar- 
stellung von Richtungsgrößen besprochen, Gprade bei der Berechnung langer 
Fernleitungen bietet diese Darstellungs weise große Vorteile und ist daher 
die Aufnahme der Rechenoperationen mit diesen Größen wohl berechtigt. 
Sehr prägnant ist die Definition des Begriffes „R ichton gsgröße" als „Strecke 
lüit Inbegriff der Lage," 

Bei der anschließenden Behandlung der Parallelschaltung von Wider- 
ständen werden, neben den rechnerischen und trigonometrischen, auch die 
graphischen Methoden in frschöpfender Weise besprochen. 

Die Verfasser gehen dann zur Besprechung der Sekundärersnh einungen 
bei Fernleitungen ttber und geben die theoretischen Grundlagen zur Berechnung 
der gegenseitigen und eigenen Induktion. Im letzten Teil des zweiten 
Kapitels werden die Eigenschaften des allgemeinen Wecbselstr omtrans form ators 
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timogy Josef, und FeldmaiiD, Cl. Die Berectanmig elektrisotiei- 
lieitungsnetze in Theorie und FteixIs. 2. Auflage. 2 Teile. Berlin 
1903, 1905, J. Springer. 

Als im Jahre 1833 die erste Auflage des Werken* erschien, war es 
noch mQglicb, die Gnindiageo der Leitungsberechnuug ia eiaem müßig starkea 
Bande erschöpfend zu behandeln und dabei noch die wichtigsten Eigenschaften 
d*r KoQSumapparate zu besprechen. 

Die jetzt vollständig vorliegende zweite Auflage, deren Vorwort 10 Jahre 
spiter datiert ist, umfaßt 2 starke Bände, wobei es sich noch als notwendig 
t-rwies, um den Umfang des Werkes nicht noch größer zu gestalten, die 
Besprechung der Konsumapparate fast vollständig zu unterlassen. 

Das Werk hat sich durch die zweite Auflage den ersten Platz, den ihrer 
Zeit die erste Auflage einnahm, wieder erobert; es dürfte weitaus das voll- 
mundigste Werk über das ganze mit dem Leitungsnetz zusammenbängende 
Gebiet der Elektrotechnik sein, und jeder Ingenieur, der auf diesem Gebiete 
Aof der Höhe sein will, muß das Werk eingehend durchstudieren. Der 
Biesenstoff, der in den zwei Bänden zusammengetragen ist, spiegelt die 
Tasclie Entwicklung der Elektrotechnik getreulich wieder, das Suchen nach 
Amt exakten Erforschung der Vorgänge, trotzdem gerade die theoretische 
Yerfialgung der Netzberechnung insofern eine sehr undankbare Aufgabe 
ist, als bei ihrer Übertragung in die Praxis mit so viel angenommenen 
Faktoren (Konsum, Gleichzeitigkeitsfaktor) gearbeitet werden muß, daß eine 
Cbereinstimmuiig von Rechnung und tatsächlichem Verhalten nie zu er- 
warten ist. 

Es hat den Anschein, als ob durch die Fülle die Einteilung des Stoffes 
gelitten hat. Allerdings trägt hierzu wohl auch der Umstand bei, daß die 
zwei Bände nicht gleichzeitig erschienen sind, sondern in einem Zwischen- 
nnm von l'/, Jahren. Dadurch sahen sich die Verfasser genötigt., jeden 
Band als abgeschlossenes Ganzes zu betrachten, und man kann den zweiten 
Band als erweiterte Auflage des ersten bezeichnen. Die von den Verfassern 
g«w&hlt« Zweiteilung „Strom- und Spann an ga Verteilung in Netzen" und 
„Dimensionierong der Leitungen" ist eine zu gekünstelte, die einerseits zu 
einer willkürlichen Zerreißung des Stoffes, anderseits zu Wiederholungen ge- 
führt hat. So finden sich z. B. im ersten Kapitel des ersten Bandes unter 
Stromarten einige Angaben über Zwei- und Dreiphasenstrom , weitere und 
zwar gerade Strom- und Spannungs Verteilung im ersten Kapitel des zweiten 
Bandes. So tiaden sich die verschiedenen Netzberechnungen im ersten Band 
abgeleitet und an Beispielen erläutert:, im zweiten Band an weiteren Bei- 
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deren einfachster Fall, die vtrzwfligte Leitung an dem Beispiel einer Haus- 
installatioD erläutert wird. 

Den ScIiluQ des ersten Kapitels bililen Angaben über das Drei- und 
Fünfleitersystem, ferner Über die Mehrphasensysteme, Angaben, welche Kweck- 
mäßiger im ersten Band Plat^ gefunden hätten. Das zweite Kapitel führt 
zunächst den Begrifl' der Löschbarkeit und den damit eng zusammenhängenden 
BegTÜF der Elastizität ein und bringt sodann die Bedingungen, welche ein 
Netz mit Büdtsicht auf Motoren erfüllen muß. Bei Besprechung des Wechsel- 
stromraotorenbetriebea ist auf S. 55 der Ausdruck normale und maximale 
Belastung des Motors gebraucht. Dieser Begriff hat sich leider sehr ein- 
gebürgert, obwohl er für Motoren und Generatoren leicht irreführend ist 
Er stammt aus dem Dampfmaschinenbau, bei welchem or insofern berechtigt 
ist als unter Normalleistung die Leistung zu verstehen ist, bei welcher der 
Dam pfverb rauch ein Minimum ist, während unter Maximalleistung die maxi- 
male Dauerieistung zu verstehen ist. Bei Generatoren und Motoren ist nur 
der letztere Begriff festlegbar, eise zwischen Leerlauf und dieser maximalen 
Dauerleistung durch irgend welche Sondere igen sc haften besonders hervor- 
tretende Norm alle istung gibt es nicht, und deshalb ist dieser Begriff zu 
verwerfen. 

Sodann folgen Abschnitte über das Wesen und die Berechnung von 
Speise- und Ausgleichsleitungen. Den Stliluß des zweiten Kapitels bildi 
die Behandlung der asymmetrischen Belastung von Drei leiteranlagen und M«l 
])hasen3y Sternen. 

Das dritte Kapitel ist der mehligen Frage der Erwärmung elektriscl: 
Leitungen gewidmot, welche erat in dea Letzten Jahre» insbeaonders durch 
die angefDhrten Arbeiten von Dr. Apt. Wilkens eine bedeutende Klärung 
erfahren hat. Die Verfasser besprechen hierbei die Erwärmung bei blanken 
bräht«n, bei isolierten Leitungen nach den verschiedenen Verlegungsarten 
lind bringen auch die neuesten Belastungstabellen für Niederspannungskabel, 
wie sie vom Verbände aufgestellt wurden. 

Das folgende Kapitel behandelt die Dimensionierung der Leitungen 
voni wirtschaftliehen Standpunkt aus. Es wflre wünschenswert gewesen. 
wenn die Verfasser etwas ausführlicher auf den Gleichneitigkeitsfaktor, d. b. 
das Verliältnis der maximal gleichzeitig auftretenden Stromentnahme zu 
dem installierten Werte, eingegangen wären, da dieser Faktor das gmnd' 
legende Moment aller Netzberecbnung Ist. Gerade bei diesem Kapitel wäre 
auch ein Hinweis auf die Statistik der Vereinigimg der Elektrizitätswerke 
nützlich gewesen, da diese das einzig zuverlässige Material fär wirtschaft- 
liche Daten ausgeführter Anlagen bildet und für Betriebskostenberecbnungen, 
approximative Anschläge, KontroUrechnuugen von al]ergr6Bt«m Nutzen ist. 

Im fünften Kapitel werden die verschiedenen indirekten Stromsysteme 
behandelt und zwar zunächst die Verteilung mittels Akkumulatoren, wobei 
die Dimensionierungen der Zellenschalterlei hingen in überaus ausführlicher 
Weise behandelt werden. Anschließend folgt ein Abschnitt über Verteilung 
mittels Transformatoren, Motorgeneratoren und rotierender Umformer. Den 
SchluB des Kapitels bildet ein Vergleich der verschiedenen Verteil ungsarten 
in bezug auf die erforderliche Menge an Leitungsmetati. 

Das sechste Kapitel, das nmfangretohste des zweiten Bandes, 
die Bereclinung geschlossener Leitungsnetze, wobei die Verfasser in 
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Huuplsache die im ersten Bande angegebenen Verfahren durch größtre Bei- 

I spifle iünstrieren. 

Auch das siebente Kapitel baut sich Im wesentlicheo auf die im ersten 
ßaod gegebenen Daten über Pemleitungen auf. 

Sehr interessant ist der Abschnitt über die Ursachen und GröBe der 
AUeitmjg. welche hei der heute herrschenden Tendenz niit der Spannung 
inuner höher zu gehen (auch in Deutschland sind i. Z. 2 Anlagen mit 
Sil 000 Volt im Bau) eine immer grüßere Rolle spielt. Eine ausführliche 
Abhandlung über diesen Punkt findet sich in den Transactions ut' the 
Ameriean Institute of Electrica] Engineers (März 190-i), in welcher TOn 
E B. Bj'Sn für die maximale Spannung bei einem gogeheneu Querschnitt 

I die Fonnel gegeben wird: £U„ ■ ~^-^ x 35 OOOlog ^(r x 0,7). Alle 

I UaBe in inchea, die Temperatur in Fahrenheit gemessen. 

An iwei Beispielen werden die verschiedenen Methoden erläutert, was 
gprade hei diesem Kapitel besonders dankenswert ist, da es sich um Reeh- 
nongen bandelt, welche noch nicht allgemein bekatmt sind. 

Den Schluß des zweiten Bandes und damit des ganzen Werkes bildet 
du Kapitel über Leitungen für elektrische Bahnen. Ein ausftlhrlii'hes Bei- 
ipiel über eine Gleichstromlinie neigt die Aufstellung des graphischen Fahr- 
planes, die Ermittlung des Kraftbedarfes, die Berechnung der Speiseleitungen 
und der Schieneßrückleitung. Zum Schlüsse ist uoch auf die Grundzttge 
rw Berechnung einer Weehselstrombabn hingewiesen. 

Die Ausstattung des Buches, der Druck und vor allem die große An- 
Mhl der Zeichnungen sind erstklassig. Nur mit der Art der Literatur- 
Uigabe kann ich mich nicht befreunden. Will man eine Angabe nach- 
jagen, so muß man sich erst überzeugen, wo das betreffende Kapitel xu 
£nde ist, da man sonst unfehlbar die Angabe des nSchsten Kapitels aufschlägt, 
Es empfiehlt sich entweder alle Nachweise am Schlüsse jedes Bandes üu 
'^reinigen oder aber, was iilr den Leser das bequemste ist, dieselben als 

^^^oflnote auf der betreffenden Seite anzubringen. 

^^^L Ulm. M. Neustatti^r. 

^^^ Appell. Elöments d'aaalyse mathämatiqae Jk l'usage des ingd- 
nienra et des physicieoB. 2°"" Ed. 690 p. 4*. Paris 1905. Gauthier- 

In 25 Kapiteln gibt Appell eine sehr reichhaltige Darstellung der 
"ifferential- und Integralrechnung, einschließlieh ausgedehnter Anwendungen 
**«eh auf die Differentialgeometrie des Raumes, ferner die Integration einer 
**;^he von Differentialgleichungen, die Theorie der trigonometrischen Reihen, 
^«le bestimmte Integrale, Ännäheruugsmethoden für die Integration (mecha- 
•»»»he Quadratur) usw. 

Der deutsche Leser staunt, welche Kenntnisse in dem „elementaren" 
"oh als von der Schule her bekannt vorausgesetzt sind, n. B, die Diffe- 
^otiationsregeln und die Differeatialquotienten der elementaren Funktionen, 
"»ponentialfunktion usw. 

Der „elementare" Charakter andrerseits zeigt sich doch bei manchen 
*^6iiitionen (stetige Funktion einer Veränderlichen ^ ligne ininterrompue 

Arctd. du Mklbcfflilik und Pbjiik. OL Belba. XU. S 
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— p. ■!; Vertäu sehbarkeit der Differentiation bei einer Funktion \ 
Verilnde fliehen — p. 11), während wieder in der Einzel ansfllbrung der 
BsBultate, sobald es sich um phyBikalische oder geometrische Probleme 
handelt, sehr weit gegangen wird (genaue Berechnung der Schwingungs- 
dauer des Pendels mit ßeihenent Wickelung des elliptischen Integrals p. 193, 
vorher Bogcnlttnge der Ellipse p. 187). 

Auf die reiche Fülle kann hier unmöglich eingegangen werden (z. B. sind 
der Differentialgeometrie des Raumes allein fünf Kapital gewidmeti). Auch 
Integrationsapparate werden ausfübrlieh behandelt, wobei der harmonische 
Analysator vielleicht noch hätte herQck sichtigt werden können. 

Was an Durchbildung und Vollendung die Werke von Picard und 
Jordan in der hßehet«n Analysis bieten, das gibt Appell für ein „ele- 
mentares" (man muß aber die Grenze, was die extensive Seite betrifit, sehr 
weit ziehen!) mehr der Anwendung gewidmetes, nicht auf funktionentheore- 
tische Feinheiten und komplizierte Funktionen sich erstrechendes Gebiet. ^H 

Leipzig. H. Lieshanm. ^H 

R, O&ns, Einführung in die VektoranälyalB mjt Anwendungen auf 
die mathematische Phyaik. Mit 31 Figuren im Test. 9ö Seiten. 4". 
Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Der Verfasser ist ein eifriger Verfechter der Ansicht, daß die moderne 
Elektrodynamik als „natürliche Kechenmetbode" die Vektoranalyais fordert, 
und tritt sehr energisch dem Eum Teil von hervorragenden Forschern gezeigten 
aktiven und passiven Widerstand entgegen. 

Inhaltlich zeigen die drei ersten Kapitel, welche in der Hauptsache 
der Algebra und Analysis der Vektoren gewidmet sind, natürlich enge Ver- 
wandtschaft mit den Darlegungen des (nach Vollendung des Manuskr^its 
erschienenen) ersten Bandes von Abrahams Etektrizitätslehre. 

Was nun die Afucendungcn betrifft, so bringen schon die drei ersten 
Kapitel mancherlei, z. B. das zweite (nicht erst«!) Keplersche Gesetz (S. 15), 
die Schraubenhewegung eines elektrischen Punktes im Magnetfeld (S. 32) usw. — 
Die Zerlegung eines Vektorfeldes in ein lameilares und ein solenoi'dales (S. 59), 
die unter der Voraussetzung einer bestimmten Ordnung des Verschwinden« 
im Unendlichen ausgefilhrt ist, hat Blumentbai inzwischen ustrr all- 
gemeineren Annahmen bewiesen (Math. Annalen (il, S. 1*35 ff.). 

Es folgen im vierten Kapitel Anwendungen auf Hydrodynamik (Hetm- 
holtz' Wirbeltheorie), elektrolytische Verschiebung und Elektrodynamik. 
Die Maiwellschen Gleichungen werden aus dem Uiot-Savartschen Gesetz 
und dem Faradayschen Induktionsgesetz erklärt, und zwar mit Hilfe des 
Stoktisschen Salzes aus Vektorintegralcn gewonnen. Besonders zeigt die 
damit verwandte , aber zuerst noch die Formel tUr die StWtmung durch 
«ine veränderliche Fläche (8. 50) erfordernde Ableitung der Hertzschen 
, Gleichungen für bewegte Körper die Macht der Vektoranalysis. Es ergibt 

sich nämlich unmittelbar, daß die Gleichungen tiuch für ein bewegliches 
Koordinatensystem ihre Form behalten. 

Mit der Lorentzschen Elektronentheorie schließt das inhaltreiohe und 
in seinem vierten Kapitel für Nicbtphysiker etwas knapp gehaltene Buch. 
! Leipzig. H. LcEnuAHK. ^| 
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C> Barali-Forti. Lecioni di Geometria metrioo-proiettiva. 30tt p* 4^ 

Toiioo 1904, Fratelli Boci3. 

Seit Cremona 1860 der kinematischen Eneugung der Kurven dritter 
OiAmiig von GrasEmann gedacht hat und die „methode tr^s expeditivs 
«t ties curieuse", die Äuadehnnngslehre, ins recht« Licht gesetzt hatte, 
pfiegten italieuiBche Mathematiker mit besonderer Vorliebe die so lange un- 
twH'litele Sehöpfnng des deutschen Meisters auszubauen und anzuwenden. 

Da* vorliegende Werk, welches eine systematische und didaktisch 
lochte ('?) Einführung des zur Physik, Mechanik und darstellenden Geo- 
metrie Notwendigen geben soll, ist ein neuer Beweis daftlr. 

Im ersten Teil werden, nachdem das Produkt von vier Punkten als 
mit Vorzeichen behafteter Tetraederin halt definiert ist, durch die Forderung 
ia usoziativtin Multiplikation die Produkte von drei und zwei Punkten 
in ihrer geometrischen Bedeutung deduktiv gewonnen , ebenso spezielle 
Aggregate (z. B. die Vektoren als Differenz von zwei Punkten, der Schwer- 
pmkt als Summe usw.). Sodann wird die Vektoranalysis in Grassmanns 
Fonn auf Kegelschnitte uHw. angeweadet. 

Der zweite Teil bringt die geometrische Deutung der allgemeinen 
A^regate („Formationen"), z. B. die Deutung der allgemeinen F^ im Raum 
»Is linearer Komplex und die Einführung der projektiven Geometrie, deren 
Aitibau mit Behandlung der Kegelschnitte (Pascal und Brian chon) der dritte 
Teil gewidmet ist, 

Ini vierten Teil gibt der Verfasser einen kurzen Abriß der Differential- 
gMioetrie, wo die Vektorenrechnung wieder die Hauptrolle spielt. Sogar die 
Kiuafikation der singnlären Punkte von Raumpunkten ündet sich hier (S. 305). 

Es folgt im fünften Teil eine Darstellung der projektiven Raum- 
ewnetne einschlieSlich der Flächen zweiten Grades. 

In einer Schlu&note werden noch kurz die Rotationsflächen konstanter 
Krilnimung entwickelt. 

Iieider fehlt ein Sachregister, anch sind die Rückverweise nicht sehr 
reichhch, sodaB schon aus diesem Grunde das oben vom Referenten ein- 
gefOgte Fragezeichen wohl nicht ganz unberechtigt ist. 

Wahrend die Vektoranalysis ja immer melir an Verbreitung gewonnen 
iiat, wird man doch sagen können, daß die viel melir Abstraktion er- 
fordernde Pnnktrechnung kaum zum Allgemeingut und wohl noch weniger 
zmn didaktischen Ausgangspunkt der Geometrie werden wird, ohne damit 
ihrer namentlich in der gewaltigen Konzentrationskraft liegenden Bedeutung 
D&he treten zu wollen, für die Burali-Fortis Werk ein sprechendes Zeugnis ist. 

Leipzig. H. Ln:BMANN. 

H. Tfieleitner, Bibliographie der höheren algebraischen Kurven 
fOr den ZeiUbachnltt von 1890—1904. 56 S. Leipzig 1905, Göschen. 
Das Heft gibt eine systematische Übersicht von etwa 1400 Arbeiten 
des genanntes Gebietes, mit Benutzung von etwa 300 Zeitschriften. Den 
S«hluS bilden die 500 Autorennamen, alphabetisch geordnet. — Eine wert- 
volle Ergänzung zu den Werken von Loria und Wieleitner selbst über 
algebiüsche Knrven! 

H. LiBBMAJffl. 
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Y. Itebeaii, Sur an nouveaii oarrigraplLe. J- Neuberg. Sur 1« 
ligues tracees par le curvigraphe Victor Lebeau. 39 p., 14 p. Bro- 
lelles 1904. 
Der Apparat besteht im wesentlichen aus zwei beweglichen Dreiecken -4 BC 
und DEF, bei denen die Seiten AC und FE übrigens nur zur Versteifung 
der für jede Bewegung beliebig einstellbaren Winkel ABC —^ m und FD E ^ k 
dienen. ABC hat einen Grad der Freiheit; es gleitet mit der Seite BC 
aul' einem festen Lineal. Die Kurve wird von irgend einem mit dem zweiten 
Dreieck festverbun denen Punkte beschrieben. D liegt immer auf BA, FD 
gebt durch einen mit dem Lineal, also mit der Zeichenebene fest verbundenen 
Punkt 0. L'ra die Bewegung des zweiten Dreiecks vollständig zu bestimmen, 
wird entweder die LSnge der Strecke DH (H ist der Schnittpunkt von DF 
und BC) konstant gehalten („konchoidale Bewegung"), oder die L3itge der 
Strecke BH („Bewegung mit konstanter Projektion" — die Projektion BH 
von DH, aUo die Projektion parallel zu AB auf BC oder die Linealkante 
ist konstant). 

Die konchoidale Bewegimg gibt je nach Wahl der Konstante und Ein- 
setzung des Zeichen Stiftes eine Reihe von Kurven dritter und vierter Ordnung 
(Ophiuride, Kissoide, Konehoide, Kappakurve usw.), die Bewegung „mil 
konstanter Projektion" Kegelschnitte. 

'Herr Lebeau gibt kurz die Beschreibung des Apparats und die 
Resultate, Herr Neuberg, der über kinematische Erzeugung algebraischer 
Kurven viele Untersuchungen angestellt hat, die Theorie. 

Leipzig. H. Liebmasn. 



N. I. Lobatschewsky. Pangeometrie oü pröois de gäom^trie foodöe 
sur une thöorie gäoörale et rigoureuae dea parallölea. (Beimprea- 

sion fac-simile confornie a l'edition originale) 62 p. Paris 190.J. 
Der — leider ohne Vorwort und Anmerkungen, ja ohne Angabe, wo 
und wann das Original erschienen, — gegebene Neudruck ist sehr will- 
kommen. In der Sammlung gelehrter Abhandlungen, verfaßt von Professoren 
der kaiserlichen Universität Kasan zur Erinnerung an deren fünfzigjähriges 
Bestehen (Kasan 1856) hat L. zuerst seine Pangeometrie in französischer 
Sprache veröffentlicht {8. 279—340). Prof. Engel charakterisiert in seiner 
Ausgabe und Übersetzung zweier geometrischen Abhandlungen L.'s (.Leipzig 
18911) das Werk dahin, daB es gegenüber den früheren Abhandlungen L.'s 
nicht viel Neues bietet. Der alternde L. wiU aber hier noch einmal seine 
neue Geometrie, die jetzt sogenannte „nichteuklidische Geometrie", eindring- 
lich in Erinnerung bringen, verweilt z. B. auch bei der Frage, ob in unserem 
Räume die euklidische oder die „Pangeometrie" gilt. — Referent bat bei 
seiner mit Paragrapbeneinteilung, Figuren und Anmerkungen versehenen 
Übersetzung der Pangeometrie (Ostivald's Klasaikersammlung, Nr. 130) Ge- 
legenheit gehabt sich zu überzeugen, daß das Werk nur „an wenigen Stellen 
mit umatündlicbcn Rechnungen belastet ist", und daß „der Verfasser der 
Pangeometrie sich noch im vollen Besitz seiner Geisteskräfte zeigt" (Engel). 
Im übrigen waren manche kleine Ungenauigkeiteu zu verbessern, die aber 
hier nicht aufgezählt werden können. 

Leipzig. H. Liebuahn. 
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I.e. E. ]IIartus> Aatronomjsche Erdkunde. Kin Lehrbuch angewandter 
. Mathematik. Große Ausgabe. 3. AmÜ. Mit. 100 Figg. XVI und 473 S. 
Dresden 1904, C. Ä. Koch. 

Dem durch RcicbhaUigkeit des Inhalts und peinlichste Gennuigkeit in 
der Aosföhrung bekannten Werke bei seinem Neu- Ersehe inon einige Begleit- 
«orte mit auf den Weg zu geben, ist eine dankbare Aufgabe. Das Buch 
mftllt in zwei Abschnitte: I. Der Sternhimmel, II. Die Erde. o| Kugel- 
gtstalt, ß) Große, y) Bewegung, d) ellipsoidische Gestalt. Ohne Übertreibung 
darf man sa^en, daQ aus jeder Zeile desselben ein reiches Wissen mit einer 
pQdagogifichen Einsicht gepaart spricht, wie mau ea selten in einem Buche 
tindet. Darum möge es in keiner Lehrer-Bibliothek fehlen; es ist ein Rat- 
geber för jeden Lehrer, der in mathematischer Geographie unterrichtet. 
Vflnichmlich aber sei es als PrBmie oder Geschenk für die Primaner unserer 
höbBren Lehranstalten empfohlen. 

Einer kleinen Kinaelheit Erwllhnung kh tun, niBchte iuh nicht nnter- 
lasspn Auf S. 25 gibt Hr. Martns eine Erklärung des Wortes.Theodolit, 
indem er unter Berufiing auf Weigand und Hugo Bieling wahrscheinlich 
nmit, daß das Wort durch Verschmelzung des englischen Artikels the mit 
dem ursprünglich arabischen alidade, das zu athelida bei englischen Autoren 
in 16. .Jahrhunderts geworden, entstanden sei. Demgegenöber gibt neuer- 
ding? (Prenü. Jahrbücher, 19Ü4, 116, S. 362— 3fi4) Hr. Didolff eine recht 
pUmible Erklärung a.us 9((i(o(iiii) schauen, 6Ö{6g) Weg, Hahn, und Xl&(og) 
Stein, Fels. Denkt man sich die Meßscheibe urspi-üuglich als Steinplatte, 
was riel Wahrscheinlichkeit für sich hat, so würde unser Wort soviel als 
ii^eystbanstein", „Streckenmeßplatte", „EntfernungsmeÜseheibe" bedeuten. 

E. Haentzsohel. 



Brnuu Schnlzo. Das militäriache AufDehmen unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Arbeiten der Königlich Preußischen Landes- 
aufnähme nebst einigen Notizen über Photo gramme tri e und über 
L die topographischen Arbeiten Deutschland benachbarter Staaten. 

V Kaeh den auf der Königlichen Kriegsakademie gehaltenen Vorträgen he- 

P »rbeitet. Mit 129 Abbildungen im Text. XIV und 305 S. Leipzig 1903, 

B. G. Teubner. 

Der leider inzwischen verstorbene Verfasser war Chef der topogi'aphischen 

Abteilung der Landesaufnahme. Sein Werk bedarf keiner Empfehlung, es 

W aouQSagen einen amtlichen Charakter, indem es die bei E. S. Mittler 

"nd Sohn zuletzt 1883 erschienene „Instruktion" für die Topographen der 

'^pographischen Abteilung der Königlich Preußischen Landesaufnahme wissen- 

tWthoh durchdringt und vertieft. Demgemäß ist das Arbeitsgebiet der 

'^'^Qotiiimtirhchiti Äbtrüitnt/ der Landesaufnahme, dem der Referent seine 

lloaa^ra^hie „Dwt Erdsphäroid und srint Abbildutiff", Leipzig, B. G. Teubner, 

1>03, gewidmet hat, nur sehr kurz, desgleichen das der karto<irapkisdien Ab- 

^imf' nur im Umriß geschildert. Die Reichhaltigkeit des Inhalts und der 

»uf das Praktische gerichtete Sinn des Werkes möge durch die folgenden 

Angaben erlftutert werden; 

Geschichtliche Entwicklung der Topographie, ganz besonders in Preußen 
" -i— 15. Organisation der preußischen Landesaufnahme. 
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L Teil, Die Vorarbeiten für die topographische Aufnahme; S. 18 — M. 

II. Teil. Die topographische Aufnahme. A. — F. Instromentenkunde, 
insbesondere G. Der Meßtisch und seine Hilfsinstrumente. 8. 56 — 116. 
Anwendung des HeQtischapparatea. Die praktische Ausführung der mit 
dem Meßtisch vorzunehmenden Arbeiten ( Station iereu ; Höhenbestimm ung). 

Die Darstellung von GrundriQ und BodenfonneD bei der Aufnahme 
H, 1.Ö8 — 200 (Signaturen, Schriftproben, Scbichtlinien). 

Die praktische Ausführung der Aufnahme eines Meßtischblattes. Die 
Tagesarbeit des Topographen im Zos ammenbang. Fertigstellung der Auf- 
nahme im Winter. S. 201— 237. 

in. Teil. Die kartographische Verwertung der MetltiBchauf nähme. 
Notizen über die auQerpreußiscben Vermessungs- und Eartierungsarbeitcn, 
und zwar in den deutschen Bundesstaaten und ferner in Österreich, Ruß- 
land, Frankreich, Italien, Schweiz, Belgien, Niederlande, Danemark, Schweden, 
Norwegen, 

Referent mochte das Werk zum Studium allen Kollegea empfehlen, die 
Lust habeo, ihren Unterricht in der Trigonometrie in Oberseknnda und 
Prima mit Rücksicht auf die Praxis lebeasvoU und anregend zu gestolttsd 

E. Haeittzschi;!» S 



H, Becker. OeometriBObes Zeichnen. Neubearbeitet von I. Vonderlinn. 
3. Aufl. Mit 290 Fig. und 23 Tafeln im Test. 136 8. Leipdg 1903, 

Göschen. 

Das Buch bat eine Roicbhaltigkeit des Inhalts, die bei seinem niedrigen 
Preise geradezu staunenswert ist. Indem daher der Verlagsbuchhandlung 
das höchste Lob zu spenden ist fßr ihr Bestreben, Kenntnisse in der Geo- 
metrie in immer weitere Kreise dringen zu lassen, möchte Referent nicht 
Äurückhalten mit WöDSchen, deren EriÜIlung für die nfichste Auflage er ftlr 
ausführbar hält. 

Die erste Ausgabe des Werkebens (l896) durch H. Becker enthielt 
auf der Rtickseit« des Titels einen Hinweis auf Werke, aus denen Beispiele 
entnommen sind: Owen Jones, Grammatik der Ornamente; Fr. Sal^s 
Mejer, Handbuch der Ornamentik; Hoffstadt, Gotisches A»C; Eggers, 
Lehrbuch des Zirkelzcictmens. Eine solche Angabe ist wissenschaftlich und 
weist zugleich den Anfänger darauf hin, daQ es auch noch Werke des be- 
treffenden Gebiets gibt, die umfassender sind als das vorliegende, Sie be- 
wahrt zugleich den Autor vor dem Vorwurf des Plagiats, als z. B. aus 
Eggers Büchlein Teüe des Textes wörtlich übernommen sind. Da der 
Hinweis auf die oben genannten Tier Werke jetzt fehlt, wünscht Referent 
denselben wiederhergestellt. 

Im einzelnen folgendes. S. 22, Aufgabe 10 und 11 fehlt bei der Hek- 
titikation des Kreises die doch so notwendige Angabe, daß nur eine Kälie- 
rumjfiltonxtrukiioH gegeben wird. S. 23 unten: Man macht (?) eine Strecke 
AB =■ 5 (m? cm? Ref.), beschreibt um A mit AC einen Kreisbögen und 
trugt auf ihm (?! doch wohl als Sehne! Ref) CD = 3 (??) ab . . . Größere 
Sorgfalt im Ausdruck wiire hier wohl am Platze. S. '16 g) findet sich die 
Aufgabe 10 von S. 22 unnötigerweise und ohne Hinweis wiederholt. S. 56 u. ff. 
Ellipseukonstroktionen: warum fehlt die bekannteste von allen, die Faden- 
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^Tfcoöstruktion ? 8, 59, Fig. 131: „Elüpsenkonstruktion von Leonardo da 
"Vinci" ist liinzuiusetzenl S. 128 a. ff. Erklärung und figürliche ErlSutenmg 
d&s Slorchsrhnabels könnte vielleicht in dem Abschnitt Aber das Verkleinern 
und Vergrößern von Figuren hinzugefügt werden. Referent ateht nicht an, 
<l^Ls Büi^hlein Im ganzen als sehr empfehlenswert zu bezeichnen. 

E. Haentzschei_ 

ftC. Vater. Dampf und Dampftnaschiae. — Neuere Fortsohiitte auf 

dem Qebiete der Wärme kraftmaschiaen. Aus Natur und Geistes- 

welt Nr. 63 u. »6. Leip7,ig 1905, 191)6, B. G. Teubner. 

Die Teubnersche Sammlung „Aus Natur und Geisteswelt" steht in 

■*i^i~ ersten Linie der buchhandlerischen Unternehmen, die einem weiteren 

I-'e Serkreise gediegene, von wirklichen Fachleuten geschriebene Darstellungen 

^*^STeniter Gebiete zu sehr niedrigem Preise vermitteln wollen. Gegenüber 

*i^ö. zahlreichen, mit vielen Bildern uml meist sehr oberflächlichem Texte 

~^'' ersehenen, weder ihrem Gehalte noch ihrem Preise nach ah „populär" 

^■** bezeichnenden Büchern, die mehr der flüchtigen Neugier, als wirklichem 

-^■ateresse der Leser dienen können, verdienen solche Bestrebungen die Teil- 

*^ '^Vimr aller Fachkreise. Denn gut geschriebene, einfache Darstellungen 

^^4Sxinen auch angehenden Fachleuten wesentliche Dienste leisten, da sie 

■**xi.ter Vermeidung schulmäßiger feierlicher Form einen einführenden Über- 

*>lick gewahren und sehr anregend wirken können. 

Die beiden vorliegenden BHudcben entsprechen nach Anlage und 

-L>xarchfBhrung vollständig den Anforderungen, die sich aus dem Zwecke der 

""BLinmlung ergeben. Unter richtiger Auswahl des Stoffes bietet der Ver- 

^»sser eine von klaren schematischen Skizzen begleitete Dar stellang der 

^Colbendampfmascbine und der neueren Erscheinungen auf dem Gebiete der 

^^^Srmemotoren, in der Absicht, einen Einblick in die physikalischen Vor- 

^^nge bei diesen Maschinen zu geben. In einfacher verständlicher Sprache, 

"w-as hier besonders hervorzuheben ist, und mit nicht gewöhnlichem Lehi- 

geschick hat. der Verfasser fllr jeden zum Nachdenken willigen Leser alle 

^Wesentlichen Gesichtspunkte entwickelt. 

In der Einleitung des ersten Bündchens sind zunBchst einige elementare 

*«nindb «griffe der Mechanik erläutert. Dieser leidigen Notwendigkeit können 

s»cli Schriften fftr weitere Kreise immer noch nicht entziehen, da diese von 

'len bunten physikalischen Allerlei, das ihnen die Mittelschule bot, erfahrung- 

goniß einigermaßen klare Vorstellungen der notwendigsten Grundbegriffe 

m» allgemeinen nicht mitbringen. Nicht durch ihre Schuld, Der Erfolg 

4«' dadurch veranlaßten propädeutischen Einleitungen kann leicht bezweifelt 

werden, eine sorgfältige, wie die vorliegende, wird aber mindestens den 

"Wt einer seilen ganz überflüssigen Auffrischung haben. Wie üblich, ist 

*ei Entwicklung der Begriffe Ki'aft, Arbeit, Leistung in dieser Reihenfolge 

'erfahren. Referent hat gelegentlich zugunsten möglichster Anschaulichkeit 

•"Wh die umgekehrte Reihenfolge versucht, wie hier im Interesse gemein- 

ferstSndlicher Darstellungen erwähnt sein mag. Dem Zwecke der Arbeit- 

*iilspri>chend , ist in den einleitenden Abschnitten auch das Wesen des 

"olhen Indikators erl&utert, und mit Hilfe der daran gewonnenen An- 

«hsuangen die zunächst wichtigsten therm odynamischen Eigenschaften 

^ Gase, 
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Mit dem zweiten Abschnitte, dem Wasserdampfe und seiner ErzeugaogS 
gewidmet, tritt der Verfasser in sein eigentliches Thema ein und gibt 7.u- 
tiächst einen sehr klaren und anschaulichen überblicli über die Physik des 
Dampfes, in der niur vielleicht, um Miflverstftndnisse zu vermeiden, mehrere 
Beispiele für die äußere Verd am pfungs wärme bei verschiedenen Drucken 
dienlich sein dilrften. Leider gibt das beigegebene Diagramm der Dampf- 
wfirmen wohl den Charakter der einzelnen Wanoekurven wieder, ihre Maß- 
stäbe stimmen aber nicht zu einander, und darunter leidet der Wert des 
Diagrammes fiir den vorliegenden Zweck überhaupt. Im Zusammenhang 
damit müßten auch mehrere Textstellen verändert wei'den. 

Bei Betrachtung der Dampfkessel ist von der Mitteilung von Wilrme- 
durchgangskoefSzientea Abstand genommen, die im Kesselbau ja auch keine 
Verwendung finden. Immerhin würde aber eine kui-ze Ei-wähnung der dift 
fragliehen Werte bedingenden Verhältnisse den Einblick in die Vorgange 
erleichtern. Die Bemerkung auf Seite 50 über die Dicke der Kesselwand 
könnte leicht so mißverstanden werden, als ob die praktisch in Frage 
kommenden Wanddicken einen wesentlichen Einiluß auf den Wärmeübergang 
b&tten, was tatsächlich doch nicht der Fall ist. Einige Andeutungen über 
die Feuerungen und die höchst verwickelteo Vorgänge bei der Verbrennung 
würden nicht überöüsstg sein. 

Die Betrachtung der eigentlichen Dampfmascüne geht von deren 
historischer Entwicklung aus. Dabei erscheinen aber die Verdienste Watts 
nicht vollkommen gewürdigt. Watt hat zwar durch Aufnahme der Seh-wung- 
radmaschine und sorgfUltige Ausbildung ihrer Einzelheiten die spätere An- 
wendung höheren Druckes ermöglicht, er selbst hat aber immer an der 
Kon densatorm aschine mit ganz niedrigem Kesseldrucke festgehalten. Sein 
größtes, erst spät richtig erkanntos Verdienst um die K olbe nd am pfm aschine 
muß vielmehr in seiner klaren Anschauung von dem Wärmeaustausche 
zwischen der inneren ZyKnderwand und dem eingeschlossenen Dampfe ge- 
sehen werden, der bahnbrechenden Erkenntnis, die bei Watt zonäclist ihren 
Ausdruck fand in der Erfindung deä vom Zylinder getrennten Kondensators. 
Daß dieser Kernpunkt der heutigen Dampfmaschineutbeorie nicht greifbarer 
hervortritt, wenn auch einzelne Bemerkungen an verschiedenen Stellen dar- 
atif hindeuten, kann überhaupt als eigentlicher Mangel der vorliegenden 
Arbeit empfunden werden. Das Verhalten des Dampfes in nassem, trockenem 
und überhitztem Zustande an den inneren dampfberührte u Metallfläcfaen 
des Zylinders bei wechselnden Temperaturen, gegen dessen schädliche Folgen 
keine noch so wärmedichte Umhüllung des Zylinders schfltüt, vermag allein 
die tatsächliche theoretische Üherlegenkeit der niehi-stufigen Expansion (trotz 
größerer dampfberührter Flächen), den günstigen Einfluß des Dampfmantels 
(der auffallend erweise nicht erwähnt wird), beigemischter Luft, des Dampf- 
ülens, der Dampfüberbit zu ng (trotz größerer, die schildliche innere Konden- 
sation scheinbar begünstigender Temperaturdifferenzen) zu erklären. Gerade 
weil diese Erkenafnis, zu der Watt den Grund legte, erst in den letzten 
Jahrzehnten gebührend gewürdigt wurde, während man noch in den 70er 
Jahren den Fortschritt vornehmlich in der mechanischen Ausbildung der 
Dampfmaschine, besondere der Steuerung suchte, sollte sie iu einem modernen 
Buche mit besonderem Nachdrucke hervorgehoben werden, auch in einem 
elementaren, was um so leichter geschehen kann, als die streng physikalische 
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Behandlung der frag lieben Erscheinungen ohnehin noch in weitem Felde 
steht Damit würde sieb aucb der Nutzen des Öberhiteten Damiifes schärfer 
trläutem liissen, als dem Verfasser ohne vorhergehende zusammentaasende 
Betrachtung der Flöchenvrirkung möglich waj-. 

Dagegen sind die kmetisehen Verhältnisse der Eolbendanipfmaschinti 
so sollsündig behandelt, wie der Umfang der Arbeit auließ, Ihr praktischer 
Wert irird dadurch wesentlich erhöht, daß ähnliche VerSffentlichungen ge- 
«öhnheh gamicbta darüber mitteilen. 

Den Schluß des Bändchens bildet sehr richtig eine allgemeine thermo- 
djDamisehe Betrachtung, die ein Urteil über den wirtschaftlichen Wert der 
DifflpFmaschine ermöglicht. Es ist hier wohl zum ersten Male und zwar 
mit Glück in eini-r für weitere Kreise bestimmten Behandlung der Dampf- 
msscbine von dem Entropiediagramme Gebrauch gemacht, das fllr mehrere 
bfflCitnmte Beispiele durchgebildet ist. Das Verständnis daffir würde noch 
gefSrdert werden , wenn die mechanischen Bilder xur Versiunlichung der 
mebt leichten Begriffe noch weiter geführt imd ftir die Entropie selbst ein 
Diheliegendes mechanisches Analogen gegeben würde, schon um die hier 
asTenneidlicbe Lücke genauerer Begründung weniger füblbfr zu machen. 
Anch dürfte noch größere Vorsicht beim Vergleiche mit den mechanischen 
und elektrischen 'Größen geboten sein, da die zuftllUge Entwicklung gefügt 
bt, daß wir Wärmemengen, im Gegensatze /.u Gewichten und £lektrizitäts- 
oeogen, selbst schon in Energiemaß ausdrücken. 

Das zweite Bandchen beschäftigt sich mit den jetzt besonders lebhaften 
Bestrebungen, größere Gasmaschinen mit billig herzustellendem oder von 
4en Hfittenwerken unmittelbar gebotenen Gasgemischen zu betreiben , mit 
dw Dampfturbine und Gasturbine, endlich mit den in neuerer Zeit wieder 
»machten sogenannten Abwärmemaschinen. Es handelt sich hier also um 
jfUi jnnge Erscheinungen der Technik , die der Verfasser ersichtlich mit 
beionderem Interesse und bei aller räumlichen und sachlichen Beschränkung 
doch so vollständig behandelt hat, daß seine Arbeit als leicht und angenehm 
Iwbire Übersicht nicht bloß weiteren Kreisen überhaupt, sondern auch 
«wteren Fachkreisen willkommen sein wird. 

Xamentlich mit Bücksicht auf diese letzteren Kreise erscheint aber bei 
B«chr»ibung der Gaserzeuger eine genauere Darstellung der Bildungsweise 
i^t Oase am Platze. Die üblichen Ausdrücke „unvollkommene Verbrennung", 
'«b^chränkter Luftzutritt" usw. sind zu unbestimmt und werden entbehrlich, 
»bald man als Bedingung für die möglichst vollständige Reduktion der 
"uatr lanächst gebildeten CO, zu CO genügend hohe, glühende Kohle- 
'ciiicht hei entsprechend mäßiger Durchströmgeschwindigkeit angibt. Auch 
^ „auBerordentbch hohe" Temperatur des hier als „Luftgas" bezeichnet«n, 
»«entlieh CO als brennbaren Bestandteil enthaltenden Gemisches beim 
Awlntte aus dem Generator, femer der praktische Einfluß der verschiedenen 
"iffMionsgeschwindigkeii der hier in Betracht kommenden tiase hei Bildung 
^ Zjtioderladung, endlieh die niedrigere Temperatur hei der Verbrennung 
von H gegenüber von CO werden bezweifelt werden. Die Darst«Uang der 
^Mwierigkeiten, die großen Oasmaschinen genügend zu kühlen, wirkt nicht 
rwbt überzeugend. 

Bei der Betrachtung der Dampftarbinen macht sieb wieder der Übel- 
'laad bemerkbar, mechanische Grundbegriffe verwenden zu müssen, die nicht 
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vorausgesetzt wei-den sollen. Es ist aber für den Einblick in die Ärbeits- 
weiae der Turbinen wenig förderlich, den hier wichtigsten Begriff der Be- 
wegungsenergie nur mitzuteilen, weil seine Ableitung zu weit führen würde, 
ohne ihn wenigstens dem Empfinden näher zu bringen. Das laQt sieb un- 
schwer erreichen, wenn man etwa ausgeht von einer Tabelle der Fatl- 
ge seh windigkeiten und Fallhöhen, die auch der noch ganz unbewandert« 
mit dem bloßen Begriffe der Beschleunigung aufstellen kann. Auf diesem 
Wege gelangt man sehr Hnschaulich zu der Schätzung der Bewegungsenergie 
in ÄrbeitsmaB und zu der zusammenfassenden Formel seihst, wie auch zu 
dem Begriffe der Masse, dem man eine Bemerkung über das terrestrische 
Mafisystem anhängen mag. Bei einer solchen, übrigens &uch ganz kurzen 
Vorbereitung würde sich die Mühe, die der Verfasser dem Turbine nelemen tu 
gewidmet hat, noch mehr bezahlt machen. Ahnliches liefie sieh sagen voa 
der günstigsten Umfangsgeschwindigkeit eines Turbinenrades, die sich etwa 
am Peltonrade leicht ermitteln laßt. Die selir hübsche Übersicht über die 
jetzt wichtigsten Systeme von Dampfturbinen würden durch solche knappe 
Hinweise nur gewinnen. Eine besondere Betonung des thermischen Vor- 
zuges der D^pfturbine gegenüber der Kolbenmaschine, nUmlich der gleich- 
bleibenden Temperatur des Dampfes an denselben Fläch enelementen, erscheint 
nicht überflüssig. 

Das Wesen der bis jetzt, mangels eines brauchbaren Kompressors, noch 
nicht lebensfilhigen Gasturbine konnte in Anlehnung an die tiasmaschine 
einerseits und die Dampfturbine andererseits sehr faßlich dargestellt werden, 
während der Bericht über die Ab warmem aschinen — zu denen man eigent- 
lich auch den besonders behandelten Rate auschen WSrmespeicher zahlen 
müßte — vornehmlich die neueren Versuche mit schwefliger Saure beräck- 
sicbtigt. 

Im ganzen verdienen die beiden Arbeiten in besonderem Mabe die 
Bezeichnung „lehrreich", denn sie bewältigen umfangreiche Stoffe in wohl 
abgemessener Beschränkung mit den einfachsten Wittein, deren Art und 
Verwendung auch für Lehrende von Interesse sein wird, 

Berlin. A. Rotth. M 



Arwed Fuhrmatiu. Aufgaben aus der analytiaohen Ueolianik. DrittB" 

verbessert« und vormebrte Auflage. Erster Teil; Autgaben aus der 
analytiBchen Statik fester Körper. Mit 34 Fig. XH und 206 8. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 3,Ö0 JC 
Diese rühmlichst bekannte Aufgabensammlung hat in der neuen Aai- 
lage eine nicht unbeträchtliche Vermehrung des Umfangs erfahren; sie 
bietet auf immer noch verhältnismäßig kleinem Raum in ihren 1 65 Auf- 
gaben eine Fülle schöner Anwendungen der Differential- und Integralrechnung. 
Besonders willkommen werden vielen die sehr ausführlichen Literat um auh- 
weise am Schlüsse jedes Kapitels sein. 

Straßburg i. E. Pacl Epsteik. 



Yermisclite Mitteilungen. 



L A!iijg;aben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

180. Die kubische Parabel 

y = aQ + a^x + a^x^ + a^x^ 

ut das Erzeugnis eines Strahlenbüschels und einer gleichseitig-hyperbolischen 
Ptfallelstrahleninvolution, welche den Schnitt einer gewöhnlichen Parabel 
tmd eines Parallelstrahlenbüschels projiziert. Beide Strahlenbüschel sind 
pojektiv und erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten o; » 1 
^d y » sind und deren Potenz — a^ ist. Dieser geometrische Zusammen- 
]^ ist aus der Kurvengleichung herzuleiten. 

Holzminden. G. Kober. 

181. Gegeben eine Cassinische Kurve (in rechtwinkligen kartesischen 

L Wenn a' > c\ besteht die Kurve aus 2 getrennten oval-ähnlichen 
Stücken, deren eines das Spiegelbild des andern (für die y- Achse als Spiegel^ 
ist unter allen Ellipsen, die mit dem einen Kurventeil einen Brennpunkt^) 
gemeinsam haben, diejenige zu finden, die sich dem Cassinischen Ovale am 
^)68ten anschließt. Dazu ist der Abstand der £llipse vom Oval, gemessen 
tnf der Ovalnormalen, zu betrachten, dieser hat für jede der erwähnten 
iniipeen irgendwo ein Maximum, und nun soll diejenige Ellipse gefunden 
Verden, für die das Maximum seinen kleinstmöglichen Wert besitzt. 

n. Ist c' > a', so besteht die Kurve aus einem geschlossenen Zuge, 
^ bei festem a und hinreichend großem c eine ellipsenfthnliche Gestalt 
annimmt. Es soll wieder die Ellipse bestimmt werden, deren Brennpunkte 
die der Cassinischen Kurve sind, und die sich dieser möglichst gut an- 
schließt. Ebenso ist der Radius desjenigen Kreises um als Mittelpunkt 
ZQ bestimmen, für den die größte Abweichung zwischen den beiderseitigen 
Peripherien, gemessen auf der Normalen der Cassinischen Kurve, ein 
Mimmum ist. 

Potsdam, 4. Februar 1906. Otto Meissner. 



1) Z. B. den, der die Koordinaten x = a, y =^0 hat. 
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B. Lösnncreii. 

Zu 9 (Bd. I, S. 207) (Si Jolles). — „Es ist durch geometrische 
Betrachtimgen zu zeigen, daß die Differenz m — sin C9 bei infinitesimalem o 
von dritter Ordnung unendlich klein wird.^^ — Es ist geometrisch evident, 
daß für jeden zwischen Null und n enthaltenen Winkel o die Ungleichung^ 

CO 09 

2 sin 2^ < CO < 2 tan -^ 
besteht, weil m am Einheitskreise den Bogen, 2 sin .- die hierzugehörige 

Sehne und 2 tan ^ die zur Sehne parallele Tangente, soweit sie zwischen 

die Schenkel von o fällt, bedeutet. Aus dieser Ungleichung folgt durch 
Subtraktion von sin o 

2 sin .^ — sin w < w — sin w < 2 tan -^ — sin w. 
Nun ist aber: 

2 sm g — sm w = 2 sin ^ ( 1 — cos j = o sm* cos 

2 tan ^ — sin w =- 2 tan ^ (l — cos' j =» 2 sin' « tan ^ ; 

also haben wir: 

8 sm^ / cos . < w — sm w < 2 sm' ^ tan ^ • 

4 4 2 2 

Da man bekanntlich bei infinitesimalem Winkel den Sinus und die Tangente 
durch den Bogen und den Kosinus durch 1 ersetzen kann, so erhält man 
hieraus, wenn o infinitesimal ist, 

cd' ^ . ^ CO* 

g < « — sm CO < ^- • 

Die Differenz o — sin co ist also bei unendlich kleinem o infinitesimal von 
der dritten Ordnung. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kruq. 

Zu 10 (Bd. I, S. 207) (St Jolles). — „Es ist der Wert voa 

00 

^^ 2*+* sin^ ^cos ■ j^ zu bestimmen." 

1 = 8 ^ - 

Erste Lösung. — Setzt man in der identischen Gleichung 



fi 



die willkürliche Funktion 



^im - fik - 1)] = fin) - /•(!) 



CO 



/•(*) = 2*-' sin ^j^, 



80 wird 



/•(Ä) -^(fc - 1) = 2»->[-J sin ^-;_, -I sin -,4i} 
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Da aber allgemein 

■ sina? — g sin 2z =» sin* cos , 
so ist 

/•(*) -/•(*- 1) = 2»* ' sin» ;i cos -, 

und die obige Identität läutet: 

n 

>^2*+* sin' -. cos X. =» 2""^ sin — ^ — sin co. 

Läßt man n ins ünendlicbe wachsen, so wird daraus: 

^2*+^ sin» J^ cos fi - « - sin «. 



Zweite Lösung. — Es ist durch eine einfache Betrachtung klar, daB 
die Glieder der Folge 

0) OB OB 

^ ==» CO — sin C9, 0} =— C9 — 2 sin g , o, =» w — 3 sm -r-, • • •, a^ — w — n sin — 

mit wachsendem n unbegrenzt abnehmen, sodaß also lim a^ =— 0. Es gilt 
daher folgende identische Gleichung: 

«1 - («1 — \) + K "" \) + K — »<.) + •• • i^ "i^M 

worin die Indices t|, f|, ij, ••• beliebige Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
sind, die nur der Bedingung l<i|<t|<f3<*-* genügen müssen. 

Wählen wir nun tj = 2, 4 — 4, «j =» 8, • • •, allgemein i^ — 2", so geht 
die angeführte Identität über in: 



«> 



_«ix.«-^(2-8in^--2--8in^-;^)-J'2-->(2sin^-8in^,): 



Nun ist aber, wie man leicht findet: 

2 sm — — Sin —— j — 2' sm' -— t cos -- -,- 

o" 2 2 2 ''" 

haben also: 



a> - sin a> - ^2" + » sm'-^^ cos 



s a> OB 



A** T JL 2" "*" ^ 

nsl 



Die Annahme i^ *— 3" führt zu folgender Gleichung: 

OD 

a> - Sin 0) - 2'(»" 8i^ ^- 3""' »"^ "«^t) 
oder nach kurzer Umformung: 

00 

CD — sin CO » 4 ^3" " ^ sin* — • 
C^ans ähnliche Überlegungen gelten bezüglich der Folge: 



*j =— tan » — CO, 6, — 2 tan - — G), 6j — 3 tan - — ca, • • • , 6^ =» n tan co, 



Veiniiichte Mitteiloogen, 

welche (<■> <i 4 vor&ufigesetztj ebeafalls eine Heibe von unbegrenzt atinehmenden 
Größen bildet. Es ist wieder lim b^ = 0, daher die Identität: 

^i — (^ ~ \) + (\ — K) + {\ - ^i.) H '" inf-' 

voriii wieder 1 < ij < tj < ig < ■ ■ eine unendliche Anzahl g&nzer, posi- 
tiver Zahlen bilden. 

Ist hier z. B. i, — 3", so erhält man folgende Formel: 

tan M — w = ^ 2""^ (tan ; — 2 tan - 1= ^ 2" "'tan - , tan* — 

^ \ a""' 2'/ ^ 2"-' S" 

Andere Annahmen für », liefern ahnliche Formeln. 

Aussig (Böhmen). stud. matb. J. Krug. 

Zu 16 (Bd. I. S. 370) (E. N. BariBien). — Demontrer que 

Äa'c08*e - 6'gin ' e)\a'cog*e + 6'rin'e) 
J (o'coB'e + 6*»in'e5» 

^(,1» -\- h'\* Äa'ain'e+ b*co9'») gin*9coe'e .„_*{« 






■Setit m&n in dem ersten Integral 6 

(a'rinV — 6'co8'y) '(a'8iD'c p + ii'co s'ip) 



y, SO wird es: 
dip. Durch Umrechnung des Zählers 



/ (a'rinV — 6'co8'y) '(a'8iD'cp + 
(a'rinV + &*coi'<p)' 

ergibt sich: 

— [a^sia'ip + 6'cos'^]-[(a' + ii*)*8in*9C0s*g^ — (a*sin*9 + ft*cos*gi)], 
woraus die beiden Integrale hervorgehen: 

' 'J (a'flin'9 + i*co«'q.)' '^• 

T _ A'ain'y -f fc' coa'y 
''»^ «'dn'V+Mi^T*'^- 

t» H In 
Zerlegt man das Integrationsintervall von J^: /"/+/ ""d setzt im 

zweiten Summanden 2« — y ^ ifj, so Überzeugt man sich, daß 
* J a*«m'» + 6*coB'ip *^ 




n 
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n ^ n 
wird. Durch weitere Zerlegung: /'=/ + / erhält man: 

,/ a*Bin"9 + 6*co8'< 

/ a V 4- 6* 
Durch die Substitution tg 9»^ geht dieses Integral über in: I /~T*f 4rfcX/< T"*i\ ^^• 


Die Methode der Partialbruchzerlegung liefert: 

00 

Das erste Integral rechter Hand ist bekanntlich -; das zweite -^^ -. Mithin 

Das Integral /j geht durch dieselbe Teilung des Integrationsiiitervalls mit 
nachfolgender Substitution tg^ » f über in: 

1 V ' / / (a^ Bin' 9 -|- 5^ cos' 9)' ^ 

Durch Zerlegung in Partialbrüche zerfällt letzteres Integral in eine Summe von 
^er Integralen: 



V («*' 



+ -^4 / /^4*« I l^Xt l 





wo die Konstanten B^ die Werte haben: 

"D 1 "D 






(a« + 6«)»(a* — 6*) ' * (a» + 6«)»(o» — ft«) * 

Die vier Integrale ergeben: 

dir 




% r dt _% 

2' j/(l +«■)»■"*' 






di 1 % I dt _ 1 n 



QQ Termiacht« Hitteilongen. 

Demnacb iiimmt das Integral J^ die Form an: 

oder 

Mithin wird das vorgelegte Integral: 



Es ist unmitteibar ersichtlich, daÖ, wenn das Integral J^ rernacblässigt 
würde, der absolute Wert des ursprünglichen Integrals ungeändert bliebe. 
Das von Herrn Barisien angegebene Resultat ist hiermit zu berichtigen: 
jtCa' - 6'- 

Berlin, den 18. November 1906. stud. math. Wekner Gaerecke 



Statt 






heißet 



L 



Zu 149 (Bd. X, S. 327) (E. Lampe). — Erste Lösung: Zwei 
(leraden einer Ebene schneiden sich in C unter dem Winkel j-; im Punkte P 
der beliebigen Kurve K ist die Kurventangente gezogen, die die Geraden 
in A und B schneidet; der Flächeninhalt des Dreiecks ABC ist J. 
beweisen ist, daß J einen größten oder kleinsten Wert erreicht, l) wenn 
die Tangente in P durch C geht, 2) wenn P ein Wendepunkt der Kurve 
K ist, 3) wenn P die Mitte von AB ist. Bekanntlich wird bei einer 
Hyperbel der Tangenten abschnitt zwischen den beiden Asymptoten durch 
den Berührungspunkt gehälftet, und der Pliicheninbalt des von den Asym- 
ptoten und diesem Tangenten abschnitt gebildeten Dreiecks ist konstant. 
Unter Benutzung dieses Satzes ergibt sich leicht , daß Dreiecke , gebildet 
von Kurrentangenten, deren Berührungspunkt das Tangentensegment iwischan 
den beiden gegebenen Geraden hälftet, Maxima oder Minima sein müssen. 
la der Tat kann dann die Kurve in der Umgebung des Berührungspunkte! 
darch einen berührenden Hyperbelbogen von infinitesimaler Ausdehnung (^mit 
den beiden Geraden als Asymptoten) ersetzt werden. Eine unendlich kleine 
Variation der 1'angente ändert dann an dem Flächeninhalte des Dreieckes, daa 
durch die Tangente und die beiden Geraden gebildet wird, nicht«, woraus 
folgt, diiß dieses in diesem Falle ein Maximum oder Miniraum sein muß. — 
Femer ist klar, daß das durch eine Wendetangente und die beiden Geraden 
gebildete Dreieck ein Maximum oder Minimum ist, weil die durch die Weude- 
tangenten auf den beiden Geraden abgeschnittenen Strecken stets gleich- 
zeitig beide Maxima oder Minima sind und weil der FlElchen Inhalt des be- 
trachteten Dreieckes dem Produkte dieser Abschnitte proportional ist, 

Analytisch kann man so schließen: Die beiden gegebenen Geraden 
seien Achsen eines schiefwinkeUgen Koordinatensystems. Die Gleichung der 
Kurve sei in sogenannten Plückerschen Linienkoordinaten gegeben : f{a, v) ^ 0. 
— und — sind die Abschnitte der Tangenten auf den Koordinaten- 
achsen, die miteinander den Winkel y einschließen. Der FlSoheninhalt des von 
einer Tangente und den Koordinatenachsen eingeschlossenen Dreiecks ist 
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8111 y 

^]so irf= ö~~^* Wenn wir von dem selbstverständlicheki Extremum ^ = 

absehen, welches dann entsteht, wenn u und v unendlich sind, d. h., wenn 
die betreffende Tangente durch den Ursprung des Koordinatensystems hin- 
durchgeht, so wird J dann ein Maximum oder Minimum, wenn uv ein 
^inimnin oder Maximum wird, also wenn udv -\- vdu « ist; d. h. die 
Kurve kann an der Berührungsstelle ersetzt werden durch einen Bogen der 
Hyperbel uv =^ const., deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
Außerdem ist diese Differentialgleichung noch erfüllt, wenn du = und 
gleichzeitig dt^ — ist, welches . die bekannten Bedingimgsgleichungen für 
eine Wendetangente sind. 

Außig (Böhmen). stud. math. J. Kruq. 

Zweite Lösung: In dem Koordinatensystem, dessen Achsen die Geraden 

CA und CB sind, sei -bt / \ 

y = Jf [X) 

^e Gleichung der Kurve £, und man setze 

dx dx ^ ^ dx* dx* ^ 

Die Tangente im Kurvenpunkte P schneidet von der Abszissenachse die 
Strecke CA'»- — > — und von der Ordinatenachse die Strecke CB=^y — yx 

y V , • • 

.b; mithin ist (y-y'rr)» 1 . 

J f gSiny, 

woraus man durch Differentiation erhUlt 

dd _ y''(y + y'x){y — y'x) 1 . ^^ 

dx y* 2 ' . 

Die größten oder kleinsten Werte von J treten also ein, wenn entweder 

y" » oder y + y'x = oder y — y'x « 

* 

ist. Die erste dieser Gleichungen liefert die Wendepunkte der Kurve K; 
aus der zweiten erhält man in Verbindung mit der Gleichung CB =^ y — yx 
jf =3 \CBy d. h. Punkt P ist die Mitte von ÄB\ aus der dritten Gleichung 
und der für CB ergibt sich CB »0, d. h. Punkt P ist einer von den 
Pmücten, deren Tangente dureh C geht. 

Um zu entscheiden, welche von den ausgezeichneten Werten das 
Dreiecks ABC Maxima und welche Minima «ind, bilde man den zweiteh 
Differentialquotienten der Funktion 2/, nämlich 

d^J 2y' *y' (y ~ y'x) + yY' (y + V^) iv - y'^) - 2y ^ 'y * 1 . 

Hieraus ergibt sich 

1. fOr y^'«— 0: die Funktion 2/ wird ein Maximum öder ein Minimmn, 
je nachdem y'"(y + y'a?)(y- — y'x) negativ oder positiv ist; 

2. fELr y -{- y' x =* 0: die Funktion 2/ wird ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem y'^y" {y — y' x) — y"^y^ und y' entgegengesetztes 
oder gleiches Yorzeichei^ haben; 

AtcUt dar MAthematik and Phriik. UL Bcihe. XU 7 
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3. für y — y'x = 0: die Funktion J wird ein Maximum oder ein 
Minimuin, je nachdem ff' positiv oder negativ ist. 

Zu beachten ist dabei, daß die Funktion J negativ werden kann, 
nämlich wenn die Strecken CA und CB als Abszisse und Ordinate ver- 
schiedene Vorzeichen haben, daß daher der Wert ^ =^ nicht nur ein 
Minimum, sondern auch ein Maximum sein kann; femer, daß der absolute 
Flächeninhalt des Dreieeka ABC fiir ein negatives J bei Eintritt des 
Maximums einen kleinsten Wert, bei Eintritt des Uinimums aber 
größten Wert erreicht. 

Anwendung auf die Kurve y — i' — 6a:* + lli — 6. Man kaou 
die Gleichung schreiben 

die durch sie dargeat«Ute Kurve schneidet demnach die Äbszissenacbse 
den Punkten x = 1, i=-2, x = 3 und die Ordinat«iiacbse 
!/ —: — 6. Man findet 

y' = 3:r» - 12x + 11, /' = 6x — V2, y'" - 

(8a^' — 6j:' + 6 )' 



^ — - 



dx ' 



{fla — ia)(i3:' — 1 



)a:* + 23a;~6)(aig'— 6a:'+ 6) 1. 



h")' 



■ö«my. 



kaou 

le t^H 
inUfl 



Ausgezeichnete Werte von J treten ein för 

(1) a;= 2, (2) 2a:»— 9x*+ llx— 3 = 0, (3) i^ — 3^;* + 3 = 0, 
Gleichung (l) liefert den einzigen Wendepunkt der Kurve (ij = 2, ffi = 0): 
das zugehörige y' ist — 1; die Tangente schneidet von den Koordinaten- 
achsen die gleichen Strecken CA ^= CB = 2 ab, und A.^ = 2 sin j- ist ein 
Maiimum. Aus Gleichung (2) erhält man die drei Punkte 



Vi^ 



-3— J/6 



Dies sind die Punkte, die das Tangenten segment AB halbieren; die zug 
hörigen Werte von 4 sind 

i^j^l^siny, ein Minimum, 

Jg »- — 2sinji, ein Maximum, 

iij ■— ^ 2 siny, ein Minimum. 
Durch Gleichung (3) sind die Punkte bestimmt, deren Tangenten durch 
geben, fUr die also ^ = ist. Ihre Abszissen sind 



.Bio"' 



IBöO" 



)a70» 



e- 

\ 



Da die Funktion y' positi' 

x = 2 — -J yä und negativ ; 

da femer Xj und x^ in dem ersten Intervalle liegen und 
jjj = ein Maximum, 
iig ^= ein Maximum, 
J, - 



in dem Intervalle von z — — oo bis 
Intervalle von 2 — ^/z bis 2 + -i>/3. 
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Zu 160—162 (Bd. X, S. 327) (G. Kober). — Erste Lösungen: 

Auf dem Kegelschnitt l^x^ix^'^x^ix^ oder K^x^x^ — jJ«=»0 seien die 

Punkte P, and P, durch 

ao^*+aiX + a, = 

bestimmt; femer seien B^ und B^ die Kegelschnittpunkte X =» — — und 
Ä = — — • Die Gleichung des Strahls Pj Pg ist 

Er ist der gemeinsame Strahl der beiden Strahlenbüschel, die als Orund- 

strablen 

(1) OqX^ + a^x^ = und Xj = oder A^R^ und -^^^ 

(2) Xj = und a^x^ + «2^8 ~ ^ ^^^^* -^-^2 ^^^ -^i-'^ 

haben. In dem besonderen Falle o^ » fallen beide Strahlenpaare mit 
dem Strahlenpaar A^Ä^ und A^Ä^ zusanmien; es ist ^ » — itfi -^A^s 
ist eine Gerade, und dÜe Punkte Ä^^ A^^ F^, P, sind harmonische Punkte 
des Kegelschnitts. 

Es seien jetzt vier Punkte P^, P,, P,, P^ des Kegelschnitts K^O 
durch die Gleichung 

OoX* + OiA» + a,X« + OjA + a^ - 
gegeben. Setzt man hierin X* «« — und il =« ~ = ~, so erhält man die 

X^ X| ^g 

Gleichung eines Kegelschnitts 

H = o^a^ + a^XiX^ + a^x^x^ + a^x^x^ + a^a| = 0, 

^ durch die vier Punkte P geht. Man kann diese Gleichung in den 

sehreiben. Demnach gehört der Kegelschnitt H^O erstens dem Kegelschnitt- 
htischel an, das durch die Strahlenpaare x^^ =» 0, a^x^ + a^x^ >-> und 
^**0, OjaJi + ajiCj + a^aij^O bestimmt wird, und zweitens demjenigen, 
^ durch die Stnihlenpaare a?! — 0, a^x^ +01^^+ «j^ = und x^ «■ 0, 
S^ + a^x^*^ bestimmt wüxl. Hierin sind die Strahlen :r^ = und 
^ = die Dreiecksseiten A^A^ und A^A^^^ der Strahl a^x^ + (h^ '^ ^ 

verbindet die Punkte -4j und X =» -, der Strahl OjiCj + a^rCj — die 

^*^Uikte A und X = *; der Strahl o,«! + a^x^ + a^rCj = geht durch 

dg 

*e beiden Punkte a,X* + o^X + a^ = und der Strahl a^rCi + a^x^ + Ojäj = 
^nrch die Punkte OoX» + o^X + o^ = 0. 

In dem besonderen Falle Oq » ist eine der Wurzeln der gegebenen 
Gltickung vierten Grades, etwa X^, unendlich groß, und Punkt P^ fällt mit 
^ Pakete X -B cx> , d. h. mit A^ zusammen , so daß nur 3 Punkte übrig- 
bleiben: die Gleichung reduziert sich auf eine Gleichung dritten Grades. 

Es seien nun die drei Punkte P^, P^, P^ des Kegelschnitts .K'—O 
durch die Gleichung a,X» + a,l'.+ a,l + a,^ 

7» 
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I 



gegeben; dann laßt sich zdgvn, daB, wenn 1 — 1,. = einer dieser Ponkte 
ist, die beiden anderen jedesmal die Schnittpunkte derjenigen Sekante sind, 
die den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

x^ + A^x, = 0, «iJ-i + flj.r, = 

mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen 

Xf + l^x^ = 0, a^Xi 4- fl,n = 
verbindet. Es sei ( = 1 , also Pj der Punkt k — X^ — 0. Die Gleichung 
des Strabia P^P, iet 

X, -{i, + i,)Xj 4- isijXj = 

oder, weil — (1, + i») = "' + 1, und 1, ij = — 
a^l^x, + i,(a. + aoi.,)x, - a,T, =^ 0. 
Addiert man hierzu die Gleichungen 

-(a, + flol,)(x, + i,xj}=^0 und 0,1, + o,x, =■ 0, 

Bo wird die linke Seite gleich Null. Die Gerade P^P, geht also durch des 
Schnittpunkt der beiden Strahlen x, -f ijX, = und a,x, + «jX, = 0. 
Addiert man femer die Gleichungen 

(«.!, + «.)(x, + i,x,)-0, M 

so wird die Unke Seite ebenfalls gleich Null; denn es ist 

Die Gerade P, P, geht also auch durch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 
^i + *i-^a = und a^x^ + a^x, = 0. 

Die hier in Betracht kommenden Strahlenpaare erhält man aus dem 
schon Torbaadenen Punkte P, oder 1 ^ ;i, und aus den 'd Punkten B^ oder 

l" — folgendarmaflen: Der Strahl A^P^ treffe den Kegelechnit ^^0 

tum zweiten Male in P'i\ dann i^t P[ der Punkt il — — 1,; daher ist 
X, + ia^ = der Strahl A^P[, x, + l,x, — der Strahl A^Pl Ferner 
sind OjX, + OjXj = 0, a,Xj + "»■''j = 0, a^^x^ + ^jX, = 0, a,x, -)- fl,x, — 
der Reihe nach die Strahlen JjTfj, A, Äj, Ä^R^, Aill^. Der Schnittpunkt 
S der Strahlen A^P^ und A^Ii^ liegt auf dem Strahl o,x, — OjX, — 
oder ^(6'; demnach ist a,x, -|- n^x, ^^ oder A^Q^ der vierte harmonische 
Strahl des Büschels ,4^ {A^, A^; S, Q^). Der Schnittpunkt T der Strahlen 
jljfi, und AiRf liegt auf dem Strahl o^x, — (i,Xg — oder 4, T; demnach 
ist a^x^ + "j-'a = f oder A, Q^ der vierte harmonische Strahl des BUscbeb 
A, (At, A,; r, ft). Man findet also der Reihe nach die Punkte P'i, S. T 
und die Strahlen AjQi, A^Q^. Schneiden sieh dann die Strahlen A^P', und 
A^Qj in f.', die Strahlen Äji*! und A^Q^ in V, so ist UV derjenige Strahl, 
der den Kegelschnitt K -^ in den Punkten P, und Pj oder 1 — Ij und 



Prenzlau. 



W. Steoeuank. 
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Zu 160 (Bd. X, 327) (G, Kober). — Die zwei Paukte a^l' + a, J + a, = 
lies Keget Schnittes X = Xi'. Xj = x^ : x^ sind die Sthnittpunite eines Strahles, 
den iwei Strahl enbOachel gemein hKhen. Welche Strahlen bestimmen beide 
Büschel'' Welche Strahlen ergeben sich in dem besonderen Falle Uj =^ 0? 

Zweite Lösung. — Die zwei Punkte, in denen die zwei Strahlen 
fljZ* + Ojj'jXj + Oj^l — den Kegelschnitt r,Xj — t* aum zweiten Male 
«chneiden, sind die Schnittpunkte des Strahles agXj -f- (i,3'j -f- UjX, = 0, 
welcher sowohl den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«oJ', + a,T, = 0, 3ij = 
■Is auch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«ntbsit. In dem besonderen Falle a, -^ sind beide Strahlen beide Mal 

JCja^ = Oi der dritte Strahl beider BQschel ist dann OdZ, + o,«, = 0. 

Holzminden. G. Kobeo, 



Zu 151 (Bd. X, 327} (G. Kober). — Die vier Punkte a^k*' + a^l'' 
4- iiji' + a^X + a^ = des Kegelschnittes k = x^ : x^ ^ x^ : x^ sind die 
Schnittpnnkte eines zweiten Kegelschnittes, die zwei Kegelhüschel gemein 
haben. Welche Strahlenpaare bestimmen beide Büschel ? Welche Besonder- 
hflit ergibt sich in dem Falle a^ = 0? 

Zweite Lösung. — Die vier Punkte, in denen die vier Strahlen 
"a-r^ -f «j^J'i + "t^X^ + f'a^i^ + "i^ — den Kegelschnitt j;,irj = 3^ 
nun zweiten Male schneiden, sind die Schnittpunkte der Hyperbel 
"o'J + "i^i^i + '^■''iJ'a + "s^i^ + "'^^ = 0, welche sowohl die Schnitt- 
punkte der Strablenpaare 

(a^x, + Hj^g + a^x^x^ = 0, {»hx^ + 0*3:3)3;^ = 
*ls anch die Schnittpunkte der Strablenpaare 

{a^jX^ + a^x^Xy = 0, (oj^i + CjX, -f a^x^x^ =• 0, 
"■iUün zweimal die drei Ptmkte 

{ooic, + o,3:,)a^ = 0, («ja:, -)- a^x^x^ = 0, j:,Xj — 
^lo außerdem die beiden Punkte 

(«,z, + a,x, + a,%)(a,x, + fl^i,) - 0, 
{a^x^^ + a^x^){a,x^ + a,a^ + o^iCi) — 0, 
enthat. Im Fund amental punkte x^x^^Q wird dieser Kegelschnitt von 
"i'i + »ii'j =~ berührt; seine Tangenten in den beiden andern Doppel- 
punkten sind: , , , . 

\a^x^ + «1 jj -f OjJj) : OjXj = »(, : Oj , 

OiXi : ^a^x^ + djj'ä -j- a^Kj) = flg = "1 - 
D Strahlen demjenigen Punktes, in welchem sich die beiden Strahlen 

H,a-, +0,^3-0, «gj:, -I- 0,1, = 
idsD. Im Falle a^ = wird der gesuchte Kegelschnitt in x^x^ = 



i Hi^i + </,:r, ^ 
Holzrainden. 



berührt. 



0. Kober. 
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Zu 152 (Bd. S, 327) (G. Koher). — Ist i - 1, = einer fra^ 
drei Punkten 0|)i' + «ji' -f (t,i + Oj = des Kegelschnittes i — a-, : r, -= x, : ig, 
so sind die beiden anderen Punkte .jedesmal die Schnittpunkt« derjenigen 
Sekante, welche den Schnittpunkt der beiden Strahlen x^ + l^ X^ -^ 0, 
Oj^i -j- ag3"j = mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen x^ + k/X^ = 0, 
OgX^ + Oji, = verbindet. Wie folgen diese Strahlen aus dem TOrhandeaeo 
Punkte 1 — Ij — und den gegebenen drei Punkten a,_,i + aj — des 
Kegelachnittes? 

Zweite Lösung: Die Entwicklung von f{k) — fli,);(i — lf) = ( 
«ol» + (a^l, + a,)X + («„if + a, ii -f- %) = 

als Gleichung der gesuchten Punkte. In ihnen wird der Kegelschnittl 
l = X,: Xf^ XfiXg von der Geraden 

«0^1 + Ki* + "i)^! + Kif + "li, + «s^^> = 

geschnitten, welche die beiden Strahlen 

(«oi* + Ol) («1 + i*%) + ("o'^i + 'h^s) = . 
(floi, + rt,)(^i -f- i,^) - (0,3-1 + «5^)) = » 
deckt. Der hier benutzte Punkt i + 1, = des Kegelschnitts ist dem vor- } 
handenen Punkte i — 1, =■ desselben konjugiert, d. h. der zweite Schnitt- 
punkt der durch diesen Punkt gehenden Sekante r, — l^x, = 0. Die beiden 
Punkte aber auf x, =^ 0, die mit der gegenüberliegenden Pandamentalecke 
zu verbinden sind, sind die Schnittpunkte der beiden Strahlen 
a^x^ + OjX, + a^Xg = , 
a,x, -i-a,a:, + a^x^ = 0, 

welche die auf ij "» und % ■= geworfenen Projektionen der beida 

ersten und der beiden letzten von den drei gegebenen Punkten verbinden, 

Holzminden. G. Eobbk. 

Zu 154 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — G^eben sind die Kreis 
K mit dem Durchmesser AB^'^R und K' mit dem' Durchmesser A'B •— 2f 
Beide Kreise berühren sich in B. Nimmt man A' als Anfangspunkt uad 
A'B als positive x-Ächse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so ist 
die Gleichung des Kreises K 

[x-(ir=fIi)f + y* = B> _ M 

und die des Kreises Ä" ^H 

^ (^-r-j' + s'-rl T 

^^H Das obere oder untere Vorzeichen ist zu nehmen, je nachdem sich die 

^^B Kreise von innen oder von außen berühren. Durch den Punkt A' lege 

^^* man den beliebigen Strahl y -» Ix, der den Kreis f in Q und den Kreis 

K' in Q' schneidet, und trage auf dem Strahl von A' ans die Strecke 

A'P=A'Q~A'Q' ab. Dann sind die Abscissen von Q und Q' 

^H , »'■^^ + V'B' + ill^li - r) . ,,__ ^ ir _ 
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mithin die Abscisse von P 

8«tzt man hierin 1 °> — , so erh&lt man die Oleicbung des Ortes von P, 
d h. die Gleichung der als Kreis-Kissoide bezeichneten Kurve, nämlich 

(x« + y^{x^ + y^± ^Bx) - 4r(± R - r)y« - 0. 
Für Ä = oo wird hieraus 

^ilso die Kissoide des Diokles; für Jß » 2r, wenn sich die Kreise K und K' 
von innen berühren, 

(x" + y«)(a?« + y» + 4ra?) - 4rV - 0, 

d. L die Kardioide. 

Hiemach läBt sich die Kardioide als Kreis-Kissoide konstruieren. Um 
^ zeigen, daß diese Erzeugungsweise der Kardioide der sonst üblichen 
äquivalent ist, zeichne man noch den Kreis K" mit dem Durchmesser 
-4-4'=» 2 r. Der durch Ä' gelegte Strahl treffe K" in 8. Nach dem ge- 
wöhnlichen (konchoidalen) Verfahren erhält man einen Kardioidenpunkt X, 
wenn man auf dem Strahl in der Richtung von 8 nach Ä' die Strecke 
SX^ 2r abträgt. Nun ist, weü die Kreise K' und K'' kongruent find 
und A' ihr innerer Ähnlickeitspunkt ist, 8A' ^^A'Q\ also A'X »^ 8X 
-Sr ^ 2r - Ä'Q' ^ Ä'Q - Ä'Q' ^ Ä'P; folglich ftUt X mit P zu- 
^unmen, was zu beweisen war. 

Prenzlao. W. SrEOEMAirv. 

£ine ähnliche Lfdsnng von stud. math. A. Wie f er ich (Kflnster i. W.), 

Eed. 

Zu 155 (Bd. X, 328) (H. Wieleitner). — Man zeige, daB die a^ht 
Berütuimgspmikte der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit den 

Badien B und r, wenn der Mittelponktsabstand a — ^2(5* -f r*) ist, aaf 
^^ zueinander senkrechten Geraden liegen, deren Schnittpunkt die 2^trale a 
im Verhältnis 2? : r* teüt 

Efste Lösung: leb lege der Betraditimg ein reefatwinkliges Koordinaten* 
System zugrunde, dess^i Ursprung in dem Mittelpunkt des Kreises mit dem 
^08 R liegt, und dessen z- Achse mit der Bicbiiuig der Zentrale a za- 
'^Qunenfällt. Sind (x^, Pi) und (xi, jfij die Koordinaten eines beliebigen 
^^^inktes auf dem KieiBe mit dem Radius R \Mnw, r, dann miOgen die aebt 
^^HUinrngsponkte der gemeinsamen Tangenten be^ieii^hoet werden mit 

A^ = (x^, |f j , A^ -^ (4, y'r), ^' '' «' »* ♦' 

^obei sich die Indiees 1 und 2 auf die äuAeren, 3 nnA i auf die inuenm 

*I^^itgenten bezidbeo. Venn5ge der BeUliion a ^^Y^dfi ^ f*) ergeben ukk 
die Uogm der InßeraD nad ianereo Tangenten glei/^ // ^ r bezw, U — r, 
^^udytisck ansgedrtekt, ist 

(2) (x. - x.y + (r. -- r;)« - (u - r/, c- - 1 #> 
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Beachtet maji noch, daB filr die Punkte A^ und A^ die Gleichungen 
(3) x', + y? = fl' bezw. {xr - a)' + y'r* = r' 

gelten, so gehen die Gleichungen (l) und (2) über in 

aa^ - (!„«; + ,„j,;) - iJ* + Ar + r*. 

ax'^ — (x^x!, + y,y^) = R' — Hr + r'. 

Nun folgt aber aus der Gleichung der Kreistaugente 



&Iso ist 
»der 



ix; = 2R* + Sr + r 



2K' + .B r-}-r* 



2Ji'- 



Da dch femer S ~ - 






V2(fi» + r')' 



verhalten, so folgt 



Ans der Kreisgleichung (3) ergeb«n sich die zugehSrigen Werte von y; 



/«"{Ä' + r')' 



BoUen vier Serührungspunkte , 
liegen, 80 mu0 die Gleichung 



, J' ^' -4, auf einer Geradea 



«. »I 


i , 


», », 1 1 


'i »', 


1 + 


'i »; 1 - 


H V, 


1 


I, ». 1 a 



»1 *> ' 



identisch erfüllt sein. In der Tat ist 



', + «.»■ + »4 ■ 



Ä(ü-r) 

2 B" + Jir + r" 

3B' + r' 

B(S-r) 

2 B" + Ar + r» 



B(B + r) II 
-r(B + r) 1 

I?-,' 2 I 
B(B + r) II 
-r(B + r) 1 



j 



weil in der letzten Determinant« zwei Zeilen gleich sind. Es liegen also 
die genannten Punkt« auf einer Geraden. Wegen der Symmetrie in bezug 
auf die Zentrale folgt unmittelbar, daQ auch die l'onkte A'^, A^^ A^, A'^ aniT 
einer Geraden liegen. 



Vermiachle MitieiluDgea. 
Die Gleichungen der beiden Geraden lauten beziehungsweise 



Ans ihnen ist sofort ersichtlich, dafi die (üeraden aufeiDaoder senkrecht 
stehen und sich in einem Punkte der Zentrale schneiden , der von dem 
Mittelpunkt des Kreiaes mit dem Kadius R (dem Koordinatenanfangspunkt) 
den Abstand - --—.-^-. hat. Die Entfernung von dem Hittelpunkt des 

I andern Kreises betrfi^ - 

I Geraden die Zentrale im Yerhältiiis R* : 

L Berlin. stud. math. Alfki 



Die gleiche Lösung ist noch von stud, math. W. Gaeuecke eingelaufen. 

Red. 



;te Lösung; Es sind zwei Kreise gegeben, deren Kadien R 
und r sind und deren Mittelpunktsahstand Jf[ Jf, = a = }^2 (Ä' + )■*) ist, 
nnd es soll bewiesen werden, daß die 8 Berührungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten dieser Kreise auf zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, 
deren Schnittpunkt die Zentrale o im Verhältnis Ä* : r* teilt. — Die Be- 
rührungspunkte der Uuäeren gemeinsamen Tangenten seien .d,, B^ und A^, B^, 
die der inneren Ä^, B^ und A^, B^; das durch die Diagonale jlfjjlf, be- 
stimmte Quadrat sei MiN^M^A^. Dann ist, weil Jf, jtf, = ■|/2(ä' + r*) 
ist, 3f,.V, =-if,J/5,-2f,A'j = .Vj.U; = >'2i;»+~r*; folglich, wenn man 
TOn y^ aus an die Kreise M, und M^ diejenigen Tangenten A", X und N, Y 
aieht, die die Gerade M^ M^ außerhalb der Strecke Jtf, M^ treffen, N^X = r 
und JV, F = Ji. Daraus ergibt sich die Kongruenz der Dreiecke M, -V, X 
und N^MtY, woraus dann folgt: ^ Jf, Jf, X + Jf^A', 1'= 90", und da 
auch -^ M^N'^M^ = 90" ist, so ist XNjY eine gerade Linie, d. h. die 
Punkte X, Y fallen mit A^, B, zusammen, und die Gei-ade XA', Y ist die 
g-emeinsame EtuBere Tangente A^B,. Zieht man von N^ aus an die Kreise J/, 
nnd Jifj die zweiten Tangenten, so liegen diese symmetrisch zu A,B■^, in 
bezug auf N^M^ be/.. -Y, -V,; sie fallen also in eine Gerade zusammen, 
nSmlich in die geraeinsame innere Tangente N^A^B^ Aus der Symmetrie 
der Figur folgt die entsprechende Lage der gemeinsamen Tangenten A^N^B^ 
■und -V, A^ B^. Außerdem ergeben sieh leicht folgende Beziehungen : die 
Tangenten A^Bi und A^B^ schneiden sich rechtwinklig im Punkte AT,, und 
es ist K^A^ = R, K^Bi = r; entsprechendes gilt von den Tangenten Ä^B^ 
und A^B^ und ihrem Schnittpunkt K^; die Vierecke A■^M■^A^K^, A^M^A^K^, 
B^M^'B^K^, B^M^B^K^ sind Quadrate, die Vierecke M^N^B^A,, M^N^B^A^. 
M,y^A^B^, M^N^AfB^ Parallelogramme; die Dreiecke M^KJ^M^ und 
jlf, ffjjtfj sind dem Dreieck M^A^2i'^ ähnlich. Hiernach ist A^B^ || 3fjA\ 
und J,ßs II 3f,.V,; es ist aber auch A^A,\\M^N^ und B.ßJJf,JV,; 
mithin liegen die Punkte A^, A^, B^, B^ in einer Geraden, die die Zentrale 
I unter einem Winkel von 45" schneidet; der Schnittpunkt sei 0. Ebenso liegen 

I die Punkte .Jj, A^, B,, £, in einer Geraden, die ebenfalls durch geht und die 
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Gerade j4, reclit winklig schneidet. Man hat weiter: A^, Oif^^ A JÄf J, i\'i, 
weil die Winkel gleich sind; mithin 0Ä^ : OB^ = A^M^ : A^^\ = S : r. 
Da A^K^==Il und B,fi", = r, so ist OA', die Halbierungslinie den 
Winkels A^OB^, steht also senkrecht auf MjMj und ist die Hflhe de- 
recbtwinkligeu Dreiecks M^K^M,. Paraus ergibt sich: M,0:MjO 
= Jl/,A'J:K,A'| = It^-.r'. 

Prenzlau. W. Stegemasn. 



Dritte Lösung: Folgender Satz ist bekannt (a. etwa Salmon- 
Fiedler, Kegelschnitte Art. 366—369): Der Ort aller Punkte P, von denen 
aus an zwei Regelschnitte K, und Kj zueinander harmonische Tangenten- 
paare gehen, ist ein au K,, Kj kovarianter Kegelschnitt F, der sämtliche 
acht Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von K^ und K, 
enthält. 

Im vorliegenden Falle ist, unter Benutzung des in der Lösung tou 
Herrn A. Baruch angewendeten Koordinatensystems 

K, = j-* + }r'-i(ä = 0, 

K, = (a— <ij» -H r - r» = 0. 

so erhstt man für die beiden Tangenten paar« 






■r») = 



Hat P die Koordinaten |, 
die Gleichungen 

T, = (xä +»,-«■)■-(:,< + ,■ - 

T,s((i-o)(S-o) + j,,-r')'-((j 

oder umgefonnt 

T,=(«-|)'(B'-l') + 2(«-l)(»-<l)S.I + (»-#Ci!'-ä')-0, 

T, = («-S)V-l') + 2('-l)(»-l)(ä-»)l + li'-l)"(''-(l-«)')-0. 

Die Bedingung nun, daß T, und Tj harmonisch liegen, ist das Verschwinden 
der harmonischen Invariante, wobei T| >uid Tj als i|uadratische Formen 
in (x-~l), (y — »() aufgefaßt werden. Es ergibt sich (s. Salmon-Fiedler. 
Art! 15 und 340): 
F = («1 _ I») (r» _ ^.) _ 2|,/(^ _ „) + (R^ - n*) (_r» - {{ - a)') = 0. 
kovarianten Kegelschnitts. Man 



Dies ist för variable £, t) die Gleichung 
bringt dieselbe leicht in die Form 



S- 



aJi' \> 



-(Ä' + r«) BV'{EA'- 



^-0. 



B« + rV -' B' + r' " (B' + »■•)• 

Verschwindet hier die Konstante, so ergeben sich zwei senkrechte Gerade 

durch den Punkt 5 = - ";"; , 1/ = 0. Dann ist aber 2i;* + 2»-* — a* — 0, 

d.h. a — V2(fl' -f- r*). Das Weitere wie oben. Das Linienpaar bildet die 
Grenze zwischen xwei in verschiedener Lage befindlichen Hyperbeln fttr 
a'>2{R* + r^) und Ä' + r» < o» < 2(fi' -f r'). Für a ^YJR*^^* et- 
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^bt sich ein Parallelenpaar, das für a < )/i?* -{- r^ in eine Ellipse über- 
,^ht, bis schließlich für a «= ein zwischen den beiden gegebenen Kreisen 
-v^erlanfender Kreis resultiert . 

Speyer. H. Wielbitxer. 

Ähnliche Lösungen noch von den Herren C. Hoff mann (Schorndorf, 
TV'ürttemberg) und H. Egerer (Frankfurt a. M.). Red. 



Zu 166 (Bd. X, S. 328) (0. Meißner). Dem gegebenen Dreieck ABC 
mit dem Inhalt J ein ihm ähnliches vom Inhalte i (< J) einzubeschreiben. 

Wann (bei welchem Verhältnis -j) hat die Aufgabe mehr als die drei 

«Tidenten Lösungen? — Nimmt man der einfacheren Behandlung wegen 
^e Punkte A'B'C so an, daß A' auf AB, B' auf BC und O' auf AG 
liegt, und setzt man femer die Seiten des gesuchten Dreiecks zu a\ b\ c' 
an und ^C'B'C^^A'C'A^^B'A'B^tp, sowie AA'^z, BB'^^x. 
und CC' = y, so folgt 

xsmß "^ c' sin(p, y sm y = a' sm(p , zsince '^ h' smtp. 

Liegen nun zuerst A\B\G' auf den Seiten von ABC selbst, und nicht 
auf deren Verlängerungen, so ergibt sich mit Benutzung der Inhalts- 
gleichungen: 

(ab — a'6')siny = sin 9?(c'(c — z) •]- a\a — o?) + h'Q) — y)), 

-Setzt man für a;, y^ z die aus den ersten Gleichungen berechneten Werte 
«in, so folgt 

{ßb — a'&')sinasin^sin^^ =» sin9?(a'sin asiny(asin|J — c'sing?) 

+ 2)' sin a sin |S(6 sin y — a' sin 9) + c' sin j3 sin y(c sin a — ft ' sin 9)). 

b . c 

Nimmt man sin j3 =» — sin «, sin y « — sin a sowie J = r^\^ also 

a = — a, « 0, c =-c, 

n n n 

so folgt nach einiger Umformung 

{t|* — l)6Vsin*a s= sin 9? sin a •i^6c(a*+ ft* + ^*) — sin' fp{c?b^ + a^c^ + 6*c')- 

Die Diskriminante dieser Gleichung ist mit Weglassung des von Null ver- 
schiedenen überflüssigen Faktors ^'c^sin^a: 

D « ij«((a« + 6* + c«)« - 4(a'6« + a«c« + 6«c^) + 4(a«6' + a^(? + 6V) 

Daraus folgt, daß für ^> entweder 2, 1 oder keine reelle Lösung vor- 
banden ist, je nachdem 

^ <*46«c* — (a*— 6« — cVsin«« "^ sin*^ "^ sin'y ' 

Liegen nun A\B\ G' auf den Verlängei-ungen der Seiten von AB Cr 
so geht die Inhaltsgleichung über in 

(a'b' — a&)siny =- sin 9>(a'(a + x) + 6'(t + y) + c\c + y)) 



108 



VenniBchte MittcilongSD, 



und durch Einsetzen der Werte wie oben folgt 

(1 — ij*)*'*C* 8in*o = sin if %in<,rihc{a? + 6» + c») + Bin'9>(a'6' + aV + (-»t»). 
Wie ein Vergleich sofort zeigt, ist die Diskriminajile in diesem Fall 
genau gleich dem obigen Werte, sodaB also allgemein folgt, daß sich mehr 
denn 3, nämlich 6 Lösungen geben lassen, wenn 



Ö< 



Zu 164 (Bd XI, S. 129) (L. SaalschützJ. — Die Diskriminanto der 
Funktion f(x) -= j' + ^,i"- ' + A^if-* + ■ ■ ■ + J„_,3; + J, ist definiert 
durch den Ausdruck: .i»-ii 

D^i-ir^ A«.) ■ rw) ■ ■ ■ rw 

(vgl. Weher, Algebra 2. Aufl. 1, S. 169). 

Die Summe aller Zablenkoeilizienten der Diskriniinante erhalten wir, 
wenn wir in fix) alle Koeffizienten A^ —^ Ä^ — ■■■'- A^ ^ \ setzen und 
filr diese Funktion die Diskriminaiite bilden. Ist also 

f{x) =^ af + af-' + Vx-V I, 

so ist (a: — !)/■(«) — a:""*"' — 1. Daraus erhBlt man durch Differentiatioii 
\x — l)f'{x) + fix) = (« + 1)2". Ersetzt man hierin -x durch die Wnr»! 



, dann ist 



/-(«,) - 



Mitbin ergibt sich 



Da 



= f(l) 

im EiponeDtei 



+ 1, «0 ist weiter 



a-",)('-".)'-'<l-".) 
■«.-(-!)■ und (I - <0(1 - .,) ■ 



B-(-l) 
I {— 1) kann n 



• (" + !)"-■, 
Q die gerade Zahl r-|-m* weglas 



Ö=(-l) * ■(«+!)"-'. 
Die Frage nach dem Koeffizienten von Al~' erledigt sich durch di« 
Berechnung der Diskriminante der Funktion 
fix) -if + A^. 
In diesem Falte ist /'(x) = na*~' und « 



-B-(-I) 
-(- 



»■(«, 



".)■■ 



.1) . „..(_i).|.-.).^;-._(^i) . .„..j;-., 

weil (— 1)"1"-') =• -f 1 ist. üiemach ist ein Fehler in Cesaro-Kowa- 
levski, Algebr. Analysis, S. 402, Z. 1 zu berichtigen. 

Aussig (Böhmen). stud. raath. J, Krco 
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2. Anfragen and Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 

über eine Aafjpabe der Blomeohulk. 

In Fig. 1 ist ein Teil dea SamenstandeB der Sonneablame in achema- 
tischer Weise dargestellt, wobei die rautenförmigen Felder die einzelnen 
S&menkfimer repräsentieren. Die KSmer schmiegen sich nun nach 2 Rich- 
tongsn besonders innig aneinander. Verfolgt man dieselben in diesen 
Bit^tungen, so bemerkt man, daS sie dm^ zwei entgegengesetzt laufende 
Scharen von polygonalen ZOgen eingeschlossen werden: AB und AB. 

Betrachtet maü die Seiten 
—£-~£- eines Polygon alznges als Tan- 

genten, so kann man nach 
der Kurve fragän, die von 
einem solchen Polygonzug om- 
hällt wird, oder — mit an- 
deren Worten — „In welches 
Enrvensystem geht das dop- 
/'Ji pelte System polygonaler Ztlge 
über , wenn die einzelnen 
Körner immer kleiner nnd 
^/ / , ' ' '- ■ i_ : schlieBlich unendlich klein 

werden ? " 





[Fig. 2 enthält die Konstruktion der Banten, wenn man etwa Badine 
tmc und Bant« (l) gemessen, oder passend gewählt hat. DIf |[ CI/ etc.] 

Die An^be dürfte ein doppeltes Interesse beanspruchen, da sie zeigt, 
^e eine interessante Kurve der höheren Geometrie in der Natur vorkommen 
kann. IHe Kurven sind — wie leicht zu erkennen — isogonale Trajektorien 
der Radien, also logarithmiscbe Spiralen. Die beiden Kurvensysteme sind 
such welchetseitig isogonale Tn^ektorieo. In einer biomechanischen Unter- 
suchung mfi&te nun gezeigt vrerden, wie diese Anordnung ans einem Prinzip 
mit Notwendigkeit gefolgert werden kann. 

Snlzhach-Snarbracken. L. Blatter. 



Vermischte Mitteilungen. 
Ernelteran? der Anf^abe 5 (Bd. I, S. 306) (E. Lampe). 



1. Nimmt ra 
Punkt P mit den 
drei Normalen A' 
'allen lassen, der 


n auf der Ellips 
Koordinaten a - 
, jY„ JV'j, die 
Gleichung: 


e 6»x 
sich 
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2. Zieht man von einem beliebigen Punkte P(i, ij) der Ebene an die 
Ellipse i)*j'+ a'y'— o'6*= die Tier Normalen A',, JT,, N^, N^, so be- 
steht die Gleichung: 

worin sich die Faktoren rechter Hand leicht geometrisch deut«n lassen. 
Aussig (BShmen), stnd. math. J. Kruo. 
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Das Prinzip der speziellen Lage. 

Von Rudolf Sturm in Breslau. 

Das ist der Name, welchen Schubert zuerst in einer Veröffent- 

wliong in den Göttinger Nachrichten vom Jahre 1874 dem Prinzip 

^^eben hat, während es später von ihm Prinzip der Erhaltung der 

-^^^zahl genannt wurde. Ich ziehe den älteren Namen vor, und Schubert 

^Üt mir mit, daß er es jetzt auch tue. 

In den ersten Paragraphen des „Kalküls der abzählenden Geometrie'^ 
(L*^ipzig 1879) erörtert Schubert den Begriff der Eonstantenzahl eines 
geometrischen Gebildes oder, wie ich lieber sage, seinen Mannigfaltig- 
t^itsgrad: z.B. neun für die Fläche zweiten Grades, zwölf für das Tetra- 
^r, ebenso für die kubische Raumkurve, acht für den Kegelschnitt 
Räume, usw. 

Darauf wird besprochen, daß für ein Gebilde eine ihm auferlegte 

^^^Jiagung eine bestimmte Vielfachheit hat. So ist die Bedingung, 

^'O^Tch einen gegebenen Punkt zu gehen, für eine Fläche einfach, für 

^ixje Kurve zweifach, die Bedingung, eine gegebene Ebene zu berühren, 

^^ beide einfach, diejenige, eine gegebene Gerade zu tangieren, für 

^^e Fläche einfach, für eine Kurve aber dreifach. 

Die mangelhafte Orientierung über diese Dinge hat früher vielfach 
*^ Fehlem geführt. Ich erinnere an den Fehler über den Ort der Spitzen 
^^ Kegel zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte, als welchen 
^^ die kubische Raumkurve durch diese Punkte annahm, während er 
^och eine Fläche sein muß; ferner an den unglücklichen durch mehrere 
"Öcher fortgeschleppten Fehler über den Ort der Geraden, von denen 
^^h vier gegebenen Punkten Ebenenbüschel von gegebenem Doppel- 
^^i'hältnisse gehen, an den Irrtum über den Grad der Mannigfaltigkeit 
der Büschel-Grundkurven in einem Netze von Flächen, u. a. 

Schuberts Erörterungen haben in dieser Beziehung, nach meiner 
Erfahrung, fördernd und aufklärend gewirkt, und sein Buch sollte viel 
hoher geschätzt werden, als es neuerdings geschieht. 

Nach diesen Feststellungen kommt dann Schubert in § 4 zum 
«^i^wahnten Prinzip. Werden einem Gebiete F so viele Bedingungen 
wferlegt, daß deren Yielfachensumme gleich seinem Mannigfaltigkeits- 

^»kiT dtr lUUlmnfttik and Phjtik. m. Beihe. Xn. 8 



114 



fim 



' S'ixi 



grade ist, so wird ihnen durch eine endliche Anzahl von F genügt. 
Diese Zahl N ist immer gleich, wie man auch die in den Bedingungen 
ateckenden Gebilde in ihrer Lage verändert, evenhiell auch in spezielle 
Lüge bringt. Nur solche spezielle Lagen sind auszuschlieSen, bei denen 
nicht eine endliche Zahl von Lösungen sich ergibt, sondern unend- 
lich viele. 

Die Anzahl der Flächen zweiten Grades durch neun gegebene Punkte 
ist immer 1, wie aucb diese Punkte gegeben sind, ob in ganz all- 
gemeiner L^e, oder z. B. drei in gerader Linie, die übrigen beliebig, 
vier oder fönl' in einer Ebene, die übrigen beliebig, usw. 

JJur auf einer Raumkurve vierter Ordnung erster Art dürfen sie 
nicht hegen, weil dann tv' Flachen sich ergeben. 

Schubert sagt selbst, daß das Prinzip schon lange, bevor er es 
als solches formuliert, als Forsch ungsinstrunient bei der Bestimmung 
geometrischer Anzahlen benutzt sei; vor allem geschah es durch 
Cremona. Auch ich selbst habe es getan. 

Dies Prinzip ist in der letzten Zeit vielfach angegriffen, als krank, 
unheilbar krank bezeichnet worden. Es ist vielleicht doch angezeigt, 
daß sich auch einmal einer äußert, der es angewandt und Erfahrung 
in seiner Anwendung hat. 

Da möchte ich, nn die Abhandlung von G. Kohn'] ankoüpfeadj 
die dort augeführten Beispiele, welche gegen das Prinzip sprechen 
sollen, kritisieren. Ich kann nicht umhin, dieselben als ungeeignet zu 
bezeichnen; sie fallen sämtlich nicht in das Gebiet von Problemen, 
auf das alle die, welche das Prinzip verständig anzuwenden gewohnt 
sind, sich beschränkt haben, und entsprechen auch nicht dem, was 
Schubert in § 4 gesagt hat. 

Wir ziehen das Prinzip nur dann heran, wenn es sich um die 
Bestimmung einer Anzahl handelt, welche zu Bedingungen gehört, 
deren Vielfachensumme gleich dem Man nigfaltigk ei ts grade ist; bei den 
meisten Kohnscheu Beispielen ist sie größer. 

Das eine Beispiel behandelt die Frage: Wie viele Punkt« hat eine 
beliebige Ebene mit drei denselben Kegelschnitt enthaltenden, aber 
sonst beliebigen Flächen zweiten Grades gemeint Das ist zunächst 
eine gekünstelte Form der Frage; im Grunde lautet sie doch: wie viele 
Punkte bat die Ebene mit dem Kegelschnitte gemeinsam? Aber bleiben 
wir bei jener Form der Frt^e, Da werden eben dem Punkte, dessen 
Maoni gfaltigkeitsgrad 3 ist, die vier Bedingungen auferlegt: auf drei 
Flächen und einer Ebene zu liegen, also zu viele, und deshalb fallt die 



11 Archiv dei Matlieualik iid<I Thysik, 3. Reihe, Bd. 4, S.31ä. 
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Frage gar nicht in das Gebiet, in welchem das Prinzip anzuwenden 
ist Wenn nun den drei Flächen ein gemeinsamer Kegelschnitt gegeben 
wird, so werden günstigere Verhältnisse geschaffen; dann wird die 
unmögliche Aufgabe zu einer möglichen und hat zwei Lösungen und 
kann, wenn auch die Ebene noch eine günstige Lage bekommt, drei 
oder Tier Lösungen haben. Ahnlich könnte man bei vier Flächen 
zweiten Grades yerfahren, indem man die vierte durch eine beliebige 
Anzahl Yon den gemeinsamen Punkten der drei ersten führt. So er- 
halten wir, immer günstigere Annahmen machend, verschiedene Zahlen, 
was aber gar nicht gegen das Prinzip spricht; denn für solche Atv- 
taüen, die nur bei g^iinstigen Lagen sich ergehen, während im allgemeifien 
bine Uisung varhafiden ist, weil zu viel verlangt wird, ist das Pritieip 
nM anzuwenden und von uns niemals angewandt worden. 

Auch das zweite Beispiel Kohns, ihm von Study mitgeteilt, ist 
von dieser Art. Es lautet: Wie viele Projektivitäten transformieren ein 
Quadrupel von vier Punkten einer Geraden in sich selbst. Da handelt 
es sich wiederum um ein Problem, welches verallgemeinert Unmögliches 
Terlangt und nur durch eine günstige Verhältnisse herstellende Speziali- 
sierung Lösungen erhält. Die Verallgemeinerung ist: Wie viele Pro- 
jektivitäten führen das Quadrupel ABCD auf einer Geraden in das 
Quadrupel AB' CD' aut einer anderen oder derselben Geraden über? 
Keine, weil zu viel verlangt wird. Liegt aber der günstige Umstand 
vor, daß die beiden Quadrupel dasselbe Doppelverhältnis haben, dann 
werden Projektivitäten möglich und zwar 4, und sie können noch zahl- 
reicher werden, z. B. wenn die Quadrupel harmonisch sind. Dieser 
günstige Umstand liegt in dem Study-Kohnschen Beispiele vor. 

Von anderer Art ist Kohns erstes Beispiel: Die Aufgabe, die 
Geraden zu konstruieren, welche vier gegebene Geraden in verschiedenen 
Punkten treffen, hat im allgemeinen zwei Lösungen, dagegen nur eine, 
wenn zwei von den vier Geraden sich schneiden. Hier wird nicht zu viel 
verlangt; aber der Zusatz „in verschiedenen Punkten" bringt eine 
ModiiSkation in diese Anzahlbestimmung, durch welche sie wiederum 
dem Anwendungsgebiete des Prinzips entzogen wird. Das Prinzip ist 
uur för die Ermittelung der Gesamtzahl 2 der treffenden Geraden an- 
zuwenden; wie dies auch in § 9 des Schubert sehen Buches geschehen 
ist. Die Unterscheidung der treffenden Geraden in verschiedene Arten 
^d die Abzahlung, wie viele zu jeder Art gehören, hat nichts mit 
^em Prinzip zu tun. Illustrativer ist vielleicht folgendes Problem: wie 
^«le Geraden treffen vier gegebene kubische Raumkurven? Nur die Frage 
iiach der Gesamtzahl (2 • 3* = 162) der Treffgeraden könnte mit Hilfe 

Prinzips beantwortet werden. Wenn Begegnungspunkte zwischen 
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den Ilaumkurveii vorbandeu siod'), so kami das Treffen in drei vi 
denen Weisen erfolgen: 1. alle vier Treöpunkte sind verdcliieden, 2. zxr< 
Terpinigen sich in einem Begegnungs punkte, 3. auch die beideu ander 
tnu es. Die Bestimmung der Anzahlen der TrefFgemden, welche lie« 
drei Arten entsprechen, ist nicht eine Aufgabe, bei welcher mit dej":^ 
Prinzip der speziellen Lage gearbeitet werden kann. In ilen Ten 
aehiedeneii möglichen Fällen wird man z. B. für die Treffgeraden de^ 
ersten Art die verschiedensten Zahlen erhalten, vielleicht alle bis 16i 
Ich habe mich mit aolchen Fragen vielfach beschiiftigt; es ist mi 
niemals eingefallen, daB ich es da mit dem Prinzip der speziellen Lag* 
zn tun habe, oder vielmehr, daß da ein Widerspruch gegen das Priu 
zip der Erhaltung der Anzahl vorbege. — 

Eb gibt wichtige Sätze, welche mau mit Hilfe des Prinzips dei 
speziellen Lage beweist und bis jetzt nicht anders beweisen kann. 

Für den Satz, daß diejenigen Strahlen einer Kongruenz m^' Ord 
nung und n'" Klasse, welche eiue gegebene Gerade l treffen, eini 
Regelfläche vom Grade m + « erzeugen, kenne ich keinen änderet 
Beweis als den, in welchem gezeigt wird, daß l sine »i-fache Leit 
ger«de ist, und jede Ebene durch I noch n Erzeugende enthalt. Ei 
wird also nur für die (Jeraden, welche / treffen, die ZalJ der Schnitt 
punkte oder nur für die Ebenen durch i die Ordnung der Schnitt 
kurve ermittelt. 

Die Ordnung « — / der ('" Polare eines Punktes in bezog au 
eine Kurve oder Fläche »""Ordnung wird — wenigstens synthetisch — 
nur auf den durch den Pol gehenden Geraden festgestellt. 

Vielfach achließt man, nachdem für eine Raumkurve festgestelJl 
ist, daß sie einer gewissen Geraden in m (eintkchen) Punkten begegnet 
und mit jeder Ebene durch sie noch n Punkte gemein hat, oder fiir 
eine auf der Trägerfläche zweier verbundener Regelscharen verlaufende 
Raumkurve, daß sie den Geraden der einen Regebchar in m, denen 
der andern in n Pimkten begegnet, sofort auf die Ordnung m + w. 

Ich bin auch von solchen Beweisen nicht befriedigt, möchte aber die 
Beschäftigung mit dem Prinzip der speziellen Lage in andere Wege lenken. 

Man mfige in den obigen Beweisen für wichtige Sätze und in 
wertvollen Abzahlungen mit Hilfe des Prinzips, welche sich in de» 
Literatur tiaden, den begangenen Fehler — wenn wirklich einer lie- 
guigen ist — ordentlich nachweisen, aber auch erörtern, wie, wenn 
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Üe Anzahl des allgeiueinen Falles wirklich verschieden ist von der 
im speziellen Falle erhaltenen, man durch Kontinuität von dem all- 
gemeinen zu dem speziellen Resultiite gelangt. Ich bin auf eine solche 
"Verschiedenheit noch nicht gestoßen und kann sie mir schwer vorstellen. 
Am meisten erwUnaeht aber ist es, solche „mangelhaften" Beweise 
durch bessere zu ersetzen: das wäre positive Arbeit, wertvoller als die 
negative Kritik, insbesondere, wenn sie sich künstlich konstruierter 
«wler ungeeigneter Beispiele bedient. 

Vor allem empfehle ich die obigen Sätze, dan Satz von der Regel- 
flä<2he Im + ti)"" (irades bei der Kongruenz und den Polarensatz für 
lü^ae Verbesserung. — 

Das Voraugehende war scliou geschrieben, ehe Zeutfaens Artikel: 
.,^^^liählende Methoden" und sein Abschnitt II: „Das Prinzip der Er- 
h^fcitiing der Anzahl" in der Enzyklopädie der mathematischen Wisaen- 
scs tauften III 2, Heft 3 erschien. Ich bin jetzt in der Lage, auf diesen 
^-^■~tikel meine.'« Freundes, welcher auf diesem Gebiete Autorität ist, zu 
»^»Tfeiaen, glaube aber, daß meine Bemerkungen nicht überflüssig 
g«5VorJeu sind. 



Die Versiera der Agnesi und verwandte Linien als 
^tthogonalprojektionen von Raumkurven dritter Ordnung. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. Es seien zwei windschiefe Gerade (q), {b) gegeben, von denen 
fo't in der Autrißehene liege und senkrecht zur Grundrißebene stehe, 
während ib) zur Krenzrißebene parallel in der rückwärtigen Halbierungs- 
ebpne verlaufen möge. Der Aufriß 6 fallt dann mit dem Grundrisse 
in eine zur Projektionsachse normale Gerade. Diese beiden Geraden 
"ühlen wir als Leitlinien eines orthogonalen hyperbolischen Paraboloidea 
if) mit der Grundrißebene als Kiehtebene. Es ergibt sich sofort, daß 
dif Projektionsachse als eine Erzeugende tg, die lO) in «g und ib) in 
''o scliDeidet, der (F) angehört. Eine beliebige Erzeugende (e) von {P) 
hat eine Parallele e zur e^ zum Aufriß. Wir finden den Grundriß 
'"a'l/, wo «' = «„ der Grundriß des Schnittpunktes (a) =■ [ti x {a) 
'"% dessen Aufriß durch a =- e x a dargestellt wird, und b' den Grundriß 
^ua (6) ^ (ej X [Ij'j bedeutet, der mit dem Aufriß (* = e x & zuaammen- 
■Wt, da (b) in der Koinzidenzebene liegend angenommen wurde. 
ormgeo wir nun das Paraboloid (P} mit einem geraden Kreiszyliuder 
w mm Schnitte, der den Kreis (Jl) der Grundrißebene, welchen wir 
"*•*'«„ fcd als Durchmesser beschreiben, zur Basis hat, so ist, da {P) 
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und (Z) die Gerade (a) geraein haben, der Uestschnitt eine Karnnkui 
(R) dritter Ordnung, deren Aufriß, wie sich leicht zeigen läßt, dm 
die Kurve der Agnesi dargestellt wird.') 

"i. Ea ergibt sich nämlich in jj'=e'xS' der Grundriß dea ^ 
(fl) verschiedenen der (Ji) angehörenden Schnittpunktes (p) der (e) j 
(Z), dessen Aufriß p mithin als Selmitt von e mit dem aus p' aai 
gefällten Lote dargestellt wird. Wir konstruieren also beliebig vi 
Lagen Ton ;), indem wir durch den Punkt «^ auf S' Strahlen zieln 
durch deren Schnitte mit der Kreistangeute in \ Parallelen zu 
zeichnen und diese jeweils zum Schnitte bringen mit den Senkrecht» 
auf Co, welche durch die zweiten Schnittpunkte von Ä' mit den duri 
a' geführten Strahlen gezogen wei-den können. Der Ort aller L^t 
von p ist demzufolge die Ku^ve der Agneai mit der Achse Cg, de 
Scheitel b^ und der Asymptote a.*) 

Auf Grund dieser Darstellung der Vereiera gelangt man leicht ' 
eleganten Tangenteukonstruktionen. Die Taugente t in p ist der Ai 
riß der Tangente (t) im Punkte (p) der (R), welch letztere als Sclini 
linie der Tange utialebenen in (p) au (P) uud (^Z) gefunden wi: 
Nun ist die Taugentialebene (T) in ip) au {^P) die Verb in du ngs ehe 
der beiden durch (p) gehenden firzeugenden (e) und (c). Der Aufi 
C fällt mit dem Grundrisse c' in eine Parallele zu o, da die Kichtebe 
der Leitschar von (P) die Kreuzrißebeue ist. Die Gruudrißsjmv JT' t 
(jT) geht also durch Cj = C x t^ und ist parallel e', während die Aufr 
spur r* durch av^ dargestellt wird. Von der Zylindertangeutialebe 
(^} längs der durch |;)| gehenden Mantellinie (fi benötigen wir bi 
die örundrißspur 'S', welche als Tangente an (fö') in c' ^ p' zu zieh 
ist. Den (irundrißspurpunkt :r der (t) erhalten wir mithin als d 
Grundriß x' in X'x2'' und den Aufriß al.i Fußpunkt des ;iuf e„ a 
«' gefällten Lotes. Die wp liefert alsdann bereits t, den Aufriß v 
(t) oder die Tangente der Versiera in p. 

Man bemerkt leicht, daß ji' mit Umgehung von T^ auch i 
Fußpunkt des Lutes aus b^ auf t' erhalten werden kann. Dei 
<t (i'.ftoC) — <i;c'aofto= "^ iijc'co, und da CoW' loder T") ±c'h^, 
ist das Dreieck n'cc,, gleichseh enkelig, und das Dreieck c' c^b,, liegt 
bezug auf c' b^ symmetrisch mit dem folglich bei tt' rechtwinklig 
Dreiecke c'^rij. Die Gruudrißspurkiirve der abwickelbaren Tangent« 
fläche der {R) ist dergestalt eine Kardioide, die Fuß punkts linie d 
Kreise» (Ä) filr fc» als Pol. 

1) Die Kurve (iO «ell>»t Ut ein Horopter. Vergl. FreJ. Suh 
Horopterkurve (Ztschrift f. Math. u. Phys,, 47. laO»; S. STö ff.]. 

3) Oiuo Loria, Spe?,. algebr. n. transKend. Kurvpu, Seite 76 tf. 
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Noch einfacher wird die Tanjjentenkonstruktion mit Benutzung 

des in der rückwärtigen Halbierungsebene gelegenen Punktes ^r^ der (t). 

N'Brhdem die Schnittlinie der Tangentialebene {T) mit der rückwärtigen 

Halbierungsebene im Aufriß und Gnindrili durch die fccg dai^estellt 

wird und der GrandriB der (t) in die %' fällt, so ist der mit dem 

OT-undrisae Tq zusammenfallende Aufriß n^ von (:t) der Schnitt von lii'^ 

nxit %,, und x^p ist dann die Tangente t. Der Ort von :To wird durch 

eJDeu Kegelschnitt dargestellt mit a„ und \ als Scheiteln, denn die 

rückwärtige Halbienings ebene ist die Schmiegungsebene der ßaumknrve 

(_J"'i) für den Punkt \ in t^. Die Spurkurve der Tangentenfläche einer 

JÄ-^nmkurve S. Ordnung in einer ihrer Oskulationsebenen ist aber be- 

iK^^&nntUch ein Kegels clmitt. 

Eine andere Konstruktion der Tangente t beruht auf folgender 
Cr^^ "Iwrlegung. Die Tangente (t) der (E) in |p) steht senkrecht auf der 
E'S^ «malebene {N) der (R) in {p). Die (JV) ist aber bestimmt durch 
». ^^ei Kurvennor malen, als welche sich sofort die Normalen in (p) an 
C-^') und an (Z) ergeben. Die Äufrißspur N^ der {N) ist aber senkrecht 
^■«:>f der Tangente t, welche dalier unmittelbar angebbar ist, sobald iP 
"^ «erliegt. 

Um A'* zeichnen zu können, benötigen wir die VertikalBpurpunkte 
*^» p, der Normalen in {ji) an (P) und [Z). Der Aufriß der Normalen 
*ö fp) an (P) ist die Senkrechte auf 7^ aus p, und der Grundriß als 
*-*<>£ auf T^ aus ;>' fallt mit p'h^ zusammen, so daß r'i^ö^ und v als 
Sclinitt des Lotes aus p auf 7^ mit b resultiert. Der Anfrißspui-punkt 
'( der Zylindemormalen ist offenbar Cxj, wo j die Achse des Zy- 
'laders iZ) bedeutet. Die Senkrechte aus p auf vv^=I:^^ ergibt 
alsdann die i. 

5. Konstruieren wir die Schmiegungsebene {£) der Raumkurve 
i'i) im Paukte ip), öo schneidet diese das hyperbolieche Paraboloid 
'f*> nach einer die (Ä) in {p} oakuliereuden Hyperbel {H), deren 
aufriß H eine die Versiera in p oskulierende gleichseitige Hyperbel 
n*»t zu a und e,, pai-allelen Asymptoten ist. Ermittelt man diese 
Asymptoten, so kann man in einfacher Weise den Krünimungskreis 
d-^r Versiera im Punkte p auffinden. Nun hat die Schmiegungsebene 
'■^] die Tangente in ,t' an die in Art. 3. erwähnte Kardioide zur 
'imadriüepur i''. {In der Figur erscheint zunächst die Normale der 
Kardioide in ;r, konstruiert, welche bekanntlich durch den FuBpunkt 
•ies Lotes aus h„ auf den Radius von S' im Punkte p' geht.) Der 
Punkt ff = Bg X " gehört dann der gleich.seitigen Hyperbel H an, die 
Minnaeh rollständig bestimmt ist. Von dem Diagonaldreiecke des 
'olUtändigen der U eingeschrieben Viereckes, dessen Ecken p, <s und 
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die uneadlich fernen Punkte von e^ und a sind, stellt e^ eine Ecke 
dar; eine zireite Ecke iat der unendÜcli ferne Punkt von pö. Dem- 
zufolge liefert der Schnittpunkt der t mit der Parallelen zn pa durch 
Cq einen Punkt der zu e^ parallelen Asymptote Ton H. Ein Punkt 
der nämlichen Asymptote ist auch der Schnittpunkt von b' mit der 



j fC' Äi* IEp^' 




Parallelen durch Hq zur SK Denn diese Asymptote ist offenbar der 
Aufriß jener horizontalen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides 
iP), die zur 2^ parallel läuft, deren Grundriß die angegebene Gerade 
durch «0 repräsentiert. 

Wie man nunmehr die Ermittlung der zu a parallelen Asymptote 
durchführt, braucht wohl kaum auseinandergesetzt zu werden. Hin- 
sichtlich der Konstruktion des oskulierenden Kreises für die H in 
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j) sei etwa auf die Ausführungen in dem Lehrbuche der dar- 
stellenden Geometrie von Rohn und Papperitz verwiesen (1. Bd. 
1. Aufl. S. 283). Die angegebenen Konstruktionen konnten für den 

gewählten Punkt p in der Figur nicht ersichtlich gemacht werden. 

6. Bezeichnen wir mit q' die Mitte von p'b\ so ist der Ort von 
f/' die von Herrn Peano mit dem Namen Visiera der Agnesi belegte 
Kurve.^) Wir betrachten q' als Grundriß eines Punktes (q) auf dem 
hyperbolischen Paraboloide (P) und finden dann den Aufriß q als 
Mitte von pK Der Ort von q ergibt sich dergestalt als eine orthogonal 
AfSne der Yersiera für b als Affinitätsachse. Die Visiera tritt also 
auch als Normalprojektion einer Raumkurve 3. Ordnung (li^) auf, 
welche dem Paraboloide (P) aufgeschrieben ist. 

Die Tangente in g an den Aufriß R^ der (B^) geht durch r^j — t x b, 

önd mithin ergibt ein Punkt v' der Tangente in q' an PJ — die 

Visiera — als Fußpunkt des Lotes auf Cq aus v = ad^x qv^. Denn 

^ ist der Aufrißspurpunkt der Tangente in (q) an die (P^), weil ad^ 

die Vertikalspur der Tangentialebene in (q) an das hyperbolische 

^araboloid (P) darstellt. Die Tangentenkonstruktion gestaltet sich 

^^ederum einfacher, wenn der Schnittpunkt (jrj der Tangente in (q) 

^^T (P^) niit der rückwärtigen Halbierungsebene verwendet wird. Der 

"^^xikt ^1, mit welchem die beiden Projektionen von (;rj) zusammen- 

^*^Uen, liegt offenbar in d^b, dem Aufrisse und Grundrisse der Schnitt- 

**-*^e der rückwärtigen Halbierungsebene mit der Tangentialebene in 

^^^^ an (P), und zwar ist tCq n^ || c^, wo n^ derselbe Punkt ist, der zum 

^^^Ixlusse des Art. 3 benützt wurde. Zum Beweise dessen bemerken 

^^"ix- vorerst, daß ^i^^^bd^xv^q ist, und denken uns nun q und d^ auf 

"^*^"%7. c und Cq kongruente gleichstimmige Punktreihen beschrieben. 

jizieren wir die Reihe \q\ aus Vq und die Reihe [d^ aus h, so 

S«ben sich zwei Perspektive Strahlenbüschel, deren Erzeugnis offenbar 

zu Cq parallele Gerade ist, auf der n-^ und tc^ liegen müssen, denn 

q nach p, so fällt d^ nach Cq, und VqPxIcq ist ja 7C^^. Da 

^i^ Örter von :t^ und jr^ othogonal affin sind (Affinitätsachse bj, so 

'^'^iird auch der Ort von tc^ durch eine Ellipse dargestellt werden. 

^^<^lleitel dieser Ellipse bilden die Punkte Vi und &q. 

7. Die vorliegende Visiera können wir übrigens auch auffassen 

^^ Grundriß eines Horizontalschnittes der windschiefen Fläche 3. Grades 

V^O» welche zu Leitlinien besitzt: den Kreis (St) in der Grundrißebene, 

^o Gerade Q in der Aufrißebene und eine horizontale Gerade (6), 

^eren Grundriß mit der b' der Figur zusammenfällt. Die c' stellt uns 

1) Gino Loria, 1. c. 
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dann auch deu Grundriß einer Erzeugenden der (F) vor, and ] 
bemerkt, daß q' der Grundriß jenes Punktes q dieser ErzeugendettJ 
der in der horizontalen Ebene (SU) liegt, welche den Abstand ' 
Grundrißebene von der Horizontnlehene (S) durch (6) hälftet. 
Tangenten an (F) in den Punkten jeder Erzeugenden bilden aber i 
hyperbolisches Paniboloid, dessen scheinbarer Umriß für die Horizont) 
Projektion eine Parabel ist. Im vorliegenden Falle berührt diese Parad 
die e' in «', sie hat femer die X' und die b' zu Tangenten. W 
können daher leicht in mannigfacher Weise ihre durch g' gehend 
Tangente, welche zugleich Tangente der Visiera in q' ist, konstmierei 
Betrachten wir die Parabel etwa als Erzeugnis der Punktreihe (a V 6 '}'■■ 
und der projektiven auf der unendlich fernen Geraden diu'ch die Parabe 
tangenten ausgeschnittenen Reihe, so erhalten wir die Direktionsaehi 
beider Reihen als Verbindungslinie von a' mit dem Schnittpunkte 
c' und der Parallelen zu %' durch b'. Der Schnittpunkt der Direkt 
achse mit der b' gibt alsdann, mit h' verbunden, eine Parallele^ 
Tangente in q'. 

Konstruieren wir mit Oq als Spitze den Richtkegel der (F), 1 
ist dessen Schnitt mit der Ebene (S9) eine gemeine Kissoide, der 
bestiramen wir *■' auf e' so, daß ä^r'^c'b' ist, so stellt uns r' At 
Grundriß eines Punktes der Spurkurve in der (5Ö) des Richtkegels di 
(jF) dar. Betrachten wir jetzt r' gleichzeitig als Grundriß eines Punkt 
auf dem hyperbolischen Pardboloide (P). so liegt der AufiriB r ayu 
metrisch zu p in bezng anf j als Symmetrieachse. Der ÄufrlB di 
Raumkurve, die (c) beschreibt, ist also eine Veraiera, so daß jetzt d 
Möglichkeit besteht, vermittels der Tangentialebene in (r) an (P) nr 
der Tangente an die Kissoide im Punkte r' die Tangente der Versie 
in r in analoger Weise zu finden, wie dies in Art. 6 för den Pun 
q' der Visiera geschehen. n 

8. Von Interesse ist noch der Kreuzriß der Uaumkurve (flj (Arn 
Wir legen die Krcuzrißebene direkt durch a und finden den KtmI 
p" des Pnnktes {p) der (70, welcher auf der Erzeugenden (e) Toafl 
liegt, als jenen Punkt von e, der von a einen Abstand gleich S 
besitzt. Bezeichnen wir p" zugleich mit p^, und nehmen wir an,^ 
sei Aufriß eines Punktes (|)^) der (e), so ist sofort zu ersehen, m 
der Grundriß p'^ auf einem Kreise ft^ liegt, der kongruent mit fl' 
und in u^ die e,, berührt, denn das rechtwinkelige Dreieck, von d- 
äfly)^ eine Kathete ist und dessen Hypotenuse in die Q fallt, ist k* 
gruent mit dem Dreiecke a^p'\. Der Kreuzriß der {R) ist mit! 
identisch mit dem Aufrisse einer Raumkurve 3. Ordnung (Ä») ■ 
(i'), welche durch den mit dem Hotiitionszylinder [Z') kongm 
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ZjÜDder (Z^) ausgeschnitten wird. Nach einem bekannten Satze des 
Henn Mannheim über gerade Konoide sind die beiden Kurven {1\) 
xind {R^ selbst kongruent. Die vorliegende Projektionskurve ist aber 
nichts anderes als eine Newtonsche Serpentine}) Ihre Wendetaugeiite 
in a^ als KreuzriB der (b) ist imter 45^ gegen die Asymptote a 
geneigt. 

Die Erörterungen in den Art. 3 — 5, welche zu Tangenten- bezw. 

Krümmungsmittelpunktskonstruktionen für die Versiera geführt habeu, 

komien wörtlich gleichlautend für die Serpentine angestellt werden. 

io. der Figur sind die betreffenden Punkte und Linien , die denen für 

die Versiera entsprechen, durchwegs mit denselben Buchstaben be- 

zeichnet, denen rechts unten ein * beigesetzt wurde. Es ist ferner 

ohne weiteres klar, daß auch die Art. (3 und 7, welche sich mit der 

Versiera beschäftigen, analoge Auseinandersetzungen gestatten für den 

Ort der Mitten g^ der Strecken 6'i4. Der Ort der Punkte r'^ iHt 

i^&türlich nicht mehr eine gemeine Kissoide, sondern eine solche all- 

fir©meinerer Art, für welche übrigens auch recht einfache Tangenten- 

Konstruktionen bekannt sind.*) 

9. Mit geringfügigen Modifikationen können die oben durchge- 
ftlhrten Schlußfolgerungen auch dann noch Verwendung finden, wenn 
^^Ki Stelle des Sjreises 5t' irgend ein durch Uq gehender Kreis der 
^^>*und]ißebene als Basis eines Rotationszylinders tritt, der mit dem 
-^«ur»boloide (P) zum Durchschnitte gebracht wird. Es ergeben muh 
'•^■^«i^tereinander orthogonal affine Kurven H. Ordnung für die Aufrisse 
^ixierseits und für die Kreuzrisse andererseits für alle Durcbdringungs 
^xurven von (P) mit Rotationszylindern, welche längs a von derselben 
^El>eiie berührt werden. 

Fassen wir speziell jenen Rotationszylinder ins Auge, dessen Kasis 

der um 6q mit dem Radius ?>^,ay beschriebene Kreis ist, ho ist der 

Aixfriß der Dnrchdringungsknrve mit (P) die von Herrn Loria 

^seudaversiera genannte Kurve, die oft mit der Versiera verwe<'h«elt 

^nrde.«) 

Prag, 25. JuU 1904. 



1) Gino Loria, 1. c. 

2) Vcrgl. G. Stiner, Metrisch«; Eig<;u«cbÄfteü der Kurve S. Ordnung mit 
^^m Doppelpunkte, Mathem. Monatwbefte 4, Jalirgaiig i^*J^, H. VV lli. 

S) So noch in Herrn £. Pascal« Ile|>ert<;riuiii der höheren Mathematik II 
^' ^27 £) trotz der Bezugnahme aui' Loria Uui i\»M*i\hut angegeben« Taugeuieu- 
^ouatmktion ist wesentlich umst&ndlich^fr al» irgend eine dijr na<'h djau obigen 
^^^'^Dien ZD irewinnende. 



tfber eine Klasse unendlicher Reihen.') 

Von 0. SriESS in Biisel. 

Jede reelle Zahl kann auf unendlich viele Arten als Summe von 
Stammbrüchen dargestellt werden. Dies folgt direkt aus der Divergenz 
der Reihe g- + o + "t + ' ' ' Unter allen Heihen von StammbrÜühen, 
die eine gegebene Zahl z darstellen, muß es eine geben, die dadurch 
ausgezeichnet ist, daß sie stärker konvergiert als jede andere, die eich 
daher zur Auswertung am besten eignet. Um diesen Begriff' der 
stärksten Konvergenz schai-f zu formulieren, denken wir uns alle mög- 
lichen Darstellungen von s als Summe (positiver oder negativer) 
Stammbrüche aufgestellt 

'-i + ri+' — ^ + -^ + --' "'"■ 

und bilden zu jeder solchen Reihe die sukzessiven Reatglieder 
4.-r^+^ + --. -B. = r +f^ + -' (» = 1,2,3. 



1) Die Aufgabe, eine Zubl dnrch eine Summe von Stammbrilchen dEir^UBtelleii, 
bat liekacntlicb «chon im alten Jigypteii ihre Bebacdlimg ^efuodeii. Die ziemlich 
rrgellooen Entwiuklungeti sind index diireb keine Rilcksicbt auf möglichst lascbe 
KonvergenK geleitet. Vgl. hierüber: Cantor, Geacbichte der .Math. Bd. I. und 
speziell Loria, Giomale di Matemattcbe T. XXXll. In der Neuzeit haben be- 
Bonders die Dezimalbrüche die Aufmerkaauikoit der Mathematiker gefeaaelt: es sind 
dies MaiimalrcibcD bei vorgeschriebenen Nennern. Lambert (Acta helvetic». 
T. m 175S, Acta eruditomm ITGS) betrachtet Reiben vom TjP"^ ^^^ hjpergeome- 
trüchen nnd aucbt durch Umformungen ihre Konvergeni^ zu vergröBern. Lagrange 
(Jonmal de l'Kcole Poljt. T. II) entwickelt allgemein rationale Brüche in Beiben 
vom Typus 
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und macht auf die starke Konvergciix dieser Entwicklungen aufmerksam. Eine 
■olcbe Reihe ist aber fi'ir rationale Werte der dargestellten GrJlBe niemals Maii~ 
malreihe in uueerem Sinn, nur im Fall einer quailrali scheu Irrationalität von der 
Form II — yu' — 1 tritt, wie wir sahen, dieser besondere Pall ein. Da meine* 
Wissens untere St&mmbrucb reihen maximaler Konvergenz noch keine aystematiBch«, 
tiel«r eindringende Behandlung crt'uhrt'n haben, wie die» doch für die nahe ver- 
wandten Ketteabrflche geaebehea int, so schien es mir nicht überflüKsig, die Auf- 
merksamkeit auf einige Tunkte dieser Theorie xu lenken. 
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Es gibt dann (von einem unwichtigen Spezialfall abgesehen) eine be- 
stimmte Reihe 



^ = "^ + - + • . •, B^ = -i- + -^ - + 



für welche der absolute Betrag von jedem der Reste R^, R^, R^, . . . 
kleiner oder tcenigstens nicht größer ist als der mit gleichem Index ver- 
sehene (absolut genommene) Rest jeder andern der obigen Reihen. 
Von dieser so definierten Reihe sagen wir, sie habe unter allen Reihen 
der betrachteten Art die stärkste Konvergenz und nennen sie kurz die 
Äfaximalreihe von e. 

Es ist ofiFenbar, daß der Begriff der stärksten Konvergenz, der 
sich auch auf Reihen anderer Art erweitem läßt, ein relativer ist und 
sich nach den Verfügungen richtet, die über die Form der Reihen- 
glieder getroffen worden sind. Wenn wir z. B. bei den obigen Reihen 
noch verlangen, daß die Glieder alle positiv, oder abwechselnd positiv 
und negativ sind, oder daß die Nenner bestimmte Primzahlen enthalten, 
80 erhalten wir jedesmal eine wesentlich andere Maximalreihe als wenn 
wir von solchen Einschränkungen absehen. 

Wir begnügen uns hier auf den Fall näher einzugehen, wo die 
Glieder der Reihe alle positiv sind. Wir verstehen demnach, wo nichts 
anderes bemerkt wird, unter x^y y^y Sj^ lauter reelle positive Zahlen. Ist 
eine Zahl z zur Entwicklung vorgelegt, so trennen wir die größte in 

z enthaltene ganze Zahl davon ab imd bezeichnen den Rest mit — , wo 
also y > 1 ist. 

Setzen wir dann sukzessive 

(1) l«i. + l i.»JL + i- ... A«i+ A. 

y ^ yi' Vi ^l Vt' ' Vn ^n Vn+l' 



so erhalten wir 



1 1.1. 1 



(2) JL»A4.± + ...± + _L_. 

y X ' X, ' x^ y„ + i 

Xy x^y x^, . . , sollen ganze Zahlen bedeuten. Um unsere Reihe 
größter Konvergenz zu erhalten, haben wir ic, a^^, :rj, ... so zu wählen, 

daß die einzelnen Reste — , — , ... möirlichst klein ausfallen. Dies 

tritt offenbar ein, wenn wir allgemein für Xj^ die nächste auf y^ folgende 
ganze Zahl nehmen. Nur wenn zufällig y^ selbst ganz ist, müssen wir 
^k ™ Vk setzen. In allen Fällen haben wir also zu setzen 



Vk-^k-^k wo 0^€„<l. 



Durch Einführung der Größen e gewinnen wir aus (1) das folgen, 
gleichbedeutende Gleichungssystem 



(3) 



y 

XU 



X ~ € 



X^ ^1? 



^2 ^iJ 



yn= 



n — 1 



y== 



^'/l ^«7 



y»i+i ""e 



^«^«-1 • • • ^ 



fl*/l-l • • • * 



y = ^ 



H + l 



■«+1 



Eliminieren wir y aus den beiden zuletzt angeschriebenen Glei- 
chungen, so erhalten wir 

('*) ^/i + 1 + ^71 ~ t' + ^n 4- 1 • 

+ 

Bezeichnen wir allgemein mit [z] die nächste auf z folgende ganze 
Zahl, und beachten, daß s^^^ ein echter Bruch ist, so können wir aus 
(4) schließen, daß 



(5) 









mit Ausnahme nur wieder des Falles, daß zufällig e^^^ = und - 

ganze Zahl ist. Die Rekursionsformeln (5) dienen zur sukzessiven Be- 
rechnung der Teilnenner x,,. 

Da £„ die Eins zur oberen Grenze hat, so ergibt sich aus den 
ersten Formeln (5) 

(6) ^n + i^^1,-^n+ 1- 

Die Nenner der Stammbrüche wachsen also etwa wie xl. Brechen 

wir die Reihe nach dem Glied ab, so ist der Rest 



1 

i/. + i 



o:.. ■ , — 



'« + 1 



X. 



r-< 



X^ — X 
n n 



= zö + 



X' x^(x — 1) 



also kleiner oder nur wenig größer als das Quadrat des letzten Gliedes. 

Um eine Zahl z ^ — etwa bis auf die 1000. Dezimalstelle genau zu 

kennen, braucht man nur wenige Glieder unserer Entwicklung zu be- 
sitzen, nämlich für den kleinsten Wert x^2 höchstens 13, sonst sicher 
weniger. 
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Die Formeln (5) bedurften einer Modifikation in dem Fall, daß 
eine der Größen €^ == wird. Ein Blick auf das System (3) lehrt, 

daB dann die Reihe der Stammbrüche mit abbricht und y eine 

rationale Zahl ist. Umgekehrt, wenn y rational ist, so ist die Minimal- 
reihe endlich, also wird ein gewisses £^ = 0. In der Tat, falls etwa 

y = -- gesetzt wird, ist das System (3) dem Wesen nach identisch 

mit dem folgenden 

h = xa — flj, flj < a, 

xb = x^a^ — a^j «j < «i; 

x^xb =» x^a^ — ag, a^ < a^j 



CO 



x„^txb = a:^_i a„_i - a„, a„ < a„_i 



Da hierin a, a^, a^y ... eine Reihe monoton abnehmender ganzer 
Zahlen sind, muß a„ =* werden für einen Index n ^ a. 
Beispielsweise ist 

i?„i + _i_ + j_ + _i_ + \ 

61 4 ~ 17 ^ 378 ~ 166795 ~ 40974296680 

Ist also z irrational, so kann die Reihe der x nicht abbrechen. Aber 
auch jedes rationale = — kann natürlich durch unendliche Reihen 

^ y 

TOQ Stammbrüchen dargestellt werden, und man darf nach derjenigen 
unter ihnen fragen, welche stärker konvergiert als alle übrigen. Es 

ist klar, daß diese unendliche Maximalreihe für — mit der oben definierten 

2/ 

endlichen Maxirnalreihe von (w) Gliedern in den (n — 1) ersten Gliedern 
übereinstimmen muß, da sich sonst eine andere Reihe angeben ließe, 
die stärker konvergiert. Man erhält also die unendliche Maximabeihe 
einer rationalen Zahl, indem man das letzte Glied der endlichen Maxi- 
rnalreihe ersetzt durch die entsprechende unendliche Entwicklung 

stärkster Konvergenz. Die Aufgabe ist also zurückgeführt auf die Frage 
iiach der Maximalreihe eines Stammbruches. 

Nehmen wir aber in den Gleichungen (3) y als ganze Zahl an, 
so erkennt man, daß e und s^y s^, s^y ^^^^' ^^^ gleich Eins sein müssen, 
da f^ = ausgeschlossen wurde. Tragen wir diese Werte in die 
Rekursionsformel (5) ein, die auch für diesen Fall gilt, so finden wir 
fÖr jeden Index n 

l) ^„+1 = x^ — x„ + 1. 



Die Teilnenner der Maximalreihe eiues Stammbruchs eiitstebea also 
durch sukzesBiTe Iteration einer quadratiaclieii Funktion, d. h. es gilt 

die Entwicklung 



(9)' 



: + :+:+■ 



- + ; 



i^t+i - ^i - ** + !)■ 

Diese Gleichung gilt natürlich für beliebige Werte von x, nur verliert 
die rechte Seite für nicht ganzzahliges x den Charakter der Maximal- 
reihe. Man betveist sie am einfachsten, indem man der Reknrsiona- 
I fonnel fttr Xf die Form gibt 



( daß Bestehen der Gleichung (9) in die Augen springt. 

Die Fri^e, wann die Reihenentwicklung (9) ins Unendliche fort- 
gesetzt werden darf, ist offenbar identisch mit der, alle Punkte x der 
komplexen Ebene zu bestimmen, für welche x^ und « über alle Grenzen 
wächst. Es würde indes hier zu weit führen, auf die interessanten 
Verhätfniase (wie sie in ähnlicher Weise bei allen Reihen auftreten, 
deren Glieder durch Iteration einer Funktion entstehen) nälier einzu- 
gehen. Ich begnüge mich daher folgeaden Sats zu beweisen: 

Zieht min niU dem Punkt ^ = y ^^ Zentrum ewei Kreise hes. 

tnil den Radien - + I/-5- und -:^, so ist für alle Piinhk die außer- 
Jialb des größeren Kreises liegen, 



' 00 und ^^ — konveryiert, 



ßr alle Punkte im huuren des kleineren Kreises aber ist 

lim X = 1 und 



^, — divergiert. 



Beweis: Die Funktion 3;, = j:' — J. ' + 1 bildet jeden Kreis mit dem 
Hittelpunkt « = y ^^ einen Kreis mit dem Zentrum i = -- ab. In 
der Tat setzt maü J = 6 + tij, x, = ;, + 1 •,i, so gilt 

(10) (s,-i)-(s- ■)■_,. + !, ,,-2(1-1). „ 

-»US 




Fig. 1. 
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Insbesondere wird das Innere des Kreises 16 "■ y) + ^/* ==" t *^ ^^ 
Innere des Kreises \L — —S -\' vl^ Tä abgebildet, der im Inneren des 
ersteren liegt und ihn im Punkt 6 » 1 
berührt. Zieht man durch g - | einen 

Dnrchmesser des größeren Kreises , so 
entsprechen seine beiden Endpunkte 
seinem zweiten Schnittpunkt mit dem 
kleineren Kreis. Man schließt dann 
leicht, daß die Bilder des kleineren 
Kreises wiederum auf einer Kurve 
liegen, die von ihm eingeschlossen ist 
und nur den Punkt 6 — 1 mit ihm 
gemein hat. Und da dieser Schluß 
fortgesetzt gilt^ so ergibt sich, daß lim a:„ » 1 für alle Punkte x des 

n=sco 

Kreises vom Radius y wird. W. z. b. w. 
Aus (10) zieht man femer die Formel 

(i.-t)' + '!-7-|(«-t)* + ''-:|' + («-9'-t- 

Bestimmen wir einen Radius r, so daß 

(H_l)-(^-l)'-±, 

SO erkennt man leicht^ daß die Bilder aller Punkte auf einem Kreise 
Tom Radius R^ r, fElr die also 

($ - y)' + ^* - ^ > 4 + l/| - (1,2071)*, 

auf das Äußere eines konzentrischen Kreises von größerem Radius 
fallen^ daß also für alle Punkte außerhalb des Kreises vom Radius 
1,2071 . . . lim o;. — <x) sein muß. 



Mssao 



Für reelle Werte von x leuchtet übrigens ein, daß die betrachtete 
Reihe konvergiert für alle Punkte außerhaU) des Intervalles von bis 1, 
divergiert für alle Punkte innerhalb und auf der Grenee desselben Intervalles. 

Aus der einen Darstellung von r als Summe rationaler Funk- 

tionen kann durch folgenden Prozeß eine Menge anderer gefunden 
werden. Schreiben wir nämlich in 

» 1 + ": + 1 



+ \ + 
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— X für -c, und addieren die neue Gleichung zur alten, so hängt daa 
Resultat nach Vereinigung der eutsprechendeu Glieder nur noch von 
x^ ab. Schreiben wir dafür wieder x, so kommt 



+ ^.- 



+ 2 



f- a^j'^- S3;'+ Hji^H- 16i' + 6j; + 1 



Diesen Prozeß können wir beliebig oft wiederholen, wobei der Nenner 
dea ersten Gliedes sich stets reproduziert, während die übrigen Nenner 
ihre Gestalt wechseln. 

Xachdem wir die Maximalreihen der rationalen Brüche besprochen 
haben, wäre die nächste Frage die nach der entsprechenden Entwick- 
lung einer quadratischen Irrationalität y = a-\-h YD. Hier treten aber 
bereits beträchtliche Schwierigkeiten auf, die noch zu überwinden sind. 
Nur in einem bemerkenswerten Fall können die Glieder der gesuchten 
Reibe aagegeben werden, nämlich dann, wenn der zu entwickelnde 
echte Bruch die Form hat = <i — hYD, wo a, h ganze Zahlen sind, 
die der Gleichung a^ — h^ • D= 1 genügen. 

Wenden wir nämlich die Rekurs ions formein (5) au, so haben wir 
zu setzen 






= 2(1, 



\\^2a 



2«)» - 



\ 



Da 4«»<2(4(i'- 2«) 
sein, und wir haben 



- 1, so muß fl/(4o* - 2«)« - 4«'] - 4a» - 2a 
■2ft,, f. = 2,((«, --|/^f^nj. 



wo wir «, =■ 2a^ 
die Größen a,, a. 



■ 1 gesetzt habeu. Fährt man so fort, und bestim 
. . <ij nach der R«kursion8forme] o«+i = 3n|- 



:e, =, 2fl ■ 2fl, . . . 2o, = 2a, ■ a:,_, , e, = a.„_,(ß, - ]/oJ — l). 
Wir nehmen dies für den Index n als bewiesen an nnd folgern 

I.+, - [f ■ - j:.] - (*. (2«: ~ 1) + (2o. VS^^l 



-[x.(<..+,+l/< 



T)l- 
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Nun folgt aus ün+i = 2al — 1 leicht (aj-f-i — l) = (2aH)*(a5 — 1) und 

somit 

(a;+x - l) = (2a« . 2an^i . . . 2a)* (a« - l)^xl{a^ ~ 1). 

Da a ^ 2 sein muß, so ist also immer 



ttn-f 1 > xl und Xn VaS-i-i — 1 > (a:„an-(-i — 1), 
d. h. es wird 



Xn+i = Xn • 2a„4.i, «,4.1 =. a:n(a*+i — V^S+i — 1), q. e. d. 

Wir haben so den Satz erhalten: 

Sind a, b positive ganze Zalden, welche der FellscJien Gleichung 

a- — 6*D = 1 genügen, so gut für die IrrationeUzahl a — bYD die 
Reihenentwicklung * 

(2«*+i) = (2«t)»-2, 

und zwar konvergiert die Reihe rascher als jede andere Darstellung der- 
sdben Zahl als Summe positiver Stammhrüelie, 

Die Reihe (10) hat zur numerischen Auswertung die denkbar 
günstigste Form und kann gelegentlich zur Berechnung einer Quadrat- 
wurzel dienen, falls zufällig eine Lösung der zugehörigen Feilschen 
Gleichung bekannt ist, indem meist schon die beiden ersten Glieder 
eine größere Genauigkeit geben, als mit den gewöhnlichen Logarithmen- 
tafeln zu erreichen ist. So ist z. 6. 

y63 = 8 -(1 + ^.-^ + • • .)= 7,93725393 . . . 

Die Gültigkeit der Gleichung (10) hört im allgemeinen nicht auf, 
^enn wir dem a irgend welchen komplexen Wert geben, nur ist dann 
der Wert der Quadratwurzel jedesmal zu bestimmen. Die Reihe ist 
auch noch dadurch interessant, daß die sämtlichen Punkte, fär welche 
sie nicht mehr konvergiert, ein endliches, nicht geschlossenes Linien- 
stück stetig erfüllen. Es gilt nämlich der Satz: 

Die Reihe 

aOai ;^ + ^ + ^ + • • •, ad. inf. 

tro ajj^i — 2ai — 1 isty konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
^ Punkte der reellen Achse zwischen — 1 und + 1 und steUt den- 



j^igm Wert des zweideutigen Ausdrucks x ±yx^ — 1 dar, dessen ab- 
«oiwfer Betrag kleiner als Eins ist. 

9* 
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Beweis, 

Betrachten wir die ganze algebraische Funktion e von x, die durch 
die Gleichung gegeben ist 

(11) ^r«-2j;ier+l =0. 

Es leuchtet ein^ daß die Potenzen von g wieder Gleichungen derselben 
Form genügen müssen. Setzt man insbesondere 

2x^ — 1 = iCi , . . ., 2icj — 1 ^ ^k-\-if • • • » 
so gilt 

(12) z{-2xiigi + 1^0, ..., 4-2xkZk + 1^0, 
welche Relationen wir auch in der Form schreiben können 

(13) 2x^z+ ^, . . ., 2^4 - / + £r-«*. 

Nun folgt aus den Gleichungen (11), (12) die Formel 

2x~ 2x 2x~2x 2x^ 2X'2Xi^ 2X'2Xj^^ 

also 

^ / ^^ 2x'^ 2X'2Xi 2X'2x^'2x^'^ ^ 2X'2XiT. .2x^'^ 2x 2Xi . . .2x„' 



Es bleibt noch übrig, das Restglied der Reihe rechts zu unter- 
suchen. Ziehen wir in der Ebene den Einheitskreis um den Nullpunkt 
und betrachten die Punktzuordnung, die durch die Gleichung (11) ver- 
mittelt wird. 

Zu jedem x gehören zwei verschiedene Wurzeln dieser Gleichung 
(ausgenommen für a: = ±l, wo z^x wird). Da ihr Produkt «— 1 
ist, so liegt die eine im allgemeinen innerhalb des Einheitskreises, die 
andere außerhalb. Wir bezeichnen die erstere mit z, die andere mit 

ier' — — , so daß also immer |ier|<l ist. Eine Unbestimmtheit tritt 

nur ein, wenn der absolute Betrag beider Wurzeln gleich Eins ist. 
Suchen wir die Werte von x, für welche dies eintritt, und setzen dazu 
z — eff". Nach (13) wird dann 

iC = cos 9, . . ., Xn = COS (2"y) . 

Also: Für alle reellen Werte von x zwischen — 1 und + 1 und 
nur für diese wird \z\^ 1, Zugleich bleibt \ x^ \ hei wachsendem n end- 
lich und < 1, und die Reihe (10 a) divergiert. 

Umgibt man also die gerade Strecke von — 1 bis + 1 durch ein 
beliebig schmales Rechteck, so bleibt für das ganze äußere Gebiet 
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/ <1 und |ier'! > 1. Für alle diese Werte wächst aber nach (13) 
x^ mit n über alle Grenzen, so daß also die Reihe (10a) gleichmäßig 
konTergiert und diejenige eindeutige Funktion von x, die wir mit z 
bezeichDet haben^ vollständig darstellt. 

Um den Zusammenhang zwischen z und x noch etwas zu verdeut- 
lichen^ denken wir uns irgend einen Punkt z im Einheit'Skreis. Indem 
wir ihn erst an der reellen Achse und dann am Einheitskreis spiegeln, 

gelangen wir zum Punkt jßf' = - • Der Mittelpunkt auf der Geraden 

(z, z) ist dann das zugehörige x. Man sieht hieraus^ daß zusammen- 
gehörige Werte von x und z stets auf der gleichen Seite der Ordinaten- 
aohse, aber auf entgegengesetzten Seiten der Abszissenachse liegen. 




^f^len Werten von x außerhalb des Intervalles (—1, +1) entsprechen 
rfrffe z^ z\ Einem reellen Wert Xq zwischen — 1 und + 1 entsprechen 
z^ei Punkte z^ Zq des Einheitskreises, die man erhält, wenn man in Xq 
^^ Ordinaten bis zum Ejreis zieht. Läßt man x sich von der negativen 
Seite her diesem Punkte nähern, so wandert das positive z zum Punkt 
^0 lunauf. Kommt aber x von der positiven Seite an Xq heran, so 
nähert sich z dem Punkte Zq. Also hat z an beiden Rändern des 
»erzweigungsschnittes (—1, +1) konjugiert komplexe Werte. 

Wir haben im Vorhergehenden nur die Stammbruchreihen mit 
lauter positiven Gliedern behandelt. Das Verfahren bleibt aber im 
wesentlichen dasselbe, weim über das Vorzeichen der Glieder andere 
ß^stinunungen getrofiPen werden. Um z. B. die Reihen mit alternierend 
positiven und negativen Gliedern zu erhalten, haben wir in den Gleichungen 
(3) rechts den Größen € das positive Vorzeichen zu geben. Die Re- 
tureionsformel der Teilnenner wird jetzt 
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uod als unendliche Masi malreihe eines Stanimbruchs 
(15) 



*+i 



worin 



iat. 



Xt+i ^Xi + Xf 



- 1 



Indeaeen gibt na für quadratische IrrationalitäteD keine Maximal 
reihe von so einfachem Gesetz wie Reihe (10), Man kann zwar fär 
die Zahl \'a^ + 1 — « in analoger Weise wie S. 132 aus der Gleichung 
^* -f- '2as — 1=0 eine alternierende Stamm bruehreihe herleiten, die- 
selbe besitzt aber nicht den Charakter der Masimalreihe. 

Basel, 20. Sept. 1903. ^ 



Theorie der Potenzreste für zusammeagesetzte Uodaln. 

Von Paul Epstein in Straßburg i. E. 

Die elementare Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln 
ist — wenn man von Dirichlets Verallgemeinerung der Indizesdaratellung 
absieht — nicht wesentlich über den Stand in Gauß' Disquieitionea 
hinausgekommen. Sie findet eine natürliche Schranke in dem Satze, 
daß für zusammengesetzte Moduln im allgemeinen keine primitiven 
Wurzeln existieren. In der vorliegenden Arbeit wird der \" ersuch ge- 
macht, diese Schranke zu beseitigen, indem für jeden Modul primitive 
Wuizeln definiert worden, die natürlich für die Moduln, für welche 
bisher primitive Wurzeln existierten, mit diesen zusammenfallen müssen. 
Die Bestimmung der Anzahl dieser primitiven Wurzeln und ihre Ein- 
teilung bildet den Hauptgegenstand der Unt«raucbung. Dabei werden, 
um die Arbeit in methodischer Beziehung möglichst einheitlich zu ge- 
stalten, als wichtigstes Hilfsmittel geeignet gewählte xahlentheoretische 
Funktionen benutzt. Unter diesem üesichtsptmkt ist in den folgenden 
Entwicklungen auch eine neue Darstellung der bisherigen Theorie der 
Potenzreste enthalten. 

1. Redeutet m ii^end eine ganze Zahl, so wird nach dem vflH 
allgeme inerten Ferniatschen Lehrsätze die Kongruenz ^| 

durch jede zu m relativ primc Zahl erfüllt. Im allgemeinen ist dies 
aber nicht die Kongruenz niedrifjsfen Grades von der angegebenen 
Eigenschaft, sondern nur dann, wenn m Votm^ einer unt/eitidcn Prini- 
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g<M oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Sei in Primfaktoren 

zerlegt 

(1) tn - r-pi'PV ■ ■ ■ pI", 

a irgend eine zu m relativ prime Zahl, so bestehen die Kongruenzen 

a'('i') = 1 modpl\ a^(''«*) = 1 modi>^', . . ., a^('«") = 1 modpl^, 

nnd dazu kommen 

für «0 =- 0, 1 a = 1 mod 2^«, 

«0 - 2, 3 a« = 1 mod 2«», 

ao> 3 a*"*" = 1 mod 2"«». 

Wir bezeichnen das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen a, 
i, c, . . . mit 

[a, bj c, , , .] 
nnd bilden*) 

(fOr «0- 0, 1, 2, 3 ^(m) = \q>(pl^), q>(p^,^), . . , (p(i>:»)], 
ffir «o> 3 ^(m) = [2^-*, q>(pl% (p(i>^-), . . , g>(pln)], 

Dum ist nicht nur f&r jede zn m relativ prime Zahl a: 

sondern 

x^i^) = 1 mod m 

ist die Kongmenz niedrigsten Chrades^ die alle Zahlen eines reduzierten 

Bestesystems modm zu Wurzeln hat. 

Die 80 definierte zahlentheoretische Funktion ^(m) möge ^ySaupt- 

fxponenU zum Modul m^ heißen.^ Sie ist immer ein Teiler von ip(m) 

nnd nur för m^p" und m^2p^ ist sie mit q>(m) identisch. Für 

jede zu m relativ prime Zahl a gibt es einen Kleinsten Exponenten e, 

80 daß 

a* = 1 mod m 

^; diese Zahl e ist immer ein Teiler von ^(m) und soll ,, Minimal" 
^^'iponent von a f£Lr den Modul m^^ heißen. Der Hauptexponent ^(m) 
^ der größte fQr den Modul m mögliche Minimalexponent. 

Eine Zahl, die den Ha/upteocponenten zum Minimalexponenten besitzt, 
^ßt primitive Wwrzd von m. 



(2) 



1) Vgl. Lucas, Th^rie des nombres, S. 429. 

2) Mezkwürdigerweise wird dieselbe deutsche Bezeichnung „Hauptexponent*^ 
"^ iber in anderer Bedeutung — , in einer Arbeit von Cunningham, Mess. of 
^th. Bd. 88, S. 146 gebraucht. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, für einen Modul m die Anzahl der 
Zahlen mit gegebenem Minimalexponenten und insbesondere die AnjscM 
der primitiven Wurzeln von m zu bestimmen. 

2. Es bedeute 

xinij /i) die Anzahl der inkongruenten Lösungen der Kongruenz 

(1) ic'* = 1 mod m, 

0(ni,^) die Anzahl der Zahlen mit dem Minimalea^ponenten yb. 

In diesen Funktionen kann /x beliebige ganzzahl^e Werte annehmen; 
ist ft relativ prim zu tl^(m), so ist ;|^(ni, /x)=l, und wenn fi nicht 
Teiler von ^(m) ist, so ist jedenfalls ö(m, ft) = 0. 

Wo kein Mißverständnis bezüglich des Moduls möglich ist, kann 
man das Argument m weglassen. 

Ist n = tlf(m)y so ist 6(m,ii) die Anzahl der primitiven Wurzeln 
von m, und wir schreiben dann 

(2) für ft = tlf{m): 0{n%, /i) == ©(w). 

Jede Lösung der Kongruenz (1) hat entweder ^ oder einen Teiler von 
/x zum Minimalexponenten, und umgekehrt ist jede Zahl mit einem 
solchen Minimalexponenten eine Lösung der Kongruenz. Also besteht 
zwischen den Funktionen % und 6 der Zusammenhang 

(3) x{m, /i) ^^eini, 8), 8 aUe Teiler von fi. 

In der Summe auf der rechten Seite sind nur diejenigen Funktionen 
von Null verschieden, bei denen 8 zugleich Teiler von ^(w) ist; es 
braucht also 8 nur die Gesamtheit der Teiler des größten gemeinsamen 
Divisors von ft und ^(m) zu durchlaufen. Bezeichnen wir diesen mit 
dy so haben wir folglich den Satz: 

Es ist stets 

(4) X{^nyii)^x{^,^- 

Oder anders ausgedrückt: Die Kongruenz ^"^Imodm hat dieselbe 
Anzalü Lösungen, tvie die Kongruenz ccf^ ^1 modm. 

Es sei nun 

1. m ungerade: tu =pl^p'^^ . . i?"". 

Die Lösungen von a^ = 1 mod m sind die simultanen Lösungen der 
Kongruenzen 

ä:" = 1 modpl\ X = 1 modi?^', .,.,0^=1 modj>^». 
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Diese haben der Reihe nach d^, d^, . . ., d^ Lösungen, wobei 
(5) d^ der größte gemeinsame Teiler von /t und (p (p^') 

istJ) Durch Kombination der Lösungen der einzelnen Kongruenzen 
miteinander erhält man sämtliche Lösungen von o:^ = 1 mod m also ist 

X(m, ii) ^ d^d^ . . . d^. 
Ist aber 

2. m gerade: m = 2"''pl^ . . . p^", 

so kommt zu den obigen Kongruenzen noch 

xf' = l mod 2''o 
hinzu. Diese besitzt 

für «0=1: eine Lösung 

für ccq> 1 und fi ungerade: eine Lösung, 

II gerade: 2 d^ Lösungen, wobei 

(5 a) d^ der größte gemeinsame Teuer von [i und 2**«"* 

ist. 

Fassen wir alles zusammen, so können wir also sagen: Wenn m 
durch 4 teübar und [i gerade ist, so ist 

(6a) x(^y /*) = 2 d^d^ . . . d«. 

In aUen übrigen Fällen ist 

(6b) xipiy ii) =^ d^d^ , . . d„. 

Nimmt man beispielsweise /t == ^(^X so ist es jedenfalls eine gerade Zahl 
nnd rf,.= (flp"') (i = 1, 2, . . ., w). Weiter ist, sobald cCq'^ 2 ist 
d'^=2*'«~*, also 2^0=9(2*0), folglich erhält man, wie es sein muß: 

Xim, t{m)) = 9 (2''°) 9(1?^^) ... 9 (i)^«) = (p{m). 

Ans den Formeln (6) erkennt man, daß für zwei relativ prime Zahlen 
fiy fi' stets 

ist. 

3. Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Funktion ö(w, fi) und 
bedienen ims dabei des folgenden Satzes^): 



1) Gauß, DisquisitioneB arithm. Art. 85. 

2) Dieser einfache Satz, der bisher noch nicht ausdrücklich formuliert zu sein 
scheint, läßt sich auch aus einem kleinen Autsatz von Liouville, Journ. de 
Math. 1867, S. 110 ablesen. Er bildet die Quelle für zahlreiche Relationen zwischen 
sahlentheoretischen Funktionen. 
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Sind zwei zahlentheoräische Funktionen % und 6 für jedes Argument 
II durch die BekUion 

(1) j^(^)_20(^)^ (J aUe Teiler von ft, 

verbunden, ist xW = 1 wnrf für irgend zwei rdcUiv prime ii, yJ 

(2) zCftftO = zC/*) zCO, 

SO ist auch 

(3) öC/t^-) = ö(^) e(p'), 

unrf wenn, in Primfaktoren zerlegt: 

/t ==jp«giV . . . 
«5^, so ist 

(4) Ö(ft) = {x(pn - Z(l>"-')) (Z((Z''^ - Z(3^-')) . . . 

Beweis, Ist /i Potenz einer Primzahl: 

so folgt aus (1): 

Ist g^ Potenz einer zweiten Primzahl, so ist 

ö' 

Darin durchlauft d' alle Teiler von p"q!* mit Ausnahme von p'^^ selbst 
Diese kann man so erhalten, daß man sämtliche Teiler von p^9'^^\ 
femer von p^''^qf nimmt; dabei erhält man die Teiler von j)"~^g^*~^ 
zweimal y man hat sie also einmal wieder wegzunehmen; daraus folgt 

also nach (2): 

oder auch 

In entsprechender Weise weiterschlieBend gelangt man unmittelbar zu 
dem obigen Satze. 

Fügen wir in Formel (4) sämtlichen Funktionen ein erstes Arga- 
ment m hinzu, so haben wir die Anzahl 0(m, fi) der Zafden^ die für 
den Modul m den Minimalexponenten /t besitzen, durch die im vorigen 
Paragraphen bestimmte Funktion xip^f ^) ausgedrückt. Wir wollen die 
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Formel nur für den Fall ft = ^(m) weiter ausführen^) und erhalten 
dadurch die Anzahl der primitiven Wurzeln von m. Es sei iu Prim- 
faktoren zerlegt: 

(5) 9,(m) = 2''q\' q\: . . . q'/, t{m) = ^'q'^ q'^ . . . q^*. 

Dann ist nach (4), wenn wir für ^l ==« ^(w) anstelle von 0(jl) die 
Bezeichnung «(m) wählen und bei den ;i;- Funktionen wieder das erste 
Argument m weglassen, die Anzahl der primitiven Wurzeln: 

(6) «.(m)=[z(2'«)-z(2'°-^)][z(9;') -Z(«r ')]-tfc'')-itfc''"')]- 

Wir bestimmen zunächst für irgend eine der tmgeraden Primzahlen q 

die Werte von x{q*) ^^^ x(Q^~^)' 

Es seien die höchsten Potenzen von q^ die der Reihe nach in den 

Funktionen (plp"^), ^\Pi)f • • •> ^(jPw") enthalten sind, 

3^ q'\ . . ., q'\ 
Dann ist q in der Funktion (p{m) mit dem Exponenten 

^ = n + y« + • • • + y« 

enthalten; dagegen ist der Exponent v von q in ^(m) nach der De- 
finition dieser Funktion die größte der ZaJilen yi, . • . y^- Folglich ist 
nach (6) des vorigen Paragraphen: 

(8a) ziQ') = q''^''* '*''•-' q- 

um aber xil*"^) ^^ bestimmen, bezeichnen wir mit 

0) e die Anzahl der durch ^ teUbareti Funktionen (p (p'^^ , . . ., <p (jp"") 

lind finden durch eine leichte Überlegung 

also ist 

''^c) e(q^) = xir) - xiff-') - q'-'(q' - 1)- 

Eine entsprechende Formel findet man für die Differenz ;i;(2''<») — ;i;(2*<»"^), 
nämlich 

(9) 0(2-0) =, ;^(2'o) _ ;t(2'o-^) = 2^'>-'o(2'o - 1), 

nur muß man dabei die Zahl €q in geeigneter Weise definieren. Ist 
1. ni nicht durch 4 teilbar, so ist 

£^ die Anzahl der durch 2*« teilbaren Funkti<men 

1) Der allgemeine Fall wird in Nr. 5 behandelt. 
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2. Ißt m durch 4 teilbar und Vq> Ij so ist 
Sq die Anzahl der durch 2*'«» teilbaren Funktionen 

(7 b) i9(2"«),y(K'),...,9>(K")- 

3. Ist aber vq = 1^ was immer eintritt^ wenn m keinen Primfaktor 
von der Form 4 ä + 1 enthält und durch keine höhere Potenz von 2 
als 8 teilbar ist^ so ist 

(7c) ^0^ K- 

Aus (8) und (9) findet man nunmehr^ wenn man die nach (7) zu be- 
stimmenden Zahlen e durch Indizes entsprechend den Primfaktoren qj' 
von tlf{m) unterscheidet, die Anzalil der primitiven Wurzeln von m: 

(10) c(m) = 2^»- "(2'- - 1) 3^-" («;' - 1) . . . 3^-'« (3;« - l) • 

Führt man aber eine zahlentheoretische Funktion 

(11) v{m)-2"-'q[^-'...q^'-' 

ein und bezeichnet mit 5(/t) die Summe der Teiler von fiy so kann 
man, wie man leicht sieht, schließlich folgenden Satz aussprechen: 

Um die ÄnzaJd der primitiven Wurzeln einer ZaJd 

200 a^ Oft 

Pl "Pn 

ZU bestimmen, berechnet man die Funktionen g?(2*'°), (flpl^), • - •, fp (Pn") > 
ferner 

(|p(m) ^ 2'^q[^ . . . q'/ 

und nach Formel (2) in Nr, 1 den Hauptexponenten 

Frmittdt ma^i dann nach (7) die Zahlen Bq, ii, . .. s^ und entsprediend der 
Formel (11) die Funktion r](m), so ist die AnzaJd der primitiven 
Wurzeln von m: 

(12) "(«,). y<p(,«)^;^;;f- 

Ist m ^ p" oder 2p"j so ist ij(w) = 1, und man hat die aus den 
Elementen bekannte Anzahl der primitiven Wurzeln: ©(w) = V^(p^\ 

4« Ist a primitive Wurzel von m, und bildet man die Reste der 
Potenzen von a nach dem Modul m, so ist a^^o^'modm dann und 
nur dann ebenfalls primitive Wurzel, sobald /t relativ prim zu ^{ni) ist. 

Umgekehrt ist dann auch a = a^^ mod m, wobei /i, die zu ^ assoziierte 
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Zahl, d.h. ftftj^l modtlf(m) ist. Solche primitiven Wurzeln, von denen 
jede einer Potenz der anderen modm kongruent ist, sollen miteinander 
verwandt heiBen. Dagegen möge eine Zahl b^ welche keiner Potetiz von 
a kongruent ist, fremd zu a genannt werden. Ist b auch primitive 
Wurzel, 80 sind samtliche mit b verwandten Wurzeln fremd zu sämt- 
lichen mit a verwandten und umgekehrt. Hieraus folgt der Satz: 

Sämäiche primitiven Wurzeln von m lassen sich in „Familien" 
van je q>(tlf(m)) miteinander verwandten Wwrzdn einteilen. Jede Familie 

ist fremd zu jeder anderen. Die Anzahl der Familien ist ^\ ,\^ • 

Die Einteilung laßt sich aber weiter treiben. Sei a primitive 
Wurzel und r eine zu a fremde Zahl vom Minimalexponenten 2, also 
eine Lösung der Kongruenz 

(1) x^ = 1 modw, 

so ist 

(2) b^ra mod m 

ebenfalls primitive Wurzel und fremd zu a. Denn wäre der Minimal- 
exponent ß von b ungerade, so wäre b^ = ra? = 1 modm, abo 
r ^ a^ <"•)""/*, was unmöglich ist, da r fremd zu a sein soll. Für einen 
geraden Minimalexponenten ß ist aber &* = »^ = 1 mod w, also kann 
nur /J =« ^ (w) sein. Wäre nun b mit a verwandt, so könnte wieder r 
nicht fremd zu a sein. 

Aus (2) folgt aber, wenn ^l rekUiv prim zu ?^(m), also jedenfalls 
angerade ist: 

(3) b^ ^ra/* mod m, 

es geht also auf diese Weise die ganze Familie primitiver Wurzeln, 
za der a gehört, in eine neue Familie über. Macht man denselben 
Übergang mit Hilfe von sämtlichen zu a fremden Lösungen der Eon- 
graenz (1), so kann es vorkommen, daß man dieselbe neue Familie 
mehrmals erhält. Es müßte dann, wenn r' eine zweite zu a fremde 
Loenng von (1) ist: 

(4) r'a^ra^ modm (ft relativ prim zu ^(w)) 
sein, also wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt: 

würde aber, da jedenfalls n < ^(w) ist. 
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folgen, und dies ist nur dann relativ prm nt t'{m\ wenn fi>(ni) dun3t ' 
4 teilhar ist. In diesem Falle besteht dann fOr die Lösunf^en r, r' die 

Belieb img 

.(•(Bl) 

rr' = « ' mod m. 
Hiermit haben wir den Satz: 

Jede zu a fremde Lösung der Kongruenz x' ^\ mod m ereeugf eine 
zur Familie von a fremde Familie primitiver Wv/rxdn &'' ^ ra)' modm; 
solxdd aber i'(^»t) durch 4 tfiUiar ist, liefern je zwei durch die Kongruenz 

rr'^a ' med im Berhundene Lösungen r. r' dii' gleiche Familie. 

Wir wollen die Gesamtbeit der in dieser Weise ans einer Familie 
entspringenden neuen Familien mit Einrechnung der ersten einen 
Stni»}» von Familien nennen. Da aus b ^ ra mod tn auch 
a ^ rb mod )ii 

folgt, so kann man einen Stamm aus jeder ihm zugehörigen Familie 
erzeugen. Dagegen erzeugt jede Familie, die dem Stamme nicht zn- 
gehört, einen neuen Httiram. 

Nun sind von den Lösiingen der Kongruenz x* ^ 1 mod m mit 

Ausnabme dei- Lösungen r ^ 1 mod m und r ^a^ mod m aSe 
Lösungen ^emd zu a. Die Anzahl aller Lösungen ist nach der hW 
herigen Bezeichnung %{m, 2), und es ist') nach (6) in Nr. 2., wenn wieder 
m ^ 2"''p"'p'^' . . . j>"' ist: 



für Co =0,1 xi.m,2)^2'', 

«,>2 x{m,2)-2-^\ 

Es ergibt sich also schließlicb der Satz: 

Die primitiven Wurzeln zerfallen in Stämme. Jeder Stamm hat, 

A) tlienn ij/{m) nickt dttrch i teilbar ist, j;(»n, 2) — 1, 

B) teenn tii{m) durch 4 teilhar ist, { x{m, 2) 
Famillm von je (p(i-(m}) primitiven Wurzeln. 

5. Wir wollen noch die Frage bebandeln, ob unter den Itesten der 



I 



Potenzen aller primitiven Wurzeln i 
Zahlen auftreten; wir werden finde 
Fall ist. 



n Dl sämtliche zu m relativ primen 
ddß dies im allgemeinen nicht der 



1) Vgl, BftchmftHB, Niedere Zahleotlieorie . S. 172. 



A 
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Es seien a und b primitive Wurzeln, und es möge für einen Ex- 
ponenten II die Kongruenz 

(1) a" = h" mod m 

bestehen. Bedeutet d den größten gemeinsamen Teiler von fi und ^(m), 
'^ ^^ fi = dii\ t{m) = dt' 

und (i' relativ prim zu ^' ist, so läßt sich eine Zahl /t^ derart be- 
stimmen, daß ^i'^i^ ^ 1 mod^' ist. Erhebt man also die Kongruenz (1) 
zur /ij**** Potenz, so folgt 

(2) a*' = ¥ mod ;w. 

Bezeichnet nun g{m, /t) die Anzahl aller inlongruenten Werte, die a^' 

annimmt, wenn a sämtliche primitiven Wurzeln von m durchläuft, so 
wird offenbar 

(3) g{^m, fi) = g(;m, d) 

sein. Andererseits ist aber nur dann 

g(m, u) = g{m, v), 

wenn ft und v denselben größten gemeinsamen Teiler mit t(m) besitzen; 
denn nur unter dieser Bedingung kann für zwei primitive Wurzeln die 
Kongruenz ^. _ j. ^^ ^ ^^ 

bestehen. Da also hiernach die Funktionen g(m, ^) nur für den Fall 
zu betrachten sind, daß das zweite Argument ein Teiler von ^(m) ist, 
so können wir mit einer leichten Änderung der Bezeichnung an ihrer 
Stelle die Funktionen 

(4) am, d) = g (m, ^-f ) 

einfuhren, und wir stellen uns die Aufgabe, den Wert von f{m, d) für 
einen gegebenen Teiler d von ^(w) zu ermitteln. 

Es bedeutet also f(ni, d) die Anzahl aller inkongruenten Werte 

von a ^ . Die Kongruenz 

(5) a: '' = a ** mod m 

^^ ly^y -^-) Lösungen. Durchläuft a alle primitiven Wurzeln, so 

erhalt man f{m, d) Kongruenzen, deren Lösungen sämtlich inkongruent 
sind, also haben alle Kongruenzen zusammen 

(6) /•(«', d) X (m, "^f )) 
verschiedene Lösungen. 



PiLT. EpaTKiN: 



und 



Löaimg X der Kongruenz (5) hat einen Minimale3.-ponaiien 

es muß ^ relativ prim su ä sein; denn hätten | und d einen von 1 

Terackiedenen gemeinsamen Teiler Ti, 80 daß % — J)%' und d = Dd' 

= 1 modm, also auch x " ^1 modm; ferner 

■/'(■") :M^. 

wäre a"'"*' ^a"''' modm, folglich x " ^a ° ^1 modm, und diee 
ist unmöglich, da a primitive Wurzel sein soll. Umgekehrt aber ist 
jede Zahl x mit einem Minimalexponenfm ~ , wobei S relativ prim 
zu d ist, Lösung einer der f{m, rf) Kongruenzen (5), d. h. ist 



-" = 1 mod m 




andere Weise beetimmen. Jede 



■^Ijn) 



Minimi 



lalexponetitj , 



modm 



I muß 



id ^ relativ prim sein sollen, 
)^d-l-f 

sein. Sei nun a. eine gesehene Zahl vom Minimalezponenten -^-j-^ =- rf-r, 
so ist zu zeigen, daß unter den Lösungen der Kongruenz 
(8) z^' = j:^'moAm 

sich primitive Wurzeln befinden. 

Es sei r eine Zahl mit dem Mini mal exponenien ^e — K - , so ist 
a = xr mod m 
eine Löaung von (8), und für keinen Exponenten f < |c besteht eine 
Kongruenz a' = jr* mod vi. Da nun x den Minimalexponenten dr hat 
und d relativ prim zu | ist, so hat a den Minimalexponeiiten d^e — ti'(m ). 
d. h. n ist primitive Witreel, und die Kongruenz (8) bat mithin 
fl(m, |e) — ö(™> ~d I primitive Wurzeln zu Lösungen. 

Es stimmt also die durch Formel (6) bestimmte Anzahl sämtlicher 
Lösungen der f{m, d) Kongruenzen (5) überein mit der Anzahl sämt- 
licher Zahlen x mit einem Minimalexponenten — j— , in dem | rela^^ 
prim zu d ist, d. h. es i 

«,(».) \ 



f{m, d) X im, 



)-?' 



1 
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and hierin ist die Summe auf der rechten . Seite über alle zu d relativ 
prmm Teiler von ^(m) zu erstrecken. 

Wir wollen nun allgemein einen Teiler t einer Zahl n, der zu 

M • • • • 

seinem komplementären Teiler — relativ prim ist, einen HaupUeüer 

Ton n nennen. Es gehört dann zu irgend einem Teiler d ein ganz 
bestimmter Hauptteiler^ der alle in d vorkommenden Primzahlen in d^n 
Potenzen enthält, in denen sie in n auftreten. Sei in unserem Falle 

(d) der zu d gehörige Hauptteiler von ^(w), 

so durchlauft | alle Teiler von -jyr-, die wir mit d bezeichnen wollen, 
nnd es ist also 

und d relativ prim zu (d). Folglich ist 
und wir erhalten 

i/;(w) 



ö(-.(*);t(-,T) 



(..^) 



Es ist aber 



d d ' (et) 



nnd M relativ prim zu -7^, folglich 
nnd daher schließlich 

(10) f(,.,i)_4»_ii|.. 



("■ f ) 



Ist d' ein zu d relativ primer Teiler von ^(w), so sind auch die zu- 
gehörigen Hauptteiler (d) und {d') relativ prim, und der zum Produkt 
dd' gehörige Hauptteiler (dd") ist gleich dem Produkt der einzelnen 
Hauptteiler; es ist also 

(11) f{m,dd')=f{m,d)f{m,d'). 

Die Entwicklungen in Nr. 3 machen es möglich, die Funktionen /*(?>«, d) 
explicite durch die Primfaktoren von ^(w) darzustellen; wir benutzen 

AjehiT <Ur Mathematik und Physik. HL Reihe. XH. 10 
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das, um als wichtigste Eigenschaft dieser Funktionen den Satz zu be- 
weisen, daß immer 

f(fn,d)£e(:m,d) 
ist. 

Es sei, wie in Nr. 3 

m - 2X' • • • K", 

t{m) = 2- ql^ . . . q'/. 

£s genügt, wenn wir m als nicht durch 4 teilbar annehmen. 
Irgend ein Teiler d von i(>(in) sei 

d = 2^" qf . . . ql-', 

dann ist nach (11), wenn man das Argument m wegläßt: 

nd)^f{2'")f(^^^)...f(ql''), 

wir brauchen also nur den Wert von f(<^) filr p = 0, 1, . . ., 1/ zu be- 
rechnen, wobei q irgend einen der Primfaktoren von ^(w), auch 2 
bedeuten kann und v den Exponenten, mit dem q in ^(m) auftritt. 
Nach (10) ist 



(12) f{q^) = 



(q"-') %(/-^) 



Die hier vorkommenden Funktionen % bestimmen wir nach (G) in Nr. 2. 
Wir haben dann die Zahlen 

(13) <p(pl^), 9>(i>^'),..,qp(£'') 

ins Auge zu fassen, und es bedeute unter ihnen 

jti die Anzahl der durch q teilbaren Zahlen, 



;r, 


V 


n 


jj 


7? 


r 


yy 


V 


• 
• 


yy 


79 


jy 


>> 


i' 


w 


w 


• 


v 


jj 


yy 


?? 


9' 


yy 


w 



Es ist also n^ gleichbedeutend mit £ in Nr. 3, (7). Dann ist 

TTj ^ JT^ I^ ^Tj . . . ^ TC^f 

und ferner ist 

^1 ~" ^2 ^^^ Anzahl der nur durch q teilbaren Zahlen (13)^ 



^2 — ^8 


7? 


77 


77 


77 


77 


r 


77 


yy 


^8"~ ^4 


77 


77 


77 


77 


77 


2» 


77 


yy 
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Man erhält nun leicht nach (6) in Nr. 2: 

z(s^) =» g''*+'^+ • • • ''p. r? = 1.2,..., ^) 

Der Exponent kj mit dem g in (p{vn) auftritt, ist ofifenbar 

A — «1 — Ä, + 2 (;r, — Äj) + 3 (jTg — ^r^) H h v;r^ 

« ;rj + ;rj + »3 + • • • + ^r^, 

also ist übereinstimmend mit (8) in Nr. 3: 
Nach (12) und (14) erhalten wir jetzt 

(15) rKgg)-- »'~i[;|C~J, -g''--^+^+''--^+»+-'--Hg''--i)- 

Vergleichen wir dies mit 

e(m, ^) = 3''i+''*+ • • • ^-1 (g^ - 1), 
so ist 

folglich 

/"K 3^) £ Ö(m, 3^) 

und daher auch für jeden Teuer d von ^(m) 

(16) f{m, d) ^ e(w, i). 

Wenden wir uns nun zu der im Anfang dieses Paragraphen gestellten 
Aufgabe; so bedeute g{fn) die Anzahl der inkongruenten Werte, welche 
die Beste der Potenaen aller primitiven Wurzeln von m annehmen können. 
Man findet dann unmittelbar 

9{ni)^2'g{m,d) 

d/tp{m) 

oder auch 

(17) g(m) =^/-(m, d), 

d/xp{m) 

Nach (16) ist also 

ff{ni)£^eim,d), 

10* 
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9(m)£q>{m), 



aber nach Nr. 2: 

folglich ist 
(18) 

und man hat den Satz: 

Im allgemeinen ist es nickt möglidh, jede m m rdativ prime Zahl 
als Best einer Potenz irgend einer primitiven Wurzel van m darzustelleny 
sondern es gibt (p{m) — g{m) Zahlen, welche keiner Potenz irgend einer 
primitiven Wurzel modm kongruent sind. 

6. Znr Erläuterung der vorstehenden Entwicklungen mögen einige 
Beispiele dienen. 
Es sei 
1. in = 63 = 3* • 7. Dann ist 

q>(m) -= 6 . 6 = 2« . 3^ t{m) = 6 = 2.3. 
Die folgende Tabelle enthält die Reste aller Potenzen für den Modul 63. 



a 



a' 



a' 



a' 



a' 



2 


4 


8 


16 


32 1 


4 


16 


1 






5 


25 


62 


58 


38 1 


8 


1 








10 


37 


55 


46 


19 1 


11 


58 


8 


25 


23 1 


13 


43 


55 


22 


34 1 


16 


4 


1 






17 


37 


62 


46 


26 1 


19 


46 


55 


37 


10 1 


20 


22 


62 


43 


41 1 


22 


43 


1 






23 


25 


8 


58 


11 1 


25 


58 


1 






26 


46 


62 


37 


17 1 


29 


22 


8 


43 


50 1 


31 


IG 


55 


4 


61 1 


32 


16 


8 


4 


2 1 


34 


22 


55 


43 


13 1 


37 


46 


1 






38 


58 


62 


25 


5 1 


40 


25 


55 


58 


52 1 


41 


43 


62 


22 


20 1 


43 


22 


1 






44 


46 


8 


37 


53 1 
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a 



(V 



iv 



n' 



a' 



a' 



46 


37 


1 








47 


4 


62 


16 


59 


1 


50 


43 


8 


22 


29 


1 


52 


58 


55 


25 


40 


1 


53 


37 


8 


46 


44 


1 


55 


1 










58 


25 


1 








59 


16 


02 


4 


47 


1 


61 


4 


00 


16 


31 


1 


62 


1. 











Es sind also 24 primitive Wurzeln, was mit Formel (12) in Nr. 3 über- 
einstimmt; denn es ist nach (7) und (7 a) dieses Paragraphen 

^^ = 2, £i - 2, also 1? (m) «2 3, Srj (ni) = 12, 

femer yg)(w)=-12, mithin 

ö>(wO-12-^|=-24. 

Die primitiven Wurzehi zerfallen nach Nr. 4 in 12 Familien von je 
<jcit*(wi) = 2 Wurzeln. Nach dem Schlußsatze dieses Paragraphen' bilden 
je x(/w, 2) — 1=3 Familien einen Stamm; mit Hilfe der Lösungen 
8, 55, 62 der Kongruenz a;^ = 1 mod 63 findet man leicht die folgende 
Einteilimg der primitiven Wurzeln: 



I. 



n. 



m. 



IV. 



2,82 

47,59 
61,81 



5,88 
40,52 
28,11 



10,19 
17,26 
53,44 



18,34 
41,20 
50,29 



Die Entwicklungen der Nr. 5 zeigen, daß für alle Teiler d von ^(w): 

f(m, d) = Ö(m, d) 

ist, also ist 

g{m) = 9(m), 

d. h. in diesem Falle treten unter den Resten der Potenzen der 
primitiven Wurzeln alle zu m relativ primen Zahlen auf. 

2. m - 35 = 5 . 7. 

9(m) = 4 . 6 = 2» . 3. tl>{m) = 2 • 6 = 12 « 2« • 3. 

Hier ist b^^ 1, «j= 1, also ri{m) =» 1 und 

(o(m) = fftpim) = 8. 
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Wir haben folgende Tabelle der Potenzreste: 



a 


o« 


a' 


a* 


a» 


o« 


a' 


a* 


a» 


a«« 


a" 


a" 


2 


4 


8 


16 


32 


29 


23 


11 


22 


9 


18 


1 


3 


9 


27 


11 


33 


29 


17 


16 


13 


4 


12 


1 


4 


16 


29 


11 


. 9 


1 














6 


1 






















8 


29 


22 


1 


















9 


11 


29 


16 


4 . 


1 














11 


16 


1 




















12 


4 


13 


16 


17 


29 


33 


11 


27 


9 


3 


1 


13 


29 


27 


1 


















16 


11 


1 




















17 


9 


13 


11 


12 


29 


3 


16 


27 


4 


33 


1 


18 


9 


22 


11 


23 


29 


32 


16 


8 


4 


2 


1 


19 


11 


34 


16 


24 


1 














22 


29 


8 


1 


















23 


4 


22 


16 


18 


29 


2 


11 


8 


9 


32 


1 


24 


16 


34 


11 


19 


1 














26 


11 
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16 


31 


1 














27 


29 


13 
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29 


1 






















31 


16 
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11 


26 


1 














32 


9 


8 


11 


2 


29 


18 


16 


22 


4 


23 


1 


33 


4 


27 


16 


3 


29 


12 


11 


13 


9 


17 


1 


34 


1. 























Hier ist 9)^(1») == 4 und x(Ph ^) =* ^> ^^o bestehen die 8 primitiTen 
Wurzeln aus 1 Stamm von \ xO"» 2) = ^ Familien zo je 4 primitiven 
Wurzeln, nämlich: 

1. Familie: 2, 32, 23, 18. 

2. FamiUe: 3, 33, 17, 12. 

Schließlich ist 

/•(m,4) = ^-g;J| = 4, Am, 6) = ^';;; \^^ = 4 = 2, /•(»», 12)-e(»«, 12)-8, 

also g(m) =^^f(ni, d) = 18, und es sind q>{m) — g{m) =« 6 Zahlen 
nicht durch Potenzen primitiver Wurzeln darstellbar, nämlich die Zahlen 
6, 34; 19, 24, 26, 31. 

Straßburg i. E., März 1905. 
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Zu der Abhandlung des Herrn Nenberg 
„Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gz''.') 

Zweite Mitteilung. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Verstellt man unter der Höhenfläche eines Tetraeders die die 

Folien des Tetraeders enthaltende Regelfläche zweiter Ordnung, so lautete 

der dritte der Zeeman sehen Sätze: ^^iegt irgend einer von 5 Raum- 

punkten auf der Höhenfläche des Ton den 4 anderen gebildeten Tetraeders, 

8o kommt die nämliche Eigenschaft auch jedem der 4 anderen Punkte zu.'' 

Der Satz gilt, wie im Folgenden gezeigt werden soll, auch dann 

noch, wenn der ihm zugrunde liegende imaginäre „Eugelkreis'' durch 

eine völlig beliebige Fläche zweiter Klasse <t> ersetzt wird. Der 

KOize halber mag die so entstehende projektive Verallgemeinerung der 

Höhenfläche als „0-Höhenfläche'' bezeichnet sein. Zugleich wird 

mAn den eigentlichen geometrischen Grund des Satzes erkennen. 

1. Die Gleichung der 0-Höhenfläche des Koordinaten- 
tetraeders. — Es liege ein Koordinatentetraeder T mit den Ecken J^ 
imd den Ebenen A^ (i = 1,2, 3,4) zugrunde, und überdies eine be- 
liebige Fläche zweiter Klasse 0: 

(I) 0„, = = ^^c^^u^u^ - 0. 

Die Ebene \{x^ =» 0) besitzt als Pol bez. <t> den Punkt P/ mit 
Aen Koordinaten c^^, c^,, c^j, c^^. Die Gerade g^, die die Ecke A^ mit 
^i verbindet, die also zur Ebene A,. bez. konjugiert ist, trifft die 
Ebene A^ in einem Punkte P^ mit den Koordinaten 

Xt = 0, a:^ : a;, : a:^ - c^^ : c^ : c^^ (t, i, i, m - 1, 2, 3, 4). 

Dann hat (s. meine Abhandlung dieses Archiv (3)8, 1904, S. 142 f.) 
eine Fläche zweiter Ordnung G: 

die die vier Geraden g^ enthalten soll, die 3-4 Bedingungen zu erfüllen: 
(Da) a„ = 0, 

(Hb) Oji c,4 + o,, c„ + a,„ c,„ - 0, 

(De) ^* + -/- + f- = 0, 



\ 



1) S. dieses Archiv (8) 11, 226—238. 



iiad diese 12 Gleichungen führen 



(IH) 



't)Q, + i« 



einzigen Lösung: 



wenn zur j 



ing gesetzt wird: 



j(2) ^, = c,^eu 

1(3) ft-<^„^-s^4+c„a:ia:„ 






rja:j + (^jX,a 



Es ist unmittelbBT ersichtlich, daB sowohl die 4 GleichungeD (IIb), 
wie die 4 Gleichungen (IIcj je voneinander linear unabhängig sind, da 
nicht alle der aus den Koeffizienten der 6 n^^ zu bUdenden vierreihigen 
Determinanten Terschwinden.') 

Da die Gleichungen (IIa) und (He) aussagen, daß die Fläche G 
einmal die Ecken ,-1, von T, andererseits die Punkte P^ enthält, so 
geht demnach durch diese 2 ■ 4 Punkte gerade eine ck ' Schar £ (ein 
Büschel) von Flächen zweiter Ordnung, die sich in einer Raumkurre 
vierter Ordnung C^ schneiden. 

Diese C^ ist leicht mittels (III) darstellbar. Denn da 
(4) (sr, - X,) + (jT^ - s,) + (t, - jTj) = 0, 

HO läßt sich G (Uli auch in irgend eine der drei Gestalten setzen: 
I (HI«) » (,, - ».)(«, - ft) + («, - ,,){Q, - ft) _ 0, 
(in« G a (I. - «,)(«, - «,) + (,, - !,){«, - Q,) - 0, 
kmy) G = (». -:r,)(a - Q,) + (», - ;,,,)(«, - «,) _ 0. 

Die Fhiche G erscheint also als Individuum eines Büschels, dei 
die drei Flächen 
(ö) «s - ft = 0, Q,~Q,=0, Q^-Q,^0 

angehören. In <ier Tat bestätigt man ohne weiteres, daß die Gle»> 
chungen (5) durch die Koordinaten Cjj, e,j, c,3, Cj, der vier Punkte P^ 
erfüllt werden. Das Büschel (öj ist also gerade das durch die Raura- 
kurve C\ gehende, und die drei Flächen (5j .sind innerhalb des Büschela. 
B dadurch charakterisiert, daß sie je eine Kante von T und damit 
gleich die Gegenkante ganz enthalten.*) 




lela 

i 



1) Noch küizei ist der folgende Weg. Bezeichnet man üie linken Seiten von 
(üb) bez. (Tic) mit B^ bez. Q ii^ 1, 3, ü, i), so nüfite in einer etwaigen linearen 
Identität 2;x(B, = bez. SlfCi = U ateta ti + 'i bez. Aj + 4 verschwinden, was 
nur möglich igt, wenn alle x bez. 1 verechwinden. 

2) Entsprechend gilt der leicht beweisbare Satz, daß diejenige Fläche des 
BÜBchelB B. die irgend eine Kante des aus den Tier Punkten Pj gebildeten Te- 
truederB enthält, eteta auch deren Gegenkante enthalten muß. ~ 



d 
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2. Die Gleiclmng der 0- Höhenfläche eines beliebigen 
Tetraeders. — Nunmehr sei T ein beliebiges Tetraeder mit den Ecken 
(1), (2), (3), (4), wo z. B. die Ecke (1) die Koordinaten 4^, 4^), 4^, ^D 
besitze. 

Wollte man, um zur Gleichung der -Höhenfläche des Tetraeders 

T zu gelangen, dasselbe Verfahren wie in § 1 einschlagen, so würde 

man zimächst eine Gleichung erhalten, die in den Koordinaten der 

Punkte (1), (2), (3), (4) vom sechsten Grade wäre. Erst durch eine 

Reihe nicht einfacher Operationen, die den in der ersten Mitteilung 

Terwendeten analog sind, gelingt es, aus jener Gleichung den Faktor 

(1234) viermal abzuspalten, unter (1234) die Determinante der 

x'.*'(i, fc=s 1, 2, 3, 4) verstanden, und so eine Endgleichung herzustellen, 

die sowohl in den Koordinaten (x^) eines beliebigen Punktes der Fläche, 

wie in denen der Ecken von T nur vom zweiten Grade ist. 

Man gewinnt indessen weit kürzer die fragliche Endgleichung der 
0-Höhenfläche von T im Anschlüsse an Nr. 1 mit Hilfe einiger geo- 
metrischer Überlegungen. 

Indem wir etwa von der Gleichung (Uly) der O- Höhenfläche G 
des Koordinatentetraeders ausgehen, fragen wir nach einer geeigneten 
geometrischen Bedeutung des Verschwindens der einzelnen, in jener 
Gleichung auftretenden Faktoren, und übertragen dann diese Bedeutung 
auf ein beliebiges Tetraeder. 
Die Gleichung 

(6) yt^ — 7t^ = Cj^Cgj — C1JJC34 « 

sagt aus^), daß die Kanten (1), (3) und (4), (2) des Koordinaten- 
tetraeders in bezug auf die Klassenfläche <t> (I) konjugiert sind. 

Die entsprechende Bedingung für das beliebige Tetraeder T lautet 
gemäß der Polaritätstheorie der Flächen zweiter Klasse: 





^11 ^11 ''iS ^14 


4«) 


4«) 


^1 '-n '^ss ^i* 


4*> 


4" 


,<. '^1 ^»» ^S ^i 


4*) 


4*) 


) 


C41 C42 C« C44 


4^) 


4«) 


'4») 4« 4« 41) 








a^j») 4« 4») 4») 








d analog die 


beiden anderen. 







= ^18.42 = ö> 



1) S. meine Abhandlung „über Grundzüge einer Theorie des Tetraeders", 
Verhandlimgen des 3. internationalen Mathematik erkongresses in Heidelberg 1905, 
S. 836. 



In der Tat, gibt mati deu Ecken Ä^ des Koordinatentetraede» 
NonnalkoordinateD : 



0) 
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". 1 »:.J 
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A 
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A, 
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1 1 


A 








; 1 



80 spezialis 
(8) 



aicb die Ausdrücke C^ 



, folg! 



'i»,a* 






Dieae drei AusdrOcke C^, g^, C,, 4,, C,^ „ sind je linear io den Ko 
diiiateii der Ecken vou T und quadratisch hinsichtlich der c,^, nnd 
sichtlich irreduzibel. ' 

Der Identität (4) entspricht, wie man sich auch leicht Um 
direkte Ausrechnung überzeugt, die allgemeinere: 

(4') ClJ,M + f'l,.« + fu.M = 0- 

Nunmehr schreiten wir zu der Verallgei 
gleichungen (ö) für ein beliebiges Tetraeder T. 
Die Fläche zweiter Ordnung 



g der Flächen 



war geometrisch dadurch charakterisiert, daß sie einmal durch die ▼!< 
„dJ- Höhen fußpunkte" Pi(i',ii '^m '^m ("i*) des Koordinatentetraeders gini 
andererseits dessen Kanten (1), (8) und (4), (2) ganz enthielt. 

Um die imbequeme Rechnung mit den Koordinaten der 0-Höhei 
fuBpnnkte von T zu vermeiden, bedienen wir uns einer einfachen Übe 
legung. 

Beim Koordinatentetraeder (§ 1) war die „O-Höhe'* Ä^V^^ konji 
giert zur Ebene A, in bezug auf <(> (I); insbesonilere sind also d: 
drei durch A^F^ gehenden Ebenen {l\A,Ä^^. (P,^,A,), {P,A,4 
konjugiert zur Ebene A,. Man kann dies auch so ausdrOcketi, daß dj 
Ebenen {F^A^A^. {F^A^A^, [P^A^A^] bez. konjugiert sind zu de 
Ebenen {T^A^Ai), {P^A^A^), [F^A^A^). Das Entsprechende gilt fC 
die drei anderen 0-HöhenfiiBpunkte. Bezeichnet daher fOr den Augei 
blick P irgend einen der vier Höhen fußpunkte, so ist stets (Pj1,j1, 
konjugiert zu {VA^A^), iPA^A^ zu {VA^A^), K_PA^A^ zu {VA^A^ 

Etwa die zweite dieser drei Eigenschaften werde jetzt für jede 
Punkt (.r) einer Fläche zweiter Ordnung hinsichtlich des beliebige 



eil) 
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Tetrraeders T verlangt, und überdies, daß sie die Kanten (1), (3) und 
(^4), (2) ganz enthalte; existiert diese Fläche, so muß sie zu T in 
derselben Beziehung stehen, wie die Fläche (9) Ö4 — ft = zum Koor- 
di natentetraeder. 

Nun ist die Bedingung für das Konjugiertsein zweier Ebenen 
(«^), (v) in bezug auf (I): 

CIO) <t>«.,^-^ÄVu = 0. 

I k 

Die Koordinaten z. B. der Ebene (3:13) sind die dreireihigen Deter- 
inanten der aus den Koordinanten der Punkte (x), (1), (3) gebildeten 
ix: 

^l ^2 *^3 "^4 I 

4^) 4^) 4^) 41) 
4») 4^) 4») 4»> 

se Koordinaten u^fi^^^u^^u^ der Ebene {xl3) seien so normiert, daß 

geradezu bez. gleich jenen (mit alternierenden Vorzeichen genom- 

D^^onen) Determinanten werden, wobei der w^- Determinante das positive 

"V^OTzeichen beigelegt werde. Genau das Entsprechende gelte für die 

I^oordinaten der Ebene (:r42) usw. Setzt man alsdann in die linke 

S^ite 0^ ^ von (10) die soeben normierten Koordinaten der Ebenen 

C^*^ 13), (a;42) ein, wodurch sie in O^^j ^4, übergehe, so ist damit dieser 

'^U.sdruck einschließlich des^Vorzeichens eindeutig festgelegt, und analog 

^i^ beiden weiteren Ausdrücke O^u^^gs, *xi2,xS4- 

Damit ist bewiesen, daß die Fläche: 

^ie gewünschte Fläche zweiter Ordnung ist, denn die Gleichung (12) 
'^'^d erfüllt durch die vier 0-Höhenfußpunkte von T und enthält ganz 
die Kanten (1), (3) und (4), (2). 

Die linke Seite von (12) ist linear in den c^^ und quadratisch in 
den Xj und kann hinsichtlich der c^j^ und x nicht reduzibel sein, da es 
die spezielle Gleichung (9) nicht ist; endlich ist (12) linear in den 
Koordinaten der Ecken von T und auch hinsichtlich dieser Größen 
^rreduzibel; denn da bei Vertauschung zweier Ecken von T (12) höch- 
stens sein Vorzeichen ändert, müßte ein etwa sich abspaltender Faktor, 
döT die Koordinaten irgend einer Ecke (linear) enthielte, zugleich die 
der anderen Ecken enthalten, mithin würde der verbleibende Rest- 
"^kkor von den Ecken von T ganz unabhängig sein, was nicht mög- 
lich ist. 



<1>X18. 


x4S 


<^.u. 


x23 


*-.«. 


xU 
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Nun überzeugt man sich ohne weiteres, daß, wenn man T wieder 
speziell als Koordinatentetraeder wählt, bei Zugrundelegung des nor- 
mierten Schemas (7) direkt die Reduktionen eintreten: 

(13) ^xU, x23 ~^ ^2 ~~ ^8 =^ (^12^3^4 + ^84^1^2) (^18'^2^4 + ^4^1^3)> 

"^ % V4 "= (^18*^2^4 "T" ^24^1^3) V^4^2^8 • ^8^1 ^4/ ' 

Faßt man daher die betreffs der Ausdrücke C^^ ,„ und O,,*^,,,,, 
{iykjl,m zyklisch =1,2,3,4) erhaltenen Ergebnisse zusammen, so 
erkennt man, daß sich die Gleichung der 0- Höhenfläche eines be- 
liebigen Tetraeders T in eine der drei kovarianten Gestalten setzen läßt: 

(IV «) G ^ C;3^^.C|>,io,,34- C'i2,34*^18,x24 = 0, 

(IV^) G = 6\,^3,Cl>,,,,,,3 - Q,,,3C1>,,,.,3, = 0, 

(lYy) G = C,,, 23 0,13,,« - C,3,4j0,,,,,o3 = 0, 

deren linke Seiten genau in die entsprechenden linken Seiten von (lU) 
übergehen, wenn T auf Grund von (7) als Koordinatentetraeder ge- 
wählt wird. 

Der Identität 

entspricht die allgemeinere (die man leicht direkt bestätigt): 

(14) *,«.x84 + ^^li.zii + *«u.«2» - 0, 

und diese, zusammen mit den Darstellungen (IV), führen zu dem Satze: 
„Trifft es für einen Raumpunkt P zweimal zu, daß die 
Ebenen, die ihn mit je zwei Gegenkanten eines Tetraeders T 
verbinden, zueinander in bezug auf eine beliebige Fläche 
zweiter Klasse konjugiert sind, so trifft es auch für das 
dritte Paar zu. Der Ort dieser Punkte P ist eine Raumkurve 
vierter Ordnung (1. Art) Q, die durch die Ecken von T und 
durch die 0-Höhenfußpunkte von T geht, und umgekehrt 
durch diese 8 Punkte völlig bestimmt ist." 

3. Der projektiv verallgemeinerte Zeemansche Satz. — 
Nunmehr möge in einer der Gleichungen der Fläche G, etwa in (IV y) 
der laufende Punkt (x) mit irgend einer der Ecken von T, etwa mit 
(1), vertauscht werden. 

Dadurch gehe die Fläche G über in eine Fläche G': 

^^J ^ ^ ^z4,23 ^xl8,142 ~~ ^'x3,43 ^*14,123 ^ ^• 

Sobald sich beweisen läßt, daß die Flächen G und Cr' über- 
einstimmen, ist damit auch der Zeemansche Satz und zwar 
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für eine beliebige Fläche zweiter Klasse (I) abgeleitet. 
Wie in § 2, bediene man sich geometrischer Schlüsse. 
Die Gleichung 

sagt aus, daß der Punkt (x) der Ebene angehört, die durch den 
Punkt (4) geht und zur Kante (2) (3) bez. konjugiert ist, und das 
^Entsprechende gilt für C^j ^ ^ 0. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man fälle im Dreieck (234) 
von den Ecken (4) bez. (3) aus die 0- Höhen auf die Gegenseiten und 
lege durch diese die Ebenen, die zur Ebene des Dreiecks bez. <t> kon- 
jugiert sind. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt jener Höhen als ,,0-Höhen- 
scbnittpunkt iSTj" des Dreiecks (234), so schneiden sich die beiden 
Ebenen C^^ 2z ^ ^f ^xs 42 = in der Geraden A^, die durch K^ geht 
uiiii zur Ebene (234) bez. O konjugiert ist. 

Die Fläche G' enthält daher diese Gerade Ä^'. 
Die Gleichung 

(16) . <l>,.s.m = 

sagt aus, daß der Punkt (x) der Ebene angehört, die die Kante (1) (3) 
enthält und zur Ebene (142) bez. konjugiert ist, die also auch die 
von der Ecke (3) auf die Gegenebene (142) gefällte O-Höhe A3 ent- 
halt, und das Entsprechende gilt wiederum von der Ebene O^i^^ 123 = 0. 
Beide Ebenen schneiden sieh in einer Geraden A^, die durch die 
Ecte (1) geht und die beiden O- Höhen A3, h^ triffl. 

Diese Gerade h[ liegt also sowohl auf G' wie auf 6r, und zwar 
gehört sie auf letzterer Fläche derjenigen „zweiten" Regelschar an, die 
die ct>- Höhen von T nicht enthält. 

Endlich schneiden sich die Ebenen C^^ js "^ ^y ^xu 123 == in der 
^"fföhe A^, und analog die Ebenen C^g ^g = 0, 0^13 142 = in der 
^-aöhe A3. 

-Auch diese beiden 0- Höhen A4, A3 liegen daher sowohl auf G\ 
'^ie Äuf G, 

-Aber die 0-Höhenfläche G enthält auch die zuerst erwähnte Gerade A^'. 
Sei, wie in § 1, der Pol der Ebene (234) bez. mit P[ be- 
zeichnet, durch den also die 0-Höhe A^ hindurchgeht, so geht durch 
den Punkt P[ der 0- Höhenfläche G eine Gerade g^ der zweiten Regel- 
whar. Diese Gerade g^ fällt aber mit A'/ zusammen. Denn jede der 
beiden Geraden gehört der zweiten Regelschar der 0- Höhenfläche an 
^Mid ist gerade diejenige Gerade der Schar, die zur Ebene (234) bez. 
Ttoujugiert ist. 
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Da demnach G und G' die vier Geraden h'^, h\, hg, h^ gemein 
haben, muß G dem Büschel angehören, das durch die beiden zerfallen- 
den Flächen zweiter Ordnung C^^ jj 0^,3 ^^^ = und C^j ^ ^^n tu ^ ^ 
bestimmt ist. Mithin läßt sieh die Gleichung Ton G auch in die an 
stalt Betzen: ■ 

(171 e"»,f,.,,.*„.,,«-«,c,.,u».,...„-'J, 1 

WO Xg, x^ Zahlenfaktoren sind. Sa aber G, wie onmittelbar ersicht- 
lich, bei VertauHchung irgend zweier der drei Punkte (2), (3), (4) nur 
sein Vorzeichen wechselt, folgt x, = x^, nud die Flächen G und G' 
fallen in der Tat zusammen. 

Da mau mit jeder Ecke von T operieren kann, wie soeben mit 
der Ecke (1), bo gibt es mit Rücksicht auf die drei Darat«llungs- 
formen (IV) von G im ganzen zwölf ät|iiivalente Darstellungen von G 
vom Typns (V). 

Damit ist aber nachgewiesen, daß sich die Gleichung der <t>-Höhen- 
fläche G nicht ändert, wean die fünf Punkte (x), (1), [2), (3). (4) irgend 
einer Permutation unterworfen werden, und das ist der Inhalt des Zee- 
manschen, nur auf eine beliebige Ftäcbe zweiter ^lasse O aasge- 
dehnten Satzes. 

Spezialisiert man hinterher die Flache <I> (i) zum Kugelkreise K, 
so gehen die Gebilde „tt-HÖhen, (b-Höhenl'ußpunkte, <t>- Höhenfläche" 
eines Tetraeders T über in die elementaren Gebilde „Höhen, Höhen- 
fußpunkte, Hühenfläche" des Tetraeders, und die Eigenschaft des „Kon- 
jugiertseina bez. <&" wird zur elementaren Eigenschaft des „Senkrecht- 
stehen-s". Im besondem folgt noch, daß die Höbcnfläche eines Tetraeders 
auch die vier Geraden h'/{i = 1, 2, 3, 4) enthält, die in den Höhen- 
Schnittpunkten der Seitendreiecke aul' den Ebenen der letzteren senk- 
recht errichtet sind und eben diese Erscheinung ist, wie auch 
bei der projektiven Verallgemeinerung, die geometrische 
Quelle des Zeemanschen Satzes. 

Ob nicht den beiden Sätzen, die in dieser und der vorauljgehenden 
Mitteilung untersucht sind, ein allgemeines Prinzip zugrunde liegt, 
dahingehend, daß es eine ganze Klasise von Flächen gibt, die zu eineui 
Tetraeder und einer gegebenen (eventuell ausgearteten) Fläche zweiter 
Klasse <t> in kovarianter Beziehung stehen, und die in sich Übergehen, 
wenn man den laufenden Punkt derselben mit irgend einer der Ecken 
des Tetraeders vertauscht, muß weiterer Untersuchung v( 
bleiben. 

Königsberg i Pr., Mai 1905. 
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Über Anfnahme von Wechselstromkürveii 
dnrcli Oszillographen und ihre Analyse. 

Von E. Orlich in Charlottenburg.*) 

I. Theorie der Oszillographen. 

Oszillographen sind Galvanometer, deren bewegliche Systeme so 
außerordentlich kleine Abmessungen haben^ daß die Ablenkungen den 
Aügenblickswei'ten eines das Galvanometer durchfließenden veränder- 
lichen Stromes in jedem Augenblick nahezu proportional sind. Sie 
haben in den letzten Jahren in der Wechselstromtechnik eine größere 
Bedeutung gewonnen, weil man mittels dieser Apparate in bequemer 
Weise den Verlauf der Wechselströme innerhalb einer Periode (d. h. 
ihre Kurvenform) studieren karm. 

Erfinder der Oszillographen ist Blondel.') Er hat nicht nur die 
Tollstandige Theorie der Apparate entwickelt, sondern auch zuerst seine 
Ideen in brauchbaren Konstruktionen durchgeführt. Um die weitere 
Ausbildung der Apparate haben sich verdient gemacht Duddell*) (Type 
der Cambridge Scientific Instrument Cie.) und die Firma Siemens & Halske^ 
die neuerdings gut durchkonstruierte Apparate in den Handel gebracht hat. 

Theorie der OszülograpJien. — Für die Drehung des beweglichen 
Systems eines Galvanometers gilt die Differentialgleichung: 

Darin bedeutet: d' den Winkel, welchen das System zur Zeit t mit 
<ler Ruhelage des Systems bei stromlosem Galvanometer bildet; K das 
1*r&gheitsmoment des beweglichen Systems; Ä die Dämpfungskonstante 
(die bremsende Kraft ist proportional der jeweiligen Geschwindigkeit 
i^B Systems); C die Direktionskraft (zurücktreibende Richtkraft im 
stromlosen Galvanometer); F das Drehmoment der äußeren ablenkenden 
&aft. Weiter sei zur Abkürzung gesetzt: 



1) Der größte Teil dieser Arbeit entstammt dem Werkchen des Verfassers? 
Aufnahme imd Analyse von Wechselstromkurven (Bd. YIl der Elektrotechnik in 
^uizeldarstellungen, herausgegeben von Dr. Benischke) Friedr. Yieweg & Sohn» 
Baunachweig. 

2) Compt. rend. 116, 502, 748. 1893. 
8) Electrician 89, 686. 1897. 
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Ist das Galvanometer stromlos^ so ist F=^Oy und die Gleichung 
hat das Integral: 

ina 

(3) *o = e~ " ' Maini^Y^^^* + /*). wenn « < 1 

ina 

(4) ^Q = Me j wenn « = 1, 

(5) ^o = e ^ [_M^e ^ +M^e ^ J, wenna>l 

(üfy ^y M^y M^ sind Integrationskonstanten). 

In jedem Fall wird also ^o == ^ ^^^ ^ ^ ^^> ^- ^- ^^^ bewegliche 
System des stromlosen Galvanometers kehrt schließlich in die Ruhe- 
lage zurück. Ist die Dämpfung nur schwach {a < 1)^ so führt es mehr 
oder weniger rasch abnehmende Schwingungen von der Dauer Of^l — a* 
aus. ö ist die Dauer der Eigenschwingung des ungedämpften (« = 0) 
beweglichen Systems. 

Sei nun das äußere ablenkende Drehmoment F nicht gleich NuU^ 
sondern ebenfalls mit der Zeit veränderlich. Hat man ein partikuläre» 
Integral -O^j gefunden, welches der Gleichung (1) genügt, so ist 
%^ + Const. ^Q das allgemeine Integral, d. h physikalisch gesprochen, 
über die Ablenkung -O^j, die von der äußeren Kraft herrührt, lagert 
sich beim Einschalten die mehr oder weniger gedämpfte Eigenbewegung 
des beweglichen Systems, die nach einer gewissen Zeit praktisch 
verschwindet und nur bei einer etwaigen Diskontinuität von F wieder 
hervortreten kann. Kommt es darauf an, daß ^^ möglichst rasch ver- 
schwindet, so ist es, wie leicht einzusehen ist, am günstigsten, den 
Dämpfungsgrad so groß zu machen, daß a ^= 1 ist. 

Die ablenkende Kraft werde nun hervorgebracht durch einen 
Wechselstrom von beliebiger Kurvenform; dann kann man F in einer 
Fourierschen Reihe darstellen: 

(6) F= 2^, sin (fco, ^-9,), 

WO Co das Produkt aus 2n und Frequenz (Periodenzahl pro Sekunde) 
des Wechselstromes bedeutet. Man findet das Integral: 



(7) 






darin ist zur Abkürzung gesetzt 

(8) ;, = — (t Dauer einer Wechselstromperiode) 

(9) ' tgy ^"^^ 



* i^kn' 
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Soll der Oszillograph richtige Kurvenbilder geben, so müßte F pro- 
portional #, sein; abgesehen von einer Konstanten müßten also die 
Reihen (6) und (7) übereinstimmeD. Dies ist in aller Strenge nicht 
mö|;lich, Tielmehr Bind die Teilamplituden der Abbildimg im Verhältnis 
« — l : ^'(l — i"'i')' + 4K*A;*i* verkleinert und die Teilwellen in der 
Phase um Yk g%o 
die eutsprechenden 
von F verschoben. 
£b handelt sich 
Also darum , die 
Bedingungen auf- 
nuuchen , unter 
denen die Verzer- 
nmgea möglichst 
gering werden. Zu 
iem Zwecke sind 
in Pig. 1 die Werte 
TOD B als Punk- 
tionen von {kk) für 
THBchiedene Dämp- 
^ngggrade u aaf- 
getngen. Wie man 
nebt, weicht f- z.T. 
»ehr stark von dem 
gewanschten Wert 
^ »b. Die güns- 
M«n Resultate 
"liält man für a — 

II und Äi<0,l. 
Xnn bedeutet >l 

Mch6l(8)dasVer- 
Mltnia der Sohwin- 
Rungsdauer der 
%enschwingung 
des ungedämpften 
'«weglichen Sys- 
tem» zur Perioden- 
daner dps aufeuneh- 
mendtn Weclisel- 
stromes. Die Zahl 

ArU. d>T HiUwiiwtlk 
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wird man, da k (die Ordnungszahl der Oberst hwingui^en | große Wert 
annehmen kann, nur klein wählen dürfen. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daB es gelingt, die Frequenz der Eigen- 
schwingungen des beweglichen Systems auf ÖU0() und mehr zu bringen. 
Hat man gb also mit dem in der Praxis am häutigsten vorkommenden 
Wechselstrom von der Frequenz ÖO zu tun , so genügt es 
zu setzen. 

Man berechnet für a = 1/ 

kX 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

Ist also ^ = "jnft? s*^ "^i 
Ober Schwingung bis auf 

— , 80 beträgt bei der zwanzigsten Oberscbwingung der Fehler 
l,37o- Um den Einfluß von j-, beurteilen zu können, hat man au I 
denken, daß sämtliche Teilwellen verschoben sind, und die Verschiebung 
eile auszudrücken; da nun die 
" Oberwelle, so ist j 
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0.0Ü45t» 


tl,0044ö 


0,C^ 



0,(J<34(i3 0,00472 ■! 

d. h. sämtliche Teilwellen werden nahezu um den gleii?hen Betrag i 
schoben. Ist z. B. eine Periode der fertig gezeichneten KurTe lOÜ c 
lang, so beträgt die Verschiebung der einzelnen Teilweilen: 0,45, O,* 
0,46, 0,46, 0,47 mm, d. h. sämtliche Teilwellen sind praktisch um da 
selben Betrag verschoben; das Kurvenbild erfährt also keine Vti 
änderung. 

Man kommt demnach zu folgendem Ergebnis: Enthält die auf- 
zunehmende Kurve Diskontinuitäten, so ist die Dämpfung groß (k = 1) 
zu wählen, weil hierdurch die Eigenschwingungen, die sich über da« 
Kurvenbild lagern, verschwinden. Sind solche Unstetigkeiten nicht 
vorbanden, so empfiehlt es sich, schwächer zu dämpfen (« =X' „ ),Tini 
die aufzunehmende Kurve miiglicbst treu abbilden zu können. 
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II. Ansfälmingsfonneii der OszillograplLeii. 

Nachdem die allgemeinen Bediaguagen, welche die schwiDgendeu 
Systeme der Oszillographen zu erfüllen haben, festgestellt sind, hat 
man osch paesenden Konstruktionsformen zu suchen, die diesen Be- 
dingungen genDgen. Dazu erinnern wir uns, daß es zwei Formeu von 
GelFanometem gibt: die Nadel galvanometer, bei denen die Stromleiter 
fest sind, und der M^net beweglich ist, und die Spalengalvanometer, 
bei denen die Stromleiter beweglich und die Magnete fest sind. 

Dementsprechend gibt es zwei Oszillograpbentjpen: die Nadel- 
milhymplien und die hißaren OsziUograplieii. 

Die Naddosziltographen sind von Blondel in Terscbiedenen Formen 
ausgefahrt worden.') Bei den älteren Apparaten (Fig. 2) besteht das 
bewegliche System aus einem 
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ichninlen Eisenblech M, das 
durch einen permanenten 
Magneten oder einen Elek- 
tromagneten -N' S quer- 
DDagnetisiert wird. Um die 
magnetischen Kraftlinien auf 
das Blech zu konzentrieren, 
lind in die Pole zwei d 
tupeiförmige Polschuhe PP 
«ingesetzt. Das Eisenblech 
Hidet oben und unten in 
Spitzen, die in Steinen ge- 
leert sind; auf der Mitte 
des Bleches ist ein winziger 
Spiegel befestigt. Zu beiden 
Seiteu der Nadel sind zwei 
Spnlen BB' aufgestellt, welche von dem zu untersuchenden Wechsel- 
*t»m durchflössen werden. Die Pole PF smd i horizontaler Kichtung 
unterteilt, weil sonst das von den Spulen BB e zeugte Wechselfeld 
in den Polen störende Wirbelströnie erzeugen würde. 

Unterbricht man den Kraftlinien weg des Ricbtutigsmagneten au 
wei Stellen, so kann man zwei Systeme unterbringen und auf die 
Weise gleichzeitig zwei Kurven aufnehmen (z. B. Strom und Spannung), 
und ihre Lage zueinander studieren. 

Eine wesentliche Vereinfachung und Vervollkommnung des Nadel- 
oszillt^niphen wurde dadurch erzielt, daß Blondel die Nadel durch 

1) Za beliehen dnrch Carpentier, Pariü, Rue ]lelaml)re. 
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ein schnittles 0.2 bis 0,3 nira dickes Eiaenbnnd ersetzte, das durch eic 
Feder zwischen den Polen eines Magaeteii aiisgespanat wird. Da- 
zwischen deu Polen PP befindliche Teil wird durch zwei Stege Im 
grenzt. Auch bei dieser Anordnung wird das Band quermagnetisie 
und bildet gewissermaßen eine unendliche Zahl kleiner Magnetnadel 
die übereinander angeordnet sind. Die H.icbtkraft wird nicht nur y 
dem starken magnetischen Felde geliefert, in dem das Band sich It 
findet, sondern sehr erheblich vou der Torsion, die ihrerseits von cz 
Zugspannung de:^ Bandes abhängt. Mit dieser Type ist es Blon 
gelungen, die Frequenz der Eigenschwingungen des beweglichen SvBi 
auf 5UUO0 zu steigern. 

Zu einer getreuen Abbildung gebort aber auch, wie oben i 
ein andergesetzt, eine Dämpfung von ganz bestimmter Größe, Zu ( 
Zweck ist das bewegliche System in ein mit Öl gefülltes Röhr« 
gesetzt. Vaselinol genügt für alle Fülle, wo es sieb nicht um b« 
rapide Strom Änderungen handelt; Rieinusöl bei gewöhnlicher Tempil 
tur dämpft etwas zu stark. Eine Regulierung der Dämpfung k»; 
man durch Ändern der Oltemperatur oder durch Mischen zweier O 
bewirken. 

Die Nadeloszillographen haben gegenüber den bifilaren den nic_ 
zu unterschätzenden Vorteil, daß sie auch einer grÖbereu Behandluc^ 
standhalten; selbst größere Strom Überlastungen schaden ihnen nii'ht^ 
dem steht gegenüber, daß sie uneutpHndlicher sind als die bifilareV 
Bei einer Eigentrequenz (iOOO und einem Spulenwiderstand von Ü Ohr' 
sind etwa 0,3 Ampere erforderlich, um brauchbare Kurven zu erhaltec 
Außerdem kann durch die Selbstinduktion der ablenkenden Spule ein» 
Verzerrung der aufzunehmendeu Kurve eintreten. Dies ist namentlich 
zu befürchten, wenn der Apparat zur Aufnahme einer Stromkurve im 
Nebenschluß zu einem Abzweigwiderstand gebraucht werden soll. 

Bifilare Oseilliiffraiilwii. Um die Eigenfrequenz der beweglichen 
Spule möglichst groß zu machen, muß ihre Richtkraft möglichst groß 
ihr Trägheitsmoment möglichst klein werden. Man erreicht dies au 
einfachsten dadurch, daß man die Spule durch eine bittlare Sclileifi 
ersetzt, bestehend aus zwei einander parallelen, dicht uebeneiuaDdei 
gespannten Stromleitern (Blondel) Quer über die Mitte beider Bäiiide: 
ist ein kleiner Spiegel geklebt. Der Spiegel m (Fig. 3) läßt sich «n 
besten befestigen, wenn man an Stelle runder Drähte schmale Bänder hl 
nimmt (Duddelli, die durch eine Rolle li gleichmäßig gespaan 
werden und durch den Klotz L derart geführt werden, daß ihre flachei 
Seiten in einer Ebene liegen. Um eine genügende Stromempfindlich 
keit zu erzielen muß die Bitilarschleife in ein möglichst starkes mag 
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iwtisclies Feld gebi'acht werden. Man bringt deshalb das bewegliclie 
System in den Luftraum eines kräftigen Elektromagneten, dessen 
Polens zugeschärft werden, um die Kraftlinien auf die Bänder zn 
koazeatrieren. 

Sollen gleichzeitig mehrere Kurven aufgenommen werden, so wird auch 
liier der Kraftlinienweg durch niehrare Luftzwischenräume unt«rbrocliei], 
in ivelche die Systeme eingesetzt werden. Die 
Dämpfong wird genau ebenso wie bei den 
Xadeloszillographen durch Ol bewerkstelligt. 
Die bifilaren Oszillographen haben 
gegenOber den NadeloBzillograpben den 
Vorteil, daß sie praktisch induktionslos 
sind und eine größere Empfindlichkeit 
besitieo. Sie können sehr gut im Neben- 
scblnB gebraucht werden. Demgegenüber 
tind lie Tiel leichter Beschädigungen aus- 
ges«tet. Eine 3trom Überlastung hat ein 
Reißen der Kinder und in der Hegel damit 
eineo Verlust des Spiegelchens zur Folge; 
letzterer wird schon durch ein uu gleich - 
mäfliges Anspannen der beiden Bänder ge- 
Ahrdet. Das Einziehen neuer Bän<ler er- 
fordert ziemliche Übung und Geschicklichkeit. 

Die Richtkraft des aus Bändern bestehenden beweglichen Systems 
wird nicht nur durch die geradlinig hin- und her»chwingende Be- 
''■egong, sondern auch wesentlich durch die Torsion der Bänder ver- 
^"■sactt. 

Iriit Aluminium bau dem von 10 bis 15 mm Länge erzielte Blondel 
*''goii8chwingungen von lOOfKl bis 15000 pro Sekunde und eine 
^-iipfindliehkeit von 4 cm für 0,1 Ampere bei .J m Skalenabstand. 
iJibei hatte der Spiegel eine Flüche von 1,5 X 0,5 mm und war 
*•.! feil Oß mm dick. 

Sie Eigenfrequenz der Apparate von Siemens und Halske 
v^- i), ist normalerweise O'XX» pro Sekunde. 0,1 Amp. geben bei 0,5 m 
Skalenabstand etwa 4 bis 5 cm Ausschlag. Wird die Eigenfrequenz 
™ 4000 in der Sekunde erniedrigt, so winl die Empfindlichkeit etwa 
uhumal Bo groß. 

Eine gewisse Schwierigkeit bildet bei den winzigen Spiegeln, die 
ugdwandt werden niüsstn, die Optik der Oszillographen. Ein wesent- 
hdieg Moment bildet dabei die v<in Bojh eingeführte Zyiinderlinse, 
die jetit allgemein verwandt wird. Als Lichtquelle wird eine Bogen- 
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Umpe benutzt, die zweckmilflig etwas schräg aufgestellt wird, du 
der helle Krater A (Fig. 5) der positiven Kohle in horizontaler Richte 
möglichst intensive Strahlen auBsenden kann. 




Flg. H 

Durch ein Linaensystem oder eine einfache Linse werden die Licht- 
strahlen auf den Oszillographen Spiegel M konzentriert, wobei in den 
Strahlengang ein vertikaler Schlitz >S eingeschaltet ist. Hält man in 
den reflektierten Strahlengang ein Papier, so erblickt man eine schmale 
vertikale Lichtlinie. Diese wird durch die Zvlinderlinse Z in einen 




Punkt P zusammengezogen; Z ist so gestallt, daß S und P konjugierte 
Punkte der Linse bilden. Oszilliert 3/ um eine vertikale Achse,- so 
schwingt P in horizontaler Richtung hin und her. Auf einem in P 
angebraehten Schirm erblickt man daher bei stromdurchflossenem 
Oszillograph eine helle Linie. 

Um nun die Kurve seihst sichtbar zu machen, hat man dei 
schwingenden Lichtstrahl senkrecht zur Schwingungsrichtiing eine zwi 
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Bewegung proportional der Zeit zu erteilen. Dies geschieht am ein- 
fachsten dadurch, daß man den schwingenden Lichtstrahl im rotierenden 
Spiegel betrachtet, wobei die Achse dieses Spiegels parallel zur 
Schwingungsrichtung des Strahles verlaufen muß. 

Treibt man den Spiegel durch einen passenden Synchronmotor an, 
so kann man auf einer Mattscheibe das Bild der Kurve erblicken 
(Blondel; Duddell). Störend wirkt dabei zuweilen das Pendeln des 
SynchronmotorB. 

Die Kurven können photographiert werden, wenn man die Matt- 

schdbe durch eine photographische Kassette ersetzt. Hat man Pendeln 

des Syndhronmotors zu befürchten, so muß durch einen geeigneten 

Kontakt Vorsorge getroffen werden, daß nur während einer Welle 

die Platte den Lichtstrahlen ausgesetzt wird. Oder man verwendet 

statt rotierenden Spiegels und Synchronmotors in bekannter Weise eine 

ialleiide photographische Platte. 

(Fortsetzung folgt.) 




John Edward Campbell. Introductory treatiBe on LI«*» thaory of 
finite continuouB tranBformation groups. XX, 416 S. Oxford 1903, 
at the Clarendon Press. 

„Theorie der Tranaformatiousgruppen", in drei Bänden, bearbeitet 
von Engel, gibt eine abstrakte Theorie der endlicheu kontinuiüHichou 
Gruppen, in der alles das zu einem monumeDtalen Bau zusammengetragen 
worden ist, was Lie im Laufe von Jahrzehnten geschaffen hatte. Dabei 
traten didaktische oder pädagogische Rücksichten voUkommen in den Hinter- 
grund. Lie selbst erkannte, daB das groBe Hauptwerk duch iiumer noch 
eine Lacke lassen würde, daB nämlich der Wunsch nach elementaren und 
weniger umfangreichen Einführungen in seine Disziplin bestehen bleiben 
würde. Aus dieser Erkenntnis entsprang der EntschliiB zur Herausgabe 
■ Werke, die wahrend der Drucklegung der „Theorie der Transforma- 
tionsgruppen" vom Rezraeenten ßir Lie ausgearbeitet wurden. Eiti6 ähn- 
liche Tendenz wie das zweite dieser Bücher, die „Vorlesungen über konti- 
nuierliche Gruppen" (1893), verfolgt Campbell; und daher darf es woU 
deiu Rezensenten gestattet sein, zunächst auf jene Hauptpunkte hinzuwei 
in denen diese beiden Eioleitungen erheblich voneinander abweichen. 

Vor allem ist das Campbellsche Werk iiußerlich gerade halb so 
fangrei';h, gewiß ein empfehlender Umstand. Zweitens enthalt eä alle wesent- 
lichen Teile der Lieschen Theorie in genügender Ausdehnung, abgesehet 
nur von jenen Untersuchungen, die sieh auf die Ite.stimmung der Typen von 
Zusammensetzungen von Gruppen beziehen; «o z. B. auch die Theorie 
Berühmngstrtinsformationen, die in dem Buche des IteKensenten beiseit« 
lassen wurde, weil ihnen ein anderer, später erschienener Band gewit 
werden sollte. Das Campbellsche Buch birgt. Oberhaupt eine außerord* 
liehe StofffHUe in sich; und der Rezensent darf, wenn er auch nicht j» 
Seite davon gelesen bat, sein Urteil dahin zusanunen fassen, daß die Liei 
Theorie eine exakte und angemessene Wiedergabe gefunden hat, und daB 
Campbellsche Buch in hohem Maße dazu geeignet ist, schnell über 
weiten Umfang der Lieschen Gruppentheorie zn orientieren. So sehr 
unumwunden anzuerkennen ist, muB doch betont werden, duB dieser Vi 
notwendig einen (^beistand nach sich lieht: Das Buch ist auBerordeni 
knapp geschrieben, und der Leser, der die Lieacheo Ünl ersuch ungen 
aus ihm kennen lernen will und unter dem wir uns einen Studenten in all 
Semestern vorstellen, hat gewiß keine leichte Arbeit. Rezensent hatt«, 
ein Gleichnis gebraucht werden darf, eine breite, sauft ansteigende 
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atraSe eingeschlagen; Campbell jedoch schlägt von vornliereiu steile Fuüpfade 
ein, die jenen sicherlich viele langweilenden bequemen Weg bedeutend ab- 
Hraen. Wer aber wollt« bestreiten, daß gar mancher Tourist, der marseh- 
tSohtig genng ist, diese mühevollen, aber kürzeren Pfade vorzieht, zumal er 
dnbei nocli dadurch belohnt wird, itaB er mehr zu sehen bekommt als auf 
jenein (platten Wege, der manchen lohnenden Aussichtspunkt beiseite ge- 
lusen hat? 

Nachdem sich Rezensent erlaubt hat, das Campbell sehe Buch mit 
jun zitierten in Vergleichimg /u bringen, sei nun besonders eis ebarak- 
teristiscber Zug des neuen Werkes hervorgehoben. Wenn Campbell im 
Torwarte sagt, daÜ selbst diejenigen, die mit der Theorie der Transforma- 
tionsgnippeu vertraut sind, etwas Neues in der Pomi linden werden, in der 
& Theorie hier dargeboten wird, so hat er vollkommen recht. Lie hatte 
W der Abfassung des groBen dreibändigen Hauptwerkes von vornherein 
dit Absicht, im wesentlichen nur seine eigenen Untersuchuiigen zu bringen, 
md trst am Schlüsse des dritten Bandes gab er kurze Übersichten über 
^hzeitige Arbeiten anderer. Nachdem er damit zu seinem guten Recht« 
gekommen war, darf aber heute sehr wohl der Wunsch gehegt werden, dio- 
judgen Bausteine, die von anderen zu seinem Werke heibeigetragen worden 
lind, beim Aufbau mit verwendet zu sehen. So z. B. bedeuten Schurs 
iibeiten über die PundamentalsUtze der Gruppentheorie eine wesentliche 
Bweicberang. Und deshalb ist es nur anzuerkennen, daß Campbell diese 
Arteiten bei den Beweisen der Fund amental sätze, namentlich beim Beweise 
iIk «weiten, mit berücksichtigt. Da ist es nun recht interessant zu sehen, 
»■ie der englische Mathematiker, den seiner Heimat vertrauten Opemtious- 
Wkul in weitem Malie benutzend, eine Reihe der Schurschen Überlegungen 
iB ein neues Gewand kleidet. Wir verweisen dabei insbesondere auf das 
riarle Kapitel, Die Formeln werden, wenn sie uns deutschen Mathematikern 
»0 luch weniger vertraut erscheinen, recht kurz und übersichtlich. Nur 
*ill es dem Rezensenten scheinen, als ob die Frage, fflr weiche Variabilitttts- 
twMclie die Entwicklungen gelten, etwas genauer hätte untersucht werden 
^1^, selbst wenn man nicht In fiinktionentheoretischer Richtung soweit 
g»fa«a will, wie es Schur getan hat und wie es für ein einleitendes Werk 
j» »ach nicht wohl am Platze ist. 

Das Werk zerfällt in 25 Kapitel, von denen das erste auf nur 22 Seiten 
^Begriffe: Transformation, Gruppe, endliche kontinuierliche Gruppe, intini- 
Wtt^le Transformationen der Gruppe, Klammerausdrücke, Isomorphismus, 
PtTWnetergruppen. lineare homogene Gruppen, ausgezeichnete Untergruppen, 
pnijektive Gruppen usw. bringt. Zu Beginn des zweiten Kapitels über er- 
writetle Punkttranstbrmationen fällt es auf, daß von der Ausführung von 
Pmikttransformationen auf Differentialgleichungen die Rede ist, bevor definiert 
'"^f was das heißt. Im 'd. Kapitel über die Erzeugung der Gruppe aus 
iiiKn infinitesimalen Transformationen wird u, a. Engels Beispiel einer end- 
lichen kontinuierlichen Gruppe ohne identische Transformation gebracht, und 
"•* TlBrte gibt die Beweise der beiden ersten Fund amen talsatze, wovon schon 
™iui die Rede war, während das fünfte den Beweis des dritten Fundamental- 
''*'« ^'röigt, indem nach Lie dargetan wird, daß man eine Gruppe mit 
™ gegebenen Zusammensetzung konstruieren kann. So werden auf nur 
Sß Seiten die Grundlagen der gesamten Theorie entwickelt. 
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Das 6., 7. und 8. Kapitel sind der Theorie der DifferentialgletriiBiigeD 
gewidmet, die Gnippen gestatten. Von besonderer Bedeutung ist das achte, 
in dem es dorn Verfasser in sehr anschaulicher Weise gelingt, ausgehend 
vom Ueispieie der In Variantentheorie der l>in&ren Formen, klarzulegen, wie zu 
jeder Gruppe analoge Invariant entheorien gehören, wodurch dann die Vei^ 
bindung mit den von Klein in seinem Erlanger Programme in ihren groBen 
Zügen skizzierten Ideen hergestellt ist und dem Leser ein Degriff von der 
Redeutimg der Theorie für die gesumte Mathematik, insbesondere für ihre 
Methodik, gegeben wird. 

Die Kapitel vom 9. bis zum 13. geliPren wieder enger zusammen; ihr 
Hauptthema ist die Ähnlichkeit und der Isomorphismus von Urupppn. 
Systatische Oruppen nennt Campbell übrigens stationär. 

Wir sind hier etwa bis zur Mitte des Werkes gelangt, und wer das 
Buch bis hierhin studiert Imt, wird einen reichlichen und sehiJn abgerundeten 
Abriß von der aUgemeineu Theorie der kontinuierlichen Gruppen und ihren 
Anwendungen aul' Invariantenprobleme kennen gelernt haben. 

Von der «weiten Hälfte des Werkes liericbten wir nur in kürzaster 
Form, da die zu gebenden St.ichworte den Kenner genügend orientieren 
werden. Pfaffsche Gleichungen, Funktionengruppen, Beruhrungstransforma- 
tiunen und ihre Erweiterungen bilden den Inhalt der Kapitel bis zum 19. 
Das aO. bespricht die Differentialinvarianten unter allgemeinen Gesichtspunkten. 
Uer Hest des Buches gibt Anwendungen im engeren Kreise, doch muB be- 
merkt werden, daS schon von Anfang an tiherall wichtige Beispiele in die 
allgemeinen Entwicklungen eingestreut sind. In den Kapiteln 31 — 24 werden _ 
die Gruppen von Punkttransformationen der Geraden, der Ebene und des ^ 
Raumes sowie die Gruppen von Berflhmngstrausformatiouen der Ebene ab- — 
gehandelt, während das letzte Kapitel, wie ('amphell selbst hervorhebt, imm 
wesentlichen eine Bearbeitimg von des Heiensenten Darstellung des Zu — 
sammenhanges zwischen höheren komplexen Zahlen und einfach tmniitiven^ 
Gruppen in dem oben erwßhnten Werke ist. Wir vermis^n aber hieiinKi 
den Namen Studys t'Qr den fundamentalen Satz dieser Theorie. 

Man sieht, daß Campbell im wesentlichen einen Fortschritt vom All—.: 
gemeinen zum Speziellen liebt, wie es ja auch in Lies groUem Hauptwerken 
der Fall ist. Es muH allerdings dabei gesagt werden, daB der VerfaaaaK« 
dennoch, wie schon augedeutet, überall erliluternde Beispiele einstreut. OW^ 
man den Weg vom Allgemeinen zum Speziellen oder umgekehrt vorzieht^ 
ist ja Geschraacksaehe, und wenn man gereiftere Leser für ein Buch voraus^ 
setzt, ist der erstere unbedenklieh. Dennoch sei es erlaubt, die Mciuuii^_ 
auszudrücken, daß dem Rezensenten der umgekehrte Weg für eine EinfOhrun ' 
besser geeignet erscheint, wenn er auch den Nevhteil hat. daß dem I.es^^ 
die Haupttlieoreme erst viel später vollkommen geboten werden könnei^H 
Die Art des Oampbellsehen Vorganges jedoch wird insbesondere aolch^^ 
Fachmatheniatikeni sympathischer sein, die einen schnellen Eingang in d^^ 
Lieschen Theorien gewinnen wollen. Wir dürfen daher das Werk garr^M 
besonders den älteren Mathematikern hierfür empfehlen. 

Der Druck ist mit der nötigen Sorgfalt überwacht, ein aasffihrlich-^S 
Sachregister beschließt den Band. 
w Dormstadl. G. Sciieffeks. ^H 
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£• Heflfter und C. Kohler. Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
Bd. I. XVI, 526 S. gr. 8®. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Mit diesem Werke legen die Herren Verfasser der mathematischen 
^elt den ersten Teil eines durchaus modernen Lehrbuches der analytischen 
Geotnetrie vor, denn es entwickelt diese Disziplin nach den Grundsätzen, 
die uns heute nach Cayley und F. Klein als die einzig richtigen erscheinen 
müssen. Nach Herrn F. Klein haben wir nämlich bei systematischen geo- 
naetrischen Forschungen vom Begiiffe der Transformationsgruppe auszugehen; 
jeder Gruppe von Transformationen, die sich auf irgendwelche Raumelemente 
l>ezieben, entspricht eine besondere Art der Geometrie, diejenige Geometrie 
nS-mlich, die nur mit solchen Begriffen arbeitet, welche gegenüber allen 
Transformationen der Gruppe invariant sind. Für unser Buch kommen nur 
die Gruppe der projektiren Transfornwtionen und ihre geometrisch wichtigsten 
Untergruppen, die der affinen und der äqniformni oder ÄhnUchkeitstranS' 
foimationetty in Betracht. Wir treiben dementsprechend, indem wir von der 
Hauptgruppe zu den Untergruppen vorschreiten, nacheinander projektive, affine 
und äquiforme Geometrie^ wobei wir ganz im Einklang mit Cayley die 
sog-enannten metrischen Begriffe der affinen und äcjuiformen Geometrie durch- 
weg" als mit Hilfe der unendlichfernen Raumelemente spezialisierte projektive 
^^^riffe erhalten. 

Schon dieses Wenige dürfte zur Genüge zeigen, wie sehr sich unser 

^Uch von den üblichen Lehrbüchern der analytischen Geometrie unterscheidet. 

*oxx vorn herein herrscht ein fester Plan, nach dem das Lehrgebäude auf- 
^ftihrt wird, nichts erscheint willkürlich in der Anordnung des Stoffes, 
^üciern jedem Gegenstand ist eine bestimmte Stelle zugewiesen, an der er 
^ttcs-rst behandelt werden kann. Durch systematisches Spezialisieren von pro- 
J^^^'tiven Sätzen werden wir die affine und äquiforme Geometrie mit neuen 
S&t;aen bereichern; tritt uns umgekehrt ein Satz entgegen, so werden wir 
^^^■^n gewöhnt zu fragen, welcher Geometrie er angehört; ist es ein affiner 
oa.er äquiformer Satz, so werden wir weiter fragen, ob er sich projektiv ver- 
'^^g'emeinem läßt, und so zu neuen projektiven Sätzen gelangen können. 
^\jc dürfen daher nicht nur das von den Veif assern befolgte Prinzip mit 

^^sen als „ordnend und klärend" bezeichnen, sondern auch ihre Methode 

eine fruchtbare und ungemein anregende nennen. 

Sehen wir jetzt zu, wie das Lehrgebäude der Geometrie nach dem eben 
in. den Grundzügen entworfenen Plane im Euklidischen Räume aufgeführt 
''räd. Die Bausteine bilden, wie in der Einleitung ausgefühi-t wird, die 
«^sifachsten Raumelemente: der Punkt, die Gerade und die Ebene; ver- 
bunden werden sie durch die drei elementaren Beziehungen der Inzidenz, 
der Parallelität und der Orthogonalität, die durch Einführung der 
'Mtendlich fernen (uneigentlichen) Raumelemente und der orthogonalen 
*»arung von Punkten und Geraden der uneigeutlicheu Ebene sämtlich als 
**^denzbeziehungen aufgefaßt werden können. 

Nachdem hierauf die Teilgebiete des Raumes, die Grundgebilde 1. 
^ IL Stufe definiert wurden — der Raum selbst erscheint als Grund- 
gebilde ni. Stufe — , kann eine Klassifikation der Geometrie nach den 
P^ntzten Gebieten erfolgen; wir haben diesen entsprechend die Geometrie 
^ den Grundgebilden I., II. und III. Stufe zu unterscheiden. 
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Die von den Verfassern aufgestellten Deünitionen der verBehieden''ij 
licometrien (S. 16) können uns ferner durchaus nicht befriedigen, denn sie 
geben wohl eins Klassifikation der Batrhuiigen zwischen drn Eteminfin 
eines Grundgebildes, aber nicht eine Klassifikation der Lelirsälse. Man 
könnte, um die Definitionen zn halten, vielleicht sagen, daß jeder Lehrsatz 
(ins Beziehungen 91 Beziehungen "Ö folgere, also gewissermaßen ein Knmplei 
von Beziehungen vorstelle und somit nach jenen Definitionen klassifiziert 
werden könne. Dem gegenüber aber ist zu bemerken, daQ ein Lehrsatz 
nobi immer aus einer Beziehung 91 eine Beziehung 9 folgert, daß aber 3( 
und 9 nicht immer Beziehungen zwischen den Etrmtiilm, wohl aber immer 
Beziehungen zwischen Bi-f/riffen vorstellen. Sind z. B. A. B, C, D vier be- 
liebige Punkte einer Geraden, so ist durch die drei Ab Stands verhSltnisse 

'^^^^ (A, BC)^(Br,A), (A,CD), [A,DB\ 

eine Beziehung 91 zwiachen den 4 Punkten j4, U, C, D gegeben; aus dieser 
folgt die Beziehung $t: 

{A. BC){A, CI>)(A. DB] = 1. 

Diese Beziehung © ist aber eine Beziehung iirischett Absimid' Pcrhiiltnissen 
nnd keine Beziehung ewischrn de» Punkten Ä, B. C, ü- Denn eine Be- 
ziehung zwischen den Elementen eines Grundgebildes kaim — analytisch 
gesprochen — nur durch eine oder mehrere nicht identische Gleichungen 
zwischen den Koordinaten der Elemente gegeben sein. Wir würden, um 
unseren Standpunkt kurz zu präzisieren, etwa so vorgehen'l: 

Die Elemente eines Grundgebildes können wir als geometrische Grund- 
begriffe bezeichnen. Indem wir die Elemente eines Grundgebildes — - unter 
Zuhilfenahme des Zahlenbegriffes — miteinander in Beziehung setzen, ge- 
langen wir zu neuen geometrischen Begriffen, die wir als abgeleitete Begriffe 
bezeichnen können. Ein geometrischer Begiiff heißt ein projektiver, affiner, 
äquifoiiner Begriff, wenn er bei allen Transformationen der projektiven, 
aflinen, flquifonnen Gruppe ungeSndert bleibt. Diejenigen Eii/nischaftcn 
riner Figur, die durch projektive, afüne, äquiforme Begriffe allein beschriebeo 
werden können, beißen projektive, affine, äqnifonne Eigenschaften der Figur. 
Formeln, die solche Eigenschaften analytisch darstellen, werden projektive 
usw. Fonneln genannt. Ein geometrischer Lehrsatz, va dem ausschließlich 
projektive, affine, iinuiforme Begrifle auftreten, heißt ein projektiver, affiner, 
äquitbrraer Lehi-satz. Ein solcher Lehrsatz folgert aus projektiven usw. 
Eigenschaften einer Figur andere ebensolche Eigenschaften. — Der Teil der 
Geometrie, der nur projektive, affine, äquiforme Lehrsätze enthält, heiöf die 
projektive, affine, äiiiiiforme Geomefrit. Man kann die projektive nsw. Geo- 
metrie auch als die Lehre von den projektiven usw. Eigenschaften der 
Figuren bezeichnen. — Affine (äqniforme) Begriffe, Formeln, Lehrsätze, die 
nicht projektiv (affin") sind, heißen parallel metrische (orthogonalmetrische) 
Begriffe, Formeln und Sfttze. Der Teil der affinen (äquiformen) Geometrie, 



1) Man vergleiche zum folgenden: M, Pascb: Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie, Leipcig 1SS3, S. T4f. und des Ref Grundlagen für die geum. Anw. der In~ 
variantentheone, Leipzig IBBö, 3. 76f und S. läl. 
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der nur parallelmetrische (orthogonalmetrische) Sätze enthält, heißt die 
Pardielmeirik (Orthogonalmet rik). 

Der Hauptteil unseres Buches beschäftigt sich zunächst mit der projek- 
tiven Geometrie in der cigefiüiciiefi PunktreiJfe; wir lernen hier zuerst die 
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation 
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will mau diese 
Dinge nicht überhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk- 
lich vollständig vorgetragen werden, und Ref. hätte es gern gesehen, wenn 
dies geschehen, wenn also insbesondere ausführlich dargelegt worden wäre, 
wie auf Grund des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms, auf das nur in einer 
Anmerkung hingewiesen wird, die erwähnte Multiplikation ausgeführt werden 
kann. — Nunmehr können das Abstands Verhältnis (AV) eines Punktes 
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und 
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse oo, sowie 
die imaginären Punkte eingefELhrt werden. Es wird bei solchen grundlegenden 
Betrachtungen st^ts mit sehr anerkennungs werter Strenge verfahren, wie 
z. B. das Imaginäre hier und späterhin mit besonderer Sorgfalt behandelt 
wird. Wenn aber die Verfasser den uneigentlichen (unendlich fernen reellen 
oder imaginären) Punkten des Raumes alle übrigen Punkte, also auch die 
übrigen imaginären Punkte, als eigentliche gegenüberstellen, so kann Ref. 
dies nicht billigen. Denn von einem imaginären eigentlichen Punkte zu 
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes „eigentlich". 
Für ganz überflüssig halten wir ferner die Neueinführung: „aggregiert ima- 
ginäre'* statt „konjugiert imaginäre Punkte", weil eine Verwechslung von 
konjugiert imaginären Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde 
n. Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende — 
Wort ,4niaginär" völlig ausgeschlossen werden kann (S. 24 — 35). 

Das Doppelverhältnis (DV)*) eines Punktwurfes A, B, C\ D 

wird durch {ABCB) =:j~-7^jy^ definiert, erscheint sonach als Verhältnis 

zweier AVe. Es ist eine absolute Invariante der projektiven Gruppe, und 
zwar eine charäktenstisdie, weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt- 
reihen, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem 
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der 
Einleitung erwähnten Schlüsse die wichtige Tatsache, daß jede ])rojektive 
Beziehung zwischen den Punkten einer Punktreihe sich lediglich auf Be- 
ziehungen zurückführen läßt, die durch die Werte von DVen auszudrücken 
sind. Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven 
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und 
zwar auch von unserem Standpunkt aus Denn nach dem vorhin Gesagten 
hann jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaßt werden, daß er nur 
Aussagen über die DVe von Puukwürfen macht. — Hieran schließen sich 
der Fundamen talsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die 
als naturgemäße Koordinaten der projektiven Geometrie nachgewiesen werden, 
iwd endlich die Formeln für die Transformation der DV-Koordinaten, die 



1) Diese vom Ref. nach einem Vorschlag des Herrn Pasch eingeführte, sehr 
praktiache Abkürzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweise adoptiert und 
weitere analoge Kurzungen eingeführt. 
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Die von den Verfassern aut'^'est«llten Definitionpn der TersL'hiedeneri 
Geometrien (S, 16) können uns ferner durchaus nicht befriedigen, denn sie 
geben wohl eine Klassifikation der ßeiiehungcn xtrischr» tlm Etcmrnti» 
eines Grundgebildes, aber nicht eine Klassifikation der Ldirsätee. 51an 
kannte, um die Definitionen zu halten, vielleicht sngen, daB jeder Lehrsatz 
aus Beäehungen "äl Beziehungen ^-0 folgere, also gewissermaßen ein Komplex 
von Beziehungen vorstelle und somii nach jenen Definitionen klassifiziert 
werden könne. Dem gegenüber aber ist zu bemerken, daß ein Lehrsatz 
wohl immer aus einer Beziehung % eine Beziehung S folgert, daß aber 91 
und iß nicht immer Beziehungen zwischen den Elrtni-nten, wohl aber immer 
Beziehungen zwischen Berinffen vorstellen. Sind z. B, A, B, C, D vier 
liebige Punkte einer Geraden, so ist durch die drei ÄbstandsverhältnisM 

'*^^ = {A.BC)-=^{n(;A), {A,CD), iA,DB) 

eine Beziehung 31 zwischen den 4 Pimkten A, B, C, D gegeben 
folgt die Beziehung $t: 

U. Br)(A,CJ)){A,BB\^ 1. 

Diese Beziehung 'B ist aber eine Beziehung zwisdieti AbstiindfDerhältn'u 
und keine Beziehung iirisckcn den Pimkt.. n A, B, C, lt. Denn eine Be- 
ziehnng zwischen den Elementen eines Grundgebildes kann — analytisch 
gesprochen — nur duivh eine oder mehrere nicht identische Gteiuliungen 
zwischen den Koordinaten der Elemente gegeben sein. Wir würden 
unseren Standpunkt kurz zu präzisieren, etwa so vorgeben'): 

Die Eieniente eines Grundgebildes können wir als geometrische Gl 
begrifl'e bezeichnen, Indem wir die Elemente eines Grundgebildes 
Zuhilfenahme des Zahlenbegrifies — miteinander in Beziehung setzen, 
langen wir zu ueuen geometrischen Begriffen, die wir als abgeleitete Begriffe 
bezeichnen können. Ein geometrischer Begriff heiBt ein projektiver, affiner, 
Hquiformer Begriff, wenn er bei allen Transformationen der projektiven, 
alKnen. äquiforraen Gruppe ungeändert bleibt. Diejenigen Eii/tvsGliiiffrn 
finf.r Figiir, die durch projektive, affine, äquiforme Begriffe allein beschrieben 
werden können, beiUen projektive, aftine, äijuiforme Eigenscharten der Figur. 
Formeln, die solche Eigenschaften analytisch darstellen, werden projektive 
usw. Formeln genannt Ein geometrischer Mirstüx, in dem ausschlieülich 
projektive, affine, Jiqaiforme Begrifl'e auftreten, heißt ein projektiver, aifiner, 
äquiformer Lelirsatz, Ein solcher Lehrsatz folgert aus projektiven usw. 
Eigenschaften einer Figur andere ebensolche Eigenschaften. — Der Teil der 
Geometrie, der nur projaktive, affine, Squiforme Lehrsätze enthält, heißt die 
pryrktive. affine, äiiaifonni- Gemnetrie. Man kann die projektive usw. Geo- 
metrie auch als die Lehre von den projektiven usw. Eigenschaften der 
Figuren bezeichnen. — Affine (äquiforme ) Begriffe, Formeln, Lehrsätze, die 
nicht projektiv (affin) sind, heiBen paraU ei metrische (orthogonalmetriscbe) 
Begriffe, Formeln und Sätze. Der Teil der affinen (äquifonnen) Geometrie, 
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li Man rergleiche zum folgenden: M. Paach: Torleanngen <1ber neuere Ge« 
metrie, Letpi^i^ 1883, S, T4f. und des Ref Grundlagen fi'ir die geom. Xnv. der D 
variantentheone, Leipzig 189Ö, 8. 76f und S 131. 
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der nur parallelmetrische (orthogonalmetrische) Sätze enthält, beißt die 
ParaUelmeirik {Orthogonalmetrik). 

Der Hauptteil unseres Buches beschäftigt sich zunächst mit der projek- 
tiven Geometrie in der eigefiÜidien Punktreihe\ wir lernen hier zuerst die 
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation 
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will mau diese 
Dinge nicht überhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk- 
lich vollständig vorgetragen werden, und Ref. hätte es gern gesehen, wenn 
dies geschehen, wenn also insbesondere ausführlich dargelegt worden wäre, 
wie auf Grund des Dedekind sehen Stetigkeitsaxioras, auf das nur in einer 
Amnerkung hingewiesen wird, die erwähnte Multiplikation ausgeführt werden 
kann. — Nunmehr können das Abstandsverhältnis (AV) eines Punktes 
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und 
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse oo, sowie 
die imaginären Punkte eingeführt werden. Es wird bei solchen grundlegenden 
Betrachtungen stets mit sehr anerkennungswerter Strenge verfahren, wie 
z.B. das Imaginäre hier und späterhin mit besonderer Sorgfalt behandelt 
wird. Wenn aber die Verfasser den uneigentlichen (unendlich fernen reellen 
oder imaginären) Punkten des Raumes aUe übrigen Punkte, also auch die 
übrigen imaginären Punkte, als eigentliche gegenüberstellen, so kann Ref. 
dies nicht billigen. Denn von einem imaginären eigentlichen Punkte zu 
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes „eigentlich". 
Pör ganz überflüssig halten wir ferner die Neueinführung: „aggregiert ima- 
ginäre" statt „konjugiert imaginäre Punkte", weil eine Verwechslung von 
konjugiert imaginären Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde 
n. Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende — 
Wort „imaginär" völlig ausgeschlossen werden kann (S. 24 — 35). 

Das Doppelverhältnis (DV)*) eines Punktwurfes Ä. ß, C, 1) 

(A CD) 
wird durch {A B CD) =: ' .^ j.!. definiert, erscheint sonach als Verhältnis 

zweier AVe. Es ist eine absolute Invariante der projektiven Gruppe, und 
zwar eine charakteristiscüie^ weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt- 
reihen, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem 
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der 
Einleitung erwähnten Schlüsse die wichtige Tatsache, daß jede projektive 
Beziehung zwischen den Punkten einer Punktreihe sich lediglich auf Be- 
ziehungen zurückführen läßt, die durch die Werte von DVen auszudrücken 
sind. Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven 
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und 
zwar auch von unserem Standpunkt aus. Denn nach dem vorhin Gesagten 
wnn jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaßt werden, daß er nur 
Aussagen über die DVe von Punkwürfen macht. — Hieran schließen sich 
der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die 
^ naturgemäße Koordinaten der projektiven Geometrie nachgewiesen werden, 
und endlich die Formeln für die Transformation der DV-Koordinaten, die 



1) Diese vom Ref. nach einem Vorschlag des Herrn Pasch eingeführte, sehr 
praktische Abkürzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweise adoptiert und 
weitere analoge Kürzungen eingeführt. 
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zugleicb den aDa1jtisch.en Ausdruck für die projektive Verwundtachaft ■ 
vorstellen (S, 35— öD). 

Zeichnen wir den uneigentlichen Punkt U der Geraden i 
weitert sich die projektive Geometrie zur af/hirtt. Das spezielle DV (A t 
das AV von A in bezug auf B und C, ist eine absolute diarakttrititlf 
Invarinnte der affinen (Sruppe, woraus dann wieder folgt, dafi jede a,fl 
Beziehung sich hier auf Beziehungen zurück führen laßt, die durch die We- 
von AVen auszudrOcken sind. Alle affinen Formeln und Sätze gehen a 
projektiven ciufach durch Spezialisieren hervor (S. 59 — 67), 

Die binären, später die temUren quadratischen Formen sind gesigue 
Objekte, um nach Entwicklung der Grundlagen weiterhin in den einMio 
Grundgebilden projektive, affine und liijuifonne Geometrie zu treiben. 
der Geraden zunäehst führt die binäre tiuadratische Form zur projektiv 
und afßnen Hinleiluiiii dir Panhicfiaarr und der durth sie bestimmten I 
volutionen. Es bietet sich dabei die Gelegenheit, hier, wo die Verhältnis 
sehr etofa^'h liegen, die Methoden vorzubereiten, die später bei den ternär 
quadratischen Formen zur Anwendung konanen (S. 68—91). 

Im folgenden wird dann gezeigt, daß die jiroji'ktu'c Geometrie in d 
fi^mtlidien Büschehi aus der in der eigentlichen Geraden einfach dadni 
erhalten wird, daß man „Strahl" bezw. „Ebene" statt „Punkt" setzt. Di- 
Geometrie in den Biisobelo erweitert sich um ilie Orthogonalen 
äquifornu-n ff mmc'nV dadurch , daß man die besondere Involution, 1 
orthogonale Elemente gepaart sind, oder was dasselbe ist, die kmifl 
imaginären Doppel elemente dieser Involution — das absolnti- BlemJ 
paar — auszeichnet Ist das Element a itu a senkrecht (n J_ a), 
das spezielle DV 

iaäbc) = (a, 6c) = {hc, n) 

als Richtungsverhältnis (ItV) des Elementes a in bezug auf Ii jj 
bezeichnet und als charaklerisiisci'e nbsoltite Tnvarianic der &qut 
Gruppe nachgewiesen. Ein spezielles RV wieder ist die goniom 
Tangente oder der Tangenswert eines Eleme utepaare 
formen Transformation bleibt der Tangenswert — vom Vorzeichen abj 
— ungeändert. Aquifonne Büschel sind mithin ähnlich bezw. 
Außer der schon erwähnten absoluten Involution ist von den ortbc 
metrisch ausgezeichneten Involutionen für spätere Partien des BuchM 
die g lei ch.se ttig 'hyperbolische Involution — mit reellen, orthogonalen E 
«lementen — hcsondei-s wichtig (S. 92^116). 

Die Geometrie im Parallel- Strahl- oder Ebenenbüschel und in 
uneigentlichen Gebilden 1. Stufe läßt sich stets auf die Geometrie in wo 
eigentlichen Grundgebilde I. Stufe zurückführen. So deckt sich z. K 
Geometrie in der uneigentlichen Punktreihe vollständig mit der im eij?» 
liehen Büschel. Die konjugiert imaginären Doppelpunkte der hier aiiftreteiwS 
orthogonalen Involution ^ das absolute Punktepaar der unejgent liel* 
Geraden — spielen bekanntlich in der e1>euen Geometrie 
Rolle (S. Ufi— llff), 

In Am Ebene ist das DV eines Punkt- Geraden- Wurfes 

(PQgh) = {PQGB)s 
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"■ö der Strahienwurf p, q, g, h perspektiv zum Punktwurf P, Q, (?, M liegt, 

«ine tAarakferistische absolut-- Invarianif der projektiven Gruppe, also jeder 

■bgeleitete projektive Begriff auf den Begriff lies DVes eines Punkt-Geraden- 

W'urfes zurtckführhar. Nach Einffihmcg der DV-Koordinateo folgen die 

^TrajisfonnatioD dieser RoordiaateD, das üualitfitsgesetz und eine BeÜie pro- 

jektiTer Sätze über Punkte und Gerade. Das vollstfindige Viereck wird 

mit Rückaicbt auf das Kegelacbnittbüschel sehr eingehend behandelt, wobei 

sich eine Reihe schöner Sätze über den Charakter der durch ein solches 

Viereck auf den Geraden seiner Ebene erzeugten Involutionen ergibt 

('8. 119—173). 

Nunmehr kann auch eine noch bestehende Lücke ausgefüllt werden. 
\Iaii baim nämlich auf Grund der harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Vierseits nachweisen, daß jede koUineare Transfünnation der Ebene 
eine projektive ist, daB also in der Tat kollineare und projektive Trans- 
formation der Ebene, projektive (üeometric und Inüidenzgeometrie hier iden- 
tische Begriffe sind. Danach muß sich z. B. der Begriff „DV" lediglich 
anf den Begriff der InKidenz zurückführen lassen. Innerhalb der Grenzen, 
die äch die Herren Verfasser gesteckt haben, ist der direkte Nachweis hier- 
für nicht erbringlich, aber es sollte wenigstens im Interesse des Anfängers 
eine grdBere erläuternde Anmerkung angebracht werden (die Änm. S. 41 
genügt nicht). Ferner müßte der Schluß des nach Darbous geführten 
Beweises, daß harmonisch aufeinander bezogene OebOde 1. Stufe projektiv 
änd, der gerade die meiste Schwierigkeit bietet, etwas ausführlicher gehalten 
Win (S. 174—193). 

Nach Untersuchungen über die kollineare und reziproke Verwandtschaft 
folgt die affine Geometrie in der Ebene. Ist p^ deren uneigentliche Gerade, 
so stellt das spezielle DV 

— das AV der Geraden g in bezug auf die Punkte F und Q — eine 
AsraifcrtsrtscÄe absolute Invariante der affinen Gruppe vor. Auch das Ver- 
baltnis paralleler Strecken und das Flachen Verhältnis sind solche Invarianten. 
^atargpmäße Koordinaten sind hier diejenigen DV-Koordinaten, bei denen 
eine Fundamentalgerade mit der g^ zusammenfällt; sie werden homogen 
als allgemeinste Hessesche Koordinaten, nicht homogen als aligemeiBstc 
(^artesische Punkt- und Plückersche Linienkoordinaten bezeichnet Ganz 
'•'sooderes Interesse dürften in diesem Kapitel die Enftvicklungen erwecken, 
flie sich an die Einführung der Eichkurve des Cartesischen Koordinaten- 
'jBtemj — einer reellen EUipse — knüpfen, wobei wir auch den affinen Stanun- 
?»ti des Pjihagoräisehen Lehrsatzes kennen lernen (S, 1H4 — 326). 

Zeichnen wir die absoluten Punkte /j und 7j der Ebene (das absolute 
"wr der Geraden g^ aus, so erweitert sich die affine Geometrie um die 
Onhogoaalmetrik zur äquiformen ebenen Granytrie. Sind G„, G„, H^ I^ 
'w uneigentlichen Punkte der eigentlichen Geraden ij, g, h, i, ist femer 
J-Lj, ao wird das spezielle DV 

da* RV der Geraden h und t in bezug auf die Gerade g genannt. Es 
vird also hier (ähnlich wie im eigentlichen Büschel) nicht direkt das ab- 

*nWr atr U«h>iii>Uk und Phyiik, lO. Boihn. Xil, 12 
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solute Paar benutzt, um durcb das DV Ighl^I^) einen neuen, orthogonal- ■ 
metrischen Begriff lu erlangen, weil die Zahl (jj/'^i^s) durch g und h allein 
nicht eindeutig bestimmt und für reelle g und h im allgemeinen imaginär 
ist. Das AV und RV bilden zusammen ein cliarakleiislischcs System ab- 
soluter ItwarianteH der Bquiformen Gnippe. Jeder abgeleitete Squiforme 
Begriff muß sich daher auf die Begriffe des AVes ucd RVes zurflckfbhreD 
lassen. In äquiformen Feldern sind homologe Winkel kongruent; die Trans- 
formationen der Qijuiformeu Gnippe führen mithin ihren Namen mit Recht. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier die gleichseitig orthogonalen Parallel- 
koordinaten; die nicht homogenen Punktkoordinaten dieser Art sind identisch 
mit den rechtwinkligen Koordinaten. Die geometrische Bedeutung von Sinus 
und Cosinus wird in der äquiformen Geometrie gegeben, der auch die Begriffe 
des Lot- und Sinnsverhältnisses (in bezog auf ein Speerepaar) angehören. 
Das DV eines Punkt-Gerade n-Wnrfes kann als Quotient zweier LotyerhBlt- 
nisse, das eines Strahlen wurfes als Quotient zweier Sinusverbaltnisse dar- 
gestellt werden (S. 227—255). 

Der Rest des Buches bringt Aniccmlitngen auf die Kurven II. Ord- 
nung und II. Klasse, deren allgemeine projektive Eigenschaften zuerst 
entwickelt werden (S. 2;)«— 274). 

Alsdann folgen rein algebraische Betraclifungen über reelle quadratische 
Formen von n Variabeln, so das Trägheitsgesetz, femer die Bestimmung des 
Banges ^[f) und der Signatur S{f) einer solchen Form f aus ihrer 
charakteristischen Reihe nach Frohen ius. Die Zahl » — p (^ heißt der 
Verschwindungsgrad v{A) der Determinante A von /', der absolut« 
Wert s{f) von Sif) die Signatur der Gleichung /"=■ oder auch die Signatur 
s {A) von A. Die numerischen Invarianten v (j4) und s (A) der Form f reichen 
hin, um wie früher im Falle « — 2 die prqjehtife Klmsifikalion der Elemente- 
paare, nun auch ftir « = 3 diejenige der Kurven II. Ordnung oder II. Klasse 
voraunehmen. Die nicht entarteten Kegelschnitte \y{A) — O] zerfallen z. B. 
in imaginäre [s(-4) = 3] und reelle ls(^) = l] (S. 275— 297)- Bei der 
affinen Klassifikation dieser Kurven haben wir dann weiter die projektiv 
Beschaffenheit des Punktepaares zu untersuchen, das die g^ mit der Kurve 
11. Ordnung bezw. mit der nur Kurve 11. Klasse adjungierten Kurve 11. Ord- 
nung gemein hat. So ergibt sich aus zwei proj'-ktiven Klassifikationen die 
affine SJassifikalion der Kurven II. Ordnung bezw, II. Klasse, wobei nur 
noch bei dem reellen Puuktepaar auf einer eigentlichen Geraden und dem 
Doppelpunkte eine weitere Spaltung in das eigenthehe und das eigentlich- 
uneigentUche Paar bezw. in den eigentlichen und un ei gentlichen Doppel- 
punkt nötig ist. Dieses Einteilungsprinzip kommt in der Tabelle für die 
affinen Klassen der Kurven 11. Ordnung besonders klar zum Ausdruck 
(S. 346 — 353). Bei der äquiformen Elusstfikation wird endlich das projek- 
tive Verhalten des unendlich fernen Punktepaares eines Kegelschnittes zum 
absoluten Punktepaar /,, i, seiner Ebene in Betracht gezogen. So zerfallen 
bei der affinen Klassifikation die reellen, nicht entarteten Kegelschnitte in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln; bei der Hquiformen wird dann von 
den Ellipsen der Kreis als Ellipse, welche durch die Punkte /, und /j 
geht, und von den Hyperbeln die gleichseitige Hyperbel, deren uneigent- 

Punkte die Punkte /j und 7", harmonisch trennen, orthogonalmötriac 
ausgezeichnet (S, 418^422). 



I, orthogonalmetriBci^^ 
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I projeUive Geometrie der Kegelachnitte befaflt sich des weiteren 
mit der Polarität ia bezug auf einen Kegelschnitt (KS). Was hierbei 
S. 306 über die Poldreiecke in bezug auf einen KS gesagt wird, ist nicht 
ganz korrekt. Zunächst müssen natürlich daselbst unter 4 a) die Worte 
r,hyperbolisch" und „elliptisch" vertauscht werden. Dann muB es unter 4 b) 
heiBec: „Nur eine Ecke und ihre Gegensuite sind reell; diese Elemente sind 
duin entweder hyperbolisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind 
konjugiert imaginär oder nicht konjugiert imaginttr, oder aber diese Elemente 
sind elliptisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind nicht kon- 
jugiert imaginär." Nach dem eben und dem 1. c. unter 3b) Gesagten kann 
aan also aus dem elliptischen bezw, hyperbolischen Charakter der reellen 
Eemente eines beliebigen Poldreiecks nicht immer erkenuen, ob sein KS 
imaginär oder reell ist (8.298—311), 

Aus der Polarectheorie Hießen in der atüneu Geometrie der KSe die 
Begriffe „Mittelpunkt" und „Durchmesser eines KS", auch treten jetzt 
di« Asymptoten eines KS auf. Als Eichkurve des Koordinatensystems 
wird Her auch die Hyperbel eiügefiihrt und ein schon oben erwähnter Sati 
nun i^thagorSischen Lehrsatz der aflinea Geometrie erweitert. Besonders 
hervoRuheben sind hier noch die affinen Verallgemeinerungen der Sätze 
Aber die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis (8. 353 — 386), 

In der äquiformen Geometrie der KSe werden die Hauptachsen sehr 
zwecbalBig als dasjenige Durchmesserpaar definiert, das sowohl das Äsymp- 
loienpaar, als auch das von den Polaren der Kreispunkte /p /, gebildete 
Geradenpaar — das Paar der Kreispunktpolaren — harmonisch trennt. 
Die Transformation eines KSes auf den Mittelpunkt gehört in die affine, 
die auf die Hauptachsen in die äquiforme Geometrie der KSe. Die scharfe 
Trennung der Geometrien bat, wie man sieht, auch ihre Schattenseiten, 
indem eng zusammenhängende Dinge auseinaudergerissen werden müssen 
(S. 422— 4.iO). 

Die drei verschiedenen Geometrien des KS-Büschels und der KS -Schar 
werden so ausführlich behandelt, daß es unmöglich ist, diesem Gegenstand 
auf beschränktem Kaume auch nur einigermaßen gerecht m werden. Wir 
wollen diese schönen Untersuchungen nur allgemein dahin charakterisieren, 
da£ die BealitätsTerbältnisse im weitgehendsten Maße Berücksichtigung finden, 
und daß die Einteilung der KS-Büschel und KS-Scharen in den verschiedenen 
Geometrieu systematisch und vollstllndig durchgeftthrt wird. Unter den 
orüiogonal metrisch ausgezeichneten KS-Scharen ist die konfokale Schar 
die wichtigste. Aus den allgemeinen projektiven Eigenschaften der KS- 
Scharen werden die wichtigsten Eigenschaften der kou fokalen Schar, die 
früher teilweise direkt entwickelt worden waren (8. 451 — 470), systematisch 
abgeleitet (8. 312— 34r.; S. 387—417; S. 471—501), 

Den Schluß des I. Bandes bildet ein kurzer, leichtfaßlicher Anhani} 
über Xtiierminanien aus der Feder des Herrn Heffter (S. 502 — 517).') 

Möge es dem Ref. gelungen sein, dem Leser einen hinreichend tiefen 
Einblick in das Buch gegeben zu haben, um ihn zu einem i 



1) Druckfehler; S.91, Klammer; =0 statt +0; S.Sai, Z, 11 \. u,: ^ = 8 
■Utt p = 5; S. 33'J. (5) letzte Klammer: Ü'sit.ttC-, S. 349, vor der grüßten Klammer: 
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Studium des schönen Werkes zu veracüassen, eines Werkes, das mit dazu 
geeignet erscheint, den Lehrbüchern der analTtiscben Geometrie in Zukunft 
ein ganz neues Gepräge aufzudrücken, wobei es für dea Kundigen* von 
besonderem Interesse sein wird, ob und in welcher Weise sich die gelegent- 
lich geSuBert«n prinzipiellen und püdagogischen Bedenken beseitigen lassen 
werden. 

Ostbofen I Rheinhesseu"). P, Muth. 



M. Simon. Über die Entwicklung der Elementargeometrie im 
JLIA. Jahrlrnndert, Bericht erstattet der deutschen Matliematiker- 
Vereinigung. VID, 278S. Mit 28 Fig. gr. 8°. Leipzig 1906, B.G.Teubner. 
Eine große Vorarbeit för die Geschiebte der Elementargeometrie im 
19, Jahrhundert ist in dem vorliegenden Buche geleistet. Ursprünglich 
war das Werk tXIr die Enzyklopädie geschrieben; die gewählte üußere 
Form, der stark gedrungene Stil, dann die Schwierigkeit, das riesige Zitaten- 
material auf Grund der Zettelsammlung bibliographisch treu zu revidieren, 
nicht zuletzt wohl auch der Umfa&g, auf den die Sammlung angewachsen 
war, schienen dem Rahmen der Enzyklopädie nicht zu entsprechen und 
veranlaßten eine gesonderte Herausgabe. M. Simon hat mit ausdauerndem 
Fleifle die Literatur des 19. Jahrhunderts, soweit sie die auf den höheren 
Lehranstaltea gepUegte E lernen targeometrie betrifft, gesichtet und in scharf 
gegliederter Disposition zusammengestellt. In Betracht gezogen ist nicht 
nur die deutsche Literatur, wenn sie auch bevorzugt erscheint, sondern auch 
die ausländische; bei dem umfangreichen Kapitel „Lehrbücher, Aufgaben- 
sammlungen" ist geradezu eine Uotergruppierung nach Nationen vorgenommen. 
Das Jahr 1900 ist streng als Grenze festgehalten; nur wenige Notizen, die 
dem Verfasser gelegentlich aufstießen, führen weiter. Im allgemeinen Teil 
rechtfertigt Simon die gewählte Stoffumgrenzung, charakterisiert in kurzen 
Zügen den von der Geometrie im 19. Jahrhundert eingeschlagenen Ent- 
wicklungsgang und behandelt die Geschichtsforschung auf dem Gebiete der 
Jlathematik wahrend dieses Zeitraumes, dann die Methodik und die Lehr- 
mittel, Der spezielle Teil umfaßt neun dem Umfange nach recht ungleich- 
artige Abschnitte: Paralielentheorie, Kreis, Flächeninhalt, Dreiecke, Polygone, 
allgemeine ebene Konfigurationen, allgemeine röumlicbe Beziehungeu, beson- 
dere r&umliche Beziehungen, Trigonometrie. Sämtliche Abschnitte sind 
wieder mehrfach weiter gegliedert; so werden beim Kreis 7 Unterabteilungen 
aufgestellt: Quadratur des Zirkels, reguläre Polygone und Kreisteilung, 
Trisektion des Winkels, verschiedene Kreissätze, Inversion, Taktionsproblem, 
Sehließungsproblem; hei der ersten Unterabteilung „Quadratur des Zirkels" 
z. B. linden sich nach eiuleitenden Bemerkungen die Untergruppen: a) zu- 
sammenfassende und geschichtliche Werke, b) Quadraturen, c) Nüherungs- 
konstruktionen, dj Bogen, e) Numerische Berechnung von ™, f) n durch 
Wahrscheinlichkeitsi-echnung, g) Methode dea Archimedes, h) Methode der 
Isoperimetrie, i) Lunulae Hippocratis. — Den größten Teil des Buches be- 
ansprucht die Tit«l Sammlung; vielfach sind den angeführten Schriften kleine 
referierende oder kritisierende Bemerkungen beigegeben. Die zusammen- 
fassenden Übersichten sind sehr aphoristisch gehalten, zum Teil in stark,. 
subjektiver Färbung. 
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Die Liter&taran gaben sind ilußerst reichhaltig und in den Einzel - 
tilejn zumeist wohl auch genau genug, um jedem, der sich über ein 
bestimmtes Geliiet Auskunft holen will, das nötige Material an die Hand 
m geben. Die Geschichte der Mathematik zu bearbeiten, wird um so 
sehvrierigar, je weiter sich der Forscher der Neuzeit n&hert. Der in Aus- 
sicht gestallte vierte Band zu Cantors Vorlesungen über Geschichte der 
Wathematik wird nur durch die Mitarbeit eines ganzen Stabes von Gelehrten 
möglich. Die Bearbeitung selbst spezieller Gebiete aus dem 19. Jahrhundert 
^&ii]i eines Mannes Schulter nicht mehr tragen. Um so mehr ist die 
Lcistnogskraft Simons anzuerkennen, der für ein durchaus nicht kleines 
Gebiet wie die Elementargeometrie dem Gescbichts forscher das Material vor- 
ial>«reiten and die Wege zu ebenen versucht hat. 

Berlüi. J. Tropfke. 

1~Oiiderli0U. Paraillelperepaktive. Rechtwinklige und schiefwinklige 

.\ioiionietrie. 112 S. Mit 121 Fig. Sammlung Göschen. Leipzig, Göschen. 

M. 0,(10. 

In den beiden ersten Abschnitten wird mit Benutzung des Grund- und 

A.t»£risses eines Körpers die Entstflhung und Herstellung seines usonometrisehen 

^l^es für die verschiedenen Projektionsarten angegebenj im dritten folgen 

^'Ul'gaben über Lagen- und MaQbeziehnngcn unabhängig von der orthogonalen 

•«■ojektion, und schließlich werden die Schatten konstruktionen besprochen. Die 

''^Mateliung ist klar und einfach, und viele Figuren erleichtern das Verständnis. 

ßpllin. P, SCHATHEITLIN. 

USBuftsser. Leitfaden der Stereometrie. Mit 61 Fig. Stuttgart 1906, 
■■^ Grub. geb. M- 1,50. 

JB Mit Rücksicht auf die Lehrpläne von 1901 zerfallt der Leitfaden in 
P***^ Teile; der erste propädeutische gibt die Beschreibung, Abwicklung und 
^*-^fcaltßformeln der einfachsten Körper, der zweite die systematische Be- 
' ^"^""'Sindung der stereometriachen Hauptsätze. 

. Aus dem ersten Teile hätte der Satz des Cavalieri ganz wegbleiben 

I ^^^Tinen, oder er hätte ohne einen Beweisversuch angegeben werden sollen, 
*^fc-^egen hätte im zweiten Teile eine strengere Begründung der Inhaltsformel 
^^a- Pyramiden angegeben werden müssen. 

Die Ableitung der Hauptformelu der Stereometrie bewegt sich in den 
^t»liehen Gleisen, die nicht immer die einfachsten Beweise liefern. So sind 
^\t Beweise für den Hauptsatz über das Lot auf einer Ebene (§ 12. l) 
'^Xid für den Neigungswinkel einer schrägen Geraden (§ 15. 4) recht schwer- 

«*aiig. 

Die Figuren in einem stereometrischen Lehrbuche müssen mit besonderer 
^*^alt hergestellt werden, lun bei den Schülern einen räumlichen Eindruck 
^O erwecken. Hier sind bei der Mehrzahl der Figuren alle Ebenen durch- 
sitiitig behandelt, d. h. die verdeckt gelegenen Rauten etc. sind ebenso 
^Michuet wie die vorn gelegenen; meiner Meinung nach erschwert dies 
rinmlicben Eindruck gani erheblich. Besonders unangenehm aber berührt 
rdafi von dieser Methode an einzelnen Stellen abgewichen ist. So sind 
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gleich bei der ersten Figur die verdeckten Würi'elkanten gestrichelt, 
ebenso unsichtbaren Diagonalen und die Mittellinie dagegen sind ausgezogei 
gezeichnet; recht auffällig ist die verschiedene Art der Zeichnung bei dei 
nebeneinander gelegenen Figuren 31 und 32. Auf eine grilndliche Durch 
arbeitnng des figürlichen Teiles muB bei einer neuen Auflage besonders Jl 
achtet werden. ■ 

Berlin. P. Schafheiti.w. T 

TV. Voi^. Thermodynamik. 2 B&nde. 360 u. 370 S. Sammlun, 
Schubert XXXIX u. XLVUI. Leipzig 1903 u. 1904, G. J. Göschen. 

Das vortreffliche Werk bietet in klarer, mathematischer Form und i: 
steter Anlehnung an die Resultate der experimentellen Forschung eine vor 
zB gliche Einführung in das weite Gebiet der Thermodjnaraik. Zuers 
werden die allgemeinen Gnmdlagen sowohl der Mechanik wie der reinei 
Wärmelehre, auf denen sich die Thermodynamik aufbaut, in kurzer, präziser un( 
höchst eleganter Form entwickelt. Sodann folgt die Thermodynamik fBi 
ideale Gase, wobei die Zustandsäadei-ung sowohl als Funktion von Dmcl 
und Volumen, wie als Funktion von Entropie und Temperatur dargestellt un« 
die Bedeutung beider Darstellungsarten klargelegt wird. Den Methoden zim 
experimentellen Bestimmung des Verhältnisses der spezifischen Wiirmen, sowi 
den Anwendungen der fllr ideale Gase geltenden Gesetze auf kosmisch 
Torgänge ist je ein Abschnitt dieses Kapitels gewidmet, das Grundprinzc 
des Arbeits- und Kältemaschinen wird an dem Carnotschen Kreisproza 
entwickelt. Das dritte Kapitel „Thermodynamik für beliebige zweivariala 
Körper, insbesondere solche die unter allseitig gleichem Druck stebea 
beschäftigt sich mit dem zweiten Hauptsätze und seinen Anwendungen &.< 
die wirklichen Gase, wobei u.a. das Prinzip der Lindeschen Kältemaschin 
erläutert wird, auf Flüssigkeiten und feste Körper, die unter allseitig gleichen 
Druck stehen und auf zylindrische feste Körper unter einseitigem Zuge. 
Femer wird die W. Thomsonsehe absolute Temperaturskala besprochen 
Das SchluBkapitel des ersten Bandes bebandelt die Thermodynamik voi 
Körpern, deren Zustand von beliebig vielen Variablen abhängig ist, mit An 
Wendungen auf die Theorie der Elektrizität 

Der zweite Band zerfallt in zwei Teile: Thermo -chemische und Thermo 
elektrisclie Umsetzungen, In dem ersten Teil werden vom Standpunkt de 
Phasenlehre aus die Vorgänge der Verdampfung und KondensaDon, de 
Scbmelzens und Erstarrens, der Mischung und Lösung, der allgemeine] 
chemischen Umsetzung, femer die Theorien der verdünnten Lösungen, de 
gewöhnlichen und der eleitrolyti sehen Dissoziation thermodynamisch b« 
handelt. Es werden Anwendungen auf meteorologische Vorgänge und au 
die Theorie der Dampf- .Arbeits- und der D ampf-K Site -M aschin en , sowi 
der Explosionsmaschinen gemacht. Der zweite Teil beschäftigt sich zuuächs 
mit der Elektrostatik, besonders der mechanischen Arbeit bei der Elektri 
aiening und bei der Erregung eines Dielektrikimis, der Pyro- und Piezo-Elek 
trizität und den analogen magnetischen Vorgängen. Sodann folgt die Thermo 
dynamik des Galvanismus, insbesondere die Theorie der Stromwärme, de 
Thomson- und Peltier- Effekts und der galvanischen Elemente. Das dritt 
und letzte, als Anbang bezeichnete Kapitel, beschäftigt sich mit der TIm 
dynamik der Wärmestrahlung. Dieses, wie ühprhatipt der ganze letxte 1 



HwM aphoristisch gehaltene Kapitel, in welchem auch die neueren Arbeiten 
aber die Strahl ungsgesetze his zum Jahre 1901 besprochen werden, enthält 
JD seinem letzten Paragraphen einen interessanten Hinweis darauf, daß es 
nicht erlaubt ist, das Kirchhoffsche Gesetz auf eine einzige zirkular- 
polarisierte Schwingungsart allein anzuwenden, weil bei der Reflexion rechts 
zirkularpolariäiertes Licht in links zirkuläres umgewandelt wird. 

Schon aus dieser kurzen Übersicht ist wohl erkennbar, wie reich der 
Inlislt dieses Buches ist. In der Tat führt es den Leser tief in die Materie 
hinein und bietet durch die gleich liebevolle und vollendete Behandlung der 
xnsi thematischen Analyse, wie der Darstellung der Experimente und der An- 
'vreodangen auf allgemein wissenschaftliche und technische Probleme eine zwar 
niclit immer leichte, aber stets anregende und abwechslungsreiche Belehrung. 
Breslau. E. PitiNfiSHEiM. 



J. Clflssen. Theorie der Elektrizität and des Magnetiamus. 2 Blinde, 

184 u. 251 Seiten. Sammlung Schubert XLI u. XLll. Leipzig 1903 

n. 190-1, G. J. Göschen, 

Auf veraehiedcnen Wogen können wir die steilen Höhen der Faraday- 

Uaiwellschen Theorie erklimmen. Wer vermöchte zu entscheiden, welcher 

roö ihnen der beste ist, und ob überhaupt einer von ihnen der beste ist? 

**Äs Urteil hängt von der Neigung und Begabung des Touristen und von 

"^►ä- Tüchtigkeit und Geschicklichkeit des Führers ab. In jedem Falle müssen 

*~i-»- nnserm Führer dankbar sein, wenn er mit sicheren Schritten voran- 

"<=^K%reitet, die zum Ziel führende Richtung möglichst fest im Auge behMt 

, ••^»-«i uns auf dem Wege schöne und weite Blicke über das durchwanderte 

'**'^*'ftiet gewährt. Und wir dürfen es ihm nicht allzu sehr verübeln, wenn 

|^~ un9 auch einmal über eine schwierige Stelle in külineoi Sprunge hinweg- 

*~-*=^fc.gt, selbst wenn wir nachher nicht recht begreifen, wie wir auf den neu- 

•^^ ~^6*onnenen Standpunkt gekommen sind. In diesem Sinne wird jeder, der 

'•'^'^^^^^ durch das vorliegende Buch in die Theorie der Elektrizität und des 

*- -^^gD etismu B einführen lüßt, dem Verfasser aufrichtigen Dank zollen. 

Das Buch ist nach einem wohl durchdachten Plane angelegt in dem 
"^ ^^Biditlichen Bestreben, alle an die alte Femwirkungstbeorie erinnernden 
^■'^L:^^ente abzustreifen. Zunächst wird eine kurze, vielleicht etwas zu 
^^^=*«tTakte Übersicht über die Gmndversuche der Elektrostatik gegeben, aus 
"^^'»en zwei einfache Methoden zur experimentellen Bestimmung der funda- 
'^^^-^ntslen Eigenschaften des elektrischen Feldes folgen. So werden die 
*-*^»griffe der Niveauflächen, Induktionslinien und Induktionsröhren eingeführt 
'**^**'l sodann aus der Analogie mit einer strömenden Flüssigkeit die matbe- 
*** »tischen Grnndgleiebungen der Elektrostatik in physikalischer Anschau- 
Vi«?likeit gewonnen. Die sehr bescheidene Anwendung einiger weniger Begriffe 
^*f Velrtoranalysis wird selbst demjenigen da.s Verständnis erleichtern, dem 
^•w Begriffe zum ersten Male entgegentreten sollten. Die zunächst hypo- 
vntiscU eingeführte Zulässigkeit des hydrodynamischen Bildes wird dnrch 
™ Vergleich der theoretisch gewonnenen Resultate mit der Erfahrung ge- 
"" ' Die so gefestigte Theorie findet dann auf die zuerst besprochenen 
: und auf die wichtigsten elektrostatischen MeBmethoden und 
) lohnende Anwendung. Ganz im Sinne der oben hervorgehobenen 



natrt. 
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BezeDsionen. 



Grandtendenx des Werkes wird das Coulombsche Gesetz nicht zur BegrünA 
der Theorie herangezogen, sondern erat aus ihr entwickelt. Dieser t\ 
retiBche Vorzug hatte sich aber aach wohl erreichen lassen , ohne dafi 
nötig gewesen wHre, bei der Grundlegung der TheoriH statt der allgeit 
tlhlicben Coulombseben Methode zur Messung der elektrischen Kral't 
physikalisch sehr viel weniger anschauliches Verfahren zu Hilfe zu nehn 

Der 2- Teil des 1. Bandes gibt die Elektrokinetik und behandelt 
Theorie der stationären elektrischen Strdme, die elektrochemisehen Vorgä 
nnd die Thermoelektrizität. Auch hier ist die Analogie mit der Flüssigke 
Strömung sehr anschaulich durchgeführt. 

Der 2. Band bringt die Darstellung des Magnetismus und des EIek' 
magnetismus. Wenn im allgemeioen auch diesem Bande die gleichen ^ 
Züge nachsurUhmen sind, wie dem ersten, so ist doch die Darstellung 
Grundbegriffe des Magnetismus nicht einwandfrei. Der Verf. macht z 
mit aller Schärfe darauf aufmerksam, daß es keinen wahren Jlagnetisnius 
keine magnetischen Leiter gibt, und daß daher eia fimdanientaler ün 
schied zwischen der Elektrostatik und dem Magnetismus besteht, trotzi 
aber fDhrt er die magnetische Kraft und magnetische Induktion durch i 
rein äußerliche Analogie mit den entsprechenden elektrischen GröBen 
and die physikalische Bedeutung dieser magnetischen Grundbegriffe gela 
nicht klar genug zur Anschauung. 

Sehr zu loben ist die große Sorgfalt, mit welcher der Verf. übe 
sich bemüht die Hypothesen klar als solche zu kennzeichnen und auf i 
Erweiterungsßihigkeit und Erweiterungsbedürftigkeit hinzuweisen. 

Breslau, E. Frinösiieim. 

Irring FisLer. Kurze EinleituiiB in die Diffärenti&L- and Integi 
reotmung. Aus der 3. englischen Auflage Übersetzt von N. Pink 
IV, 72 S. Mit 11 Fig. gr. 8. Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 1,80 
Der durch seine Arbeiten über Anwendungen der Mathematik auf 

Nationalökonomie bekannte Verfasser hat in erster Linie für seine Zahi 
einen kurzen Leitfaden der Infinitesimalrechnung geschrieben, der auch weite 
Kreisen von Niehtraatbematikem, die durch Beruf oder Neigung zar 
Bchäftigung mit höherer Mathematik veranlaßt werden , empfohlen wer 
kann. Natürlich wird man an eui derartiges Buch nicht die Forder 
großer Strenge stellen; es entspricht in diesem Punkte ungelUhr den {rt 
so beliebten Lehrbüchern von Lübsen. Dafür zeigt es aber die frische 
stets auf anacbnulicbes Erfassen gerichtete Form der Darstellung, die ei 
Vorzug der populären englischen Literatur bildet. Die Auswahl und 
scliränkung des StoÜes ist im großen und ganzen zweckmüßig. Die et 
naive Bemerkung auf S. Gl: „Abhandlungen über Integralrechnung püe 
sehr umfangreich zu sein", kann entbehrt werden, elwnso wie der mi 
wtlrdige Satz: „Eine absolut rollstäudige Tafel von Integralen gibt es ni 
da sehr viele Integrale bis jetzt noch nicht aufgelöst worden sind". S' 
dessen wHre wohl eine Darstellung der mechanischen Quadratur am Pli 
gewesen. Die Übersetzung ist lesbar, wenn auch nicht frei von Anglizism 
auf jeden Fall aber Itätten die englischen Maße, wie Fuß oder Meile, du 
metrische Maße ersetzt werden sollen. 

Straßhurg i. E. Paul Epstbdi 
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»1>ert Frieke. HsuptBätse der Differential- und Integralreohnnng 
als Leitfaden ziun Gtobranoh bei Vorlesungen. '4. Auflage. VII, 
218 S. Braunschweig 1905, Yieweg und Sohn. 

Die dritte Auflage dieses bekannten trefflichen Baches ist in Bd. YL, 

S. 325 dieser Zeitschrift besprochen worden. Die neue Auflage imter- 

scHeidet sich von der vorauf gehenden nur durch eine größere Reihe stilis- 

t±s eher Änderungen und durch einige sachliche Umgestaltungen in der Erklärung 

^on Begriffen und der Anlage von Beweisen. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 

Oslar ScUomileh. Übungsbuch sum Studium der höheren Analysis. 

Fünfte Auflage, bearbeitet von Dr. E. Naetsch. Erster Teil: Auf- 
gaben aus der Differentialrechnung. VIII, 372 S. Mit 85 Fig. gr. 8®. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 8 Jl. 

Schlömilchs Übungsbuch, das sich gleich den anderen Lehrbüchern 

^eses Verfassers bei vielen Generationen von Studierenden einer großen 

Beliebtheit erfreute, hat in Herrn Naetsch einen sorgfältigen Herausgeber 

fireftm^ei,^ dej. |2.Q^ bemüht war, dem Werke seine Eigenart zu erhalten. 

^^ hat deshalb weder im Stoff noch in der Anordnung wesentliche Ände- 

^y^^^en vorgenommen und seine eignen Zusätze auf wenige Einschaltungen 

^©Schränkt, von denen nur eine über Transformationen in der Ebene einen 

ß^^ößeren Umfang besitzt. Fast möchte man wünschen, er hätte sich etwas 

^"^üiger Zurückhaltung auferlegt, denn nach meiner Auffassung liegt in der 

■Neigung des Verfassers zu speziellen und oft abseits führenden, wenn auch 

^JöiÄti immer interessanten Entwicklungen eine gewisse Gefahr för jüngere 

St;n^enten, für die es doch in erster Linie bestinunt ist. So könnte die 

-^ ^Jxleitung über Grenzwerte von Funktionen sehr stark gekürzt, das Kapitel 

Reihen mit übersprungenen Termen ganz weggelassen werden; dafür 

le man gern eine weitergehende Berücksichtigung der Anwendungen in 

Taxrsch nehmen, denn obwohl §.62 die Überschrift trägt: „Geometrische 

"'^m^ physikalische Aufgaben", so findet man hier nur eine einzige sehr 

spezielle Aufgabe mit physikalischem Anstrich, nämlich über das Maximum 

der Flächenbeleuchtung, wenn die Lichtquelle sich auf einer vorgeschriebenen 

^alm bewegt; sonstige Anwendungen, mit Ausnahme von geometrischen, 

sucht man im ganzen Buche vergebens. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 



Vermisclite Mitteilungen. 



1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 
A. Anfgaben nnd LehraBUe. 
1 S'i. Welche Kurve wird durch die beiden GleicbuDgeo dargestellt: | 

X = ir cos'w C08 2m j/ = 4r äii*a> sin 2ra? 
Welches ist die geometrische Bedeutung des Parameters u? 
Speyer. H. Wielbitne 



183. a) Zwei Kreise mit den Mittelpunkte 

gemessen, die Durchmesser AB = 2B, A' B' 
Man ziehe durch Ä irgcnJ einen Strahl, der die 
und mache A'P — A'Q — Ä'Q\ so beschreibt 
kulare Quartik mit Doppelpunkt in A'. Welche 
R, r und a bestehen, damit die erzeugte Kurve 
2) eine Bernoullieche Lemniakate sei? 

b) Wenn sich die beiden Kreise in B(= B' 
offenbar eine Spitze (vgl. Aufgabe lö4 in Bd. 
Fläche der so entstandenen Kurve durch li 
Borührmig (birnfBrmiger Typus), 2) bei ine 



1 und 0' haben, auf 00' 
= 2r; A'O sei gleich a. 
Kreise bez. in Q,Q' schneidet, 
allgemeinen eine bizir- 
Beziehungen müssen zwischen 
1) eine Pascälgche Schnecke, 

') berühren, so entsteht in A' 
10, 328). Man drücke die 
aus und zwar 1) bei äußerer 

Beruhnmg (Kardioidentypna). 

H. WlBl.EITNER. 



184. Als Transversali 
Kegelschnittes eine 
gleichung dieses Punktei 
der zurückgelegten Kur 

Holxminden, 



eines Polardreieckes hat jede Tangente eines 
zugeordneten Punkt. Wie lautet die Ort«- 
findct man in ihm die jedesmalige Tangente 

— — (i. KOBER. 



1S5. Es sei OA^OB und < .405 = 90°. Betrachtet man alle 
durch B laufenden Hyperbeln, die OA in berühren und die Eigenschaft 
haben, daß eine ihrer Asymptoten durch A geht, so schneidet jede den _ 
Umkreis des Dreiecks AOB außer in und B noch in zwei Punkten Om 
and V. Es soll rein geometrisch bewiesen werden, dafi die durch zttm 
den Asymptoten gezogenen Parallelen die Gerade U V stets in zwei PunktsB | 
treffen, die auf dem Kreise über dem Durchmesser OA liegen. Dieser Kreit 
ist also der geometrische Ort für die Schnittpunkte sBmtlicher Geraden V V 
mit den durch zu den Asymptoten der Hyperbelschar gezogenen Parallelen. 



Breslau. 
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* B, Lösongreii. 

Zu 157 (Bd. X, S. 328) (0. Meißoer). — Man trftgt auf den Seiten 
des Dreieckes ABC von Ä aus auf AB bis D, von B aus auf ^C bis J^^ 
von C aus auf CA bis F die gleiche Strecke p ab; wie ist p zu w&hlen, 
damit ABEF^ \AABC wird? 

Erste Lösung. — Wenn ADEF = jAABO ist, so ist auch 

AADF+ABED + AOFE - \AABC. 
Ntm ist 

AADF^\p(b—p)sma, AABC^^hesina, 

ABED = jp{c —p)sin ß ^ jp{c — i?) — sin a, 

ACFE =* jp(a-^ p)sm y '^\p{a — p) — 8in a. 
Also ist 1^ zu bestimmei^ aus der Gleichung 
j^p (b — p) sin a + jp (c — p) sin a -f ^p (a — p) sin a = -^ 5c sin er, 

woraus cip(p ^ P) + 2>i?(c — i?) + cp{a — p) = \ahc^ 

(a+5+c)i>* — (ah + 5c -f cd)p + \ahc = 0, 
a& + & c + ca j: T/a«6« + & V + c'g« 

Es existieren also zwei Werte für die Strecke p. 

Berlin. stud. math. Alfred Baruch. 

Eine fthnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. Werner Gaedeckb 
(Berlin) eingelaufen 

Zweite Lösung. — .Wie ist i> zu wählen, damit JDEF= -J ABC? 

— Nach dem bekannten Satze, daß die Flächeninhalte zweier Dreiecke mit 
einem gemeinschaftlichen Winkel sich wie die Produkte der diesen Winkel 
bildenden Seiten verhalten, ergibt sich aus der Gleichung: 



die folgende: 



hieraus folgt: 



JADF JBED JCF E ___ 1 

JABC + JABC + JABC^ n 

pQ>-p) pjc — p) p{a — p) ^ n— 1 
bc "^ ca ab ^^ n 



{bc + ca+ab)n±y(b^c*'i'C*a* + an*)n^ — 2n{n—2)abc(a-\-b-\-c) 

Der größte Wert, den n annehmen kann, ist: 

4a6c(a + & + c) 
^ ^ 2abc{a -{-b + c) — (&«c« + c*a* + a«&«)' 

in diesem Falle ist: , , , , 

bc-\- ca-\- ab 

^ ~ "2(a + & + c) 

und das eingeschriebene Dreieck ist am kleinsten. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kruo. 



188 Vermischte Mittailnngen. 

Eine Lösung, die im wesentlichen mit der Lösung des Heim B&rucli 
übereinstimmt, ist noch von Herrn W. Stegeraann (PrenzUu) eingelaufen, 
der fdr n = 2 den Abschnitt p in die Form bringt 



J / X , 1 , 1 , yb*c 



wo n, ß, y die Dreieckgwinkel bedeuten, und dann fortfährt: „Bezeichnet 

mit q den Inkreisradius und mit n den Brocardschen Winkel des Dreieokvj 

AhC, so ist 



. + . 



,T«in, 



> vAM 



Nimmt man bei dem letzten Gliede in der Klammer das negative 
zeichen, so erhält man immer einen brauchbaren Wert von j>. Nimmt 
aber das positive Vorzeichen, so wird, wenn c die kleinste Dreiecksseite irtr 
ii — c far c — y\äh\ dann fallt PunH 7) mit B zusammen. Für c > y\äh 
wird p -C c, imd fiir c < Y^ob wird y > c. Dieser letzte Wert ist 
unbrauchbar; das positive Vorzeichen ist also nur dann anwendbar, wenn 
c ^ \/\äb ist." 

Ähnliche Lösungen von den Herren C.Hoffmann (Schorndorf, Württem- 
berg), H. Egerer (Frankfurt a. M.) und Herrn stud. math. A. Wieferioll] 
(Münstar i. W). Red. 



Zu 158 (Bd. X, 328) (0. Meißner). — Auf den Seiten des Drei- 
ecks ABO sollen drei Punkte A, B, F so bestimmt werden, daß durch die 
Linien AB, AF, BF das Dreieck ABC in vier iulialtsgl eiche Dreiecke 
zerfällt. — 

Bezeichnen a, b, c, n, ß, y die Seiten und Winkel des Dreiecks ABQ 
a\ b , c' die Strecken AT, BA, CB, so wird verlangt 

AAFB- ABAF^ ACBA ^{AABC. 
Nun ist aber 

A Ars =■ \c' (b — b') sin a, ABAr= J fl'(e - c') sin /J, 
ACBA~^bXa-a)Biny, 
AABC ^ l&csin a^^o« sin (3 = ^ab siny. 
Demnach bestehen die Beziehungen 

U'{h~b')sina = ^ficsina, 
la'(c-Osin^=:c«8iu/ä. 
lb'{a — a') sin y = l ab sin y 



1 






/ii — i')- :-»c, 



'(' 



/). 
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sich ergeben 



a = 



a 



&' = 



c = 



2' " 2' ^ 2 

D'^e X^Tinkte A, B, T sind also die Mitten \on BC, CA, AB. 

Berlin. stud. math. Alfred Babuch. 

£ine Ähnliche Lösung noch von den Herren stud. math. A. Wie fe rieh 
Ol^nster i. W.) und W. Gaedecke. Red. 



Zu 162 (Bd. XI. 129) (P. Schafheitlin). Steht in einem gewöhn- 
Aicken oder überschlagen en Trapeze der eine Schenkel auf den Grundseiten 
seakrecht, und beschreibt man um beide Schenkel als Durchmesser Kreise, 
80 bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln wieder ein 
Trapez, in dem der eine Schenkel auf den Grundseiten senkrecht steht. — 
£rste Lösung: Ich fasse den Satz all- 
gemeiner: Beschreibt man in einem beliebigen 
Trapez AB CD um beide Schenkel als 

Durchmesser Kreise, so bilden ihre zwei 

Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln 

wieder ein Trapez EFGH, dessen Winkel 

mit den Winkeln des ursprünglichen Trapezes 

gleich sind, so daß (s. Fig.) 



Beweis: Man fällt von der Mitte jedes 
Trapezschenkels ein Lot auf den andern Schen- 
kel und zwar MM'±BO und NN' ± AD. 

Da sich diese Lote wie die Trapezschenkel verhalten, diese aber wie die 
Kreisradien, so hat man die Proportion MM' : NN' == MH: NG oder 

MM' NN' 




MH 



NG 



Daher ist <^ MHM' = ^ NGN\ das Viereck MNHG ist also ein Sehnen- 
viereck; aus analogen Gründen ist auch das Viereck MNEF ein Sehnen- 
viereck. Es ist daher ^ FEN ^ n — ^ FMN ==- ^ GMN =^ ^ DAB 
oder -^ .4 = <^ JE, und ebenso bei den übrigen Winkeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 

Zweite Lösung: Ist in der Ebene eines Kreises auf einer Sekante, deren 
Schnittpunkte E und F sind, AB die Projektion eines Durchmessers DC und 
HG auf diesem die Projektion der Sehne EF, so soll HG Sehne desjenigen 
Kreises sein, dessen Durchmesser AB ist. um dieses zu beweisen, verbinde man 
nicht nur die Punkte A und B mit H und G^ sondern auch D und C mit 
E und F; dann läßt sich leicht zeigen, daß <^ AHB « ^ DEC und 
^AGB-^'^ DFG ist. Denn sowohl EH als auch FG teilt das Trapez 
AB CD in Kreisvierecke; infolge dessen ist das eine Mal ^EAH=^EDH 
und ^ EBH = ^ECH, das andere Mal ^FAG ^^FDG und 
^FBG^^FCG,miihmd^xQ)i^AHB^^DEC\mdi^AGB=^^DFC 
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Im Fall des überschlagenen Trapezes ist jedesmal eines der beiden 
Kreisvierecke, deren (regen winkel die benutzten Winkel sind, nicht über- 
schlagen; der eine dieser beiden Winkel ist also dann durch seinen Neben- 
winkel zu ersetzen. 

Holzminden. 6. Eober. 

Eine ähnliche Lösung noch von Herrn Köstlin. Red. 

Dritte Lösung: In dem gegebenen Trapeze AB CD sei M die Mitte 
von ÄB^ ^ die Mitte von CD, und man setze MÄ = r^, ND ■= r,. 

Man ziehe die Gerade MN, fälle von D aus auf MN das Lot DJ^ 
von M aus auf CD das Lot MO^ von E aus auf MO das Lot EP. D&nn 
folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke NDJ und NMO 

MO: MN = JD : ND = MÄ iND^r^ : r,. 

MO ist die Entfernung der Sehne G^iT des Kreises (M, fj) vom Mittel- 
punkte M und M^ die Entfernung der Sehne EF des Kreises {N^ r,) 
vom Mittelpunkte N. Da sich diese Entfernungen wie die Radien verhalten, 
so haben die genannten Sehnen in den Kreisen ähnliche Lage und verhalten 
sich ebenfalls wie die Radien; dasselbe gilt von den halben Sehnen, und es 

verhält sich demnach 

HO : EM = r^ : r^. 

Femer folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke DNJ und EMP 

EP : EM =- JD : ND = r^ : r^, 

und aus beiden Proportionen ergibt sich HO = EP, Nun sind nach Kon- 
struktion die Winkel HOP und EPO rechte Winkel, mithin ist Viereck 
EPOH ein Rechteck und HE Jl GH In gleicher Weise läßt sich zeigen, 
daß auch GF A. GH^ und damit ist der verlangte Beweis gegeben. 

Prenzlau. W. Stboemann. 

Zu 166 (Bd. XI, S. 129) (F. Schlegel). — Der Satz „Alle Ebenen, 
die aus zwei festen Kugeln Kreise von gleichem Radius ausschneiden, um- 
hüllen ein Rotationsparaboloid , das die Potenzebenen der beiden Kugeln 
zur Scheiteltangentialebene und die Mitte der Zentrale zum Hauptbrennpunkt 
hat" ist eine Folgerung aus dem Satze der Aufgabe No. 145 (Beweis S. 149), 
der da besagt, daß eine Gerade //, die aus zwei festen Kreisen Sehnen von 
gleicher Länge ausschneidet, diejenige Parabel P umhüllt, deren Scheitel- 
tangente die Potenzlinie der beiden Kreise und deren Brennpunkt die Mitte 
der Zentrale ist. Läßt man nämlich diese ganze Figur um die Zentrale 
rotieren, so beschreiben die Kreise die beiden festen Kugeln und jede Grerade 
g einen Rotationskegel. Alle Tangentialebenen eines jeden dieser Rotations- 
kegel schneiden aus den beiden Kugeln Kreise von gleichem Radius aus 
und berühren zugleich das durch die Parabel P erzeugte Rotationsparaboloid, 
das mit dem im obigen Satze bezeichneten Rotationsparaboloid identisch ist. 

Prenzlau. W. Stbgemank. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn C. Hoff mann in Schorndorf 
(Württemberg) eingesandt. Red. 
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Zu 166 (Bd. XI, S. 130) (0. Meissner). — Gegeben ist eine reguläre 
Astroi de mit dem Parameter a. Die auf den positiven Halbachsen liegenden 
Spitzen seien A und B. Um den Punkt P (o? « y ■- a) ist mit dem Radius 
a derjenige Viertelkreis beschrieben, dessen Endpunkte A und B sind. 6e- 
sackt wird die Maximalentfemung zwischen dem Kreisbogen AB und dem 
Ä^roidenhogtn AB, 

Erste Lösung. — Zieht man von P aus einen Strahl, der den Kreis- 
bogen in Q^, den Astroidenbogen in Q^ trifft, so kann man die Strecke Q^ Q^ 
als die Entfernung der beiden Kurvenbogen für den Kreispunkt Q^ bezeichnen. 
Es ist unmittelbar ersichtlich, daß bei dieser Definition das Maximum der 
Entfernung eintritt, wenn der von P ausgehende Strahl durch geht. Trifft 
PO den Kreis in Q[^ die Astroide in §j, so ist die Strecke Q[Q'^ oder 
±0Q'^'^ 0Q[ die gesuchte MazimalentfernuDg. Setzt man x =^ y in der 

Astroidengleichung rc« + y' = a', so ergibt sich rr =y = \^V^'^ mithin ist 

OQ^ -y^MV - i«. Femer ist 0Q[ - PO q: PQ[ - a(l/2 q: l). Also 

• ^ A' V., xf '^ ^P n^n' ( i« (3 - 2|/2)~ 0,086 a 

ist die fif^suchte Maximalentfemung Vi v» = / V- [ 

* ' * \a{Y2 + i)~ 1,914a. 

Prenzlau. W. Steoemann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. J. Krug (Aussig) 
eingetroffen. Red. 

Zweite Lösung. — Die Gleichung der Astroide xi -{-y^ ^ a-^ lautet in 
Polarkoordinaten: ' . 

^ "i TT"- 

008^9 -(- Bin^ (f 

Aus den Sjnomietneverhältnissen folgt, daß die größte Entfemung zwischen 
Kreisbogen und Astroidenbogen für 9 =» 45^ eintritt, es ist dann cos 9« 

sin g> « IV 2, folglich : »* = ö' ^^ ^®° entsprechenden Kreispunkt ist : r^ = a ( V^ T ^ )» 

^ 1 .• u --x :i. T. X.. ,. •:, T. ,x f(l,5— y2)a~0,0858a 

folglich ist die Entfernung beider Punkte -frn:r-=i<;_ ; 

l(>/2-f0,5)a~l,914a 
Den Wert ** ^ ^ die Astroide kann man auch sofort angeben, wenn man 

sich auf die Erzeugung der Kurve als Envoloppe der Strecke a zwischen 
den Koordinatenaxen beruft. 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herm H. Wieleitner (Speyer) 
eingelaufen. Red. 

Zu 169 (Bd. XI, S. 131) (J. Krug). — Es ist ein beüebiger Kegel- 
schnitt mit dem Halbparameter p und der numerischen Exzentrizität f ge- 
geben. Für den Scheitel S ist der Oskulationskreis konstruiert, dessen 
Radios pj dessen Mittelpunkt ist, und der von der Hauptachse des 
Kegelschnittes zum zweiten Male in C getroffen wird. Von dem beliebigen 
Kegelschnittspunkte Q aus sind diejenigen beiden Kegelschnittssehnen QP 
und QR gezeichnet, die zugleich Tangenten des Kreises sind und diesen 
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in A uod E berähren. Zu beweisen ist, daß zvdscben den Tangente 
ahsobnitten QA^QB = Iq, PA = tp, RB = t„ die Gleicbung 

(= 'o t» P 
besteht. P Q R r 

Man nebme als Anfangspuokt und OV als positive x-Ächse eines 

rechtwinkligen Koordinatensystems. Dann ist die Gleichung des Kegelscbnitts 

(I) (i_,!)^s_2,j^^ + y3_(i +ji)y_ü. 

Es werde zunächst vorausgesetzt, daä A und B auf verschiedenen Seiten 
der :£ -Achse liegen, und man setze -^ COA = ip. ^ COB ^ tli. D&iui 
ist die Gleiohung der Tangente QF 
(H) xtos^ + ,jsin^-j. = 

und die der Tangente QB 

(HI) X cos i/f — y sin ij) — ;j = 0. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes A mit x^, y^ und die Koor- 
dinaten der andern Punkte entsprechend, so ist 

x^ = }> cos <p, y^ = j) sin 9;; 

X,, -^Cosi)i, jj = — jisinifr. 
Ferner erhalt man durch Verbindung der Gleichungen (U) und (HI) mit 1 1) 
)g » + tsiii y sin^ — i(l + cM9!)_ 






Durch Gleicbsetzung der beiden ftlr x gefundenen 

zwischen den GrÖBen e, 7, 1^ bestehende Beziehung 

cos 9> ~f~ ^ B''> 7 cos V -|- ' sin ^ 



l-|-*Biny ■ 

Tft— t (l +CO»»? _ ■ 

Hl +t(l + 008^1) 
1 + MinV "■ 

Werte ergibt sieb die 



woraus man findet 



coB-(v + ^) + eOB.^.(9,-^) 
2t = lg .-,?>+ Ig ., V. 



oder 

(IVJ 

Man erhalt weiter 

Hl + cwn>) 



(V) 



= lih 



.y{x,~,,)' + (,g,-g,)' -, 



- «B - VC', -«.)' + (j, - ».)' ■ 



1 + 

(1 + CO.») 
(1+COl» ) 
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Hieraus folgt 

also mit Bückgicht auf (lY) 

1 A -L Jl *• 

h T^^ tj,"^ P' 
iir. z. D. w. 

Liegen die Pnnkte Ä und B auf derselben Seite der Abszissenachse, so 
ist einer der Winkel g> und tf; als negativ anzusehen; im übrigen bleiben 
die vorstehenden Entwickeluneen ungeändert 

Aus den Gleichungen (V) ist ersichtlich, daß die Tangentenabschnitte 
t^ und tj^ niemals unendlich oder negativ werden können. Dasselbe gilt 

auch für t^, wenn € < 1, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist. Ist £ = 1, 

d. h. der Kegelschnitt eine Parabel, so wird t^ unendlich in dem einen Falle 

fp =s iff mm 20^'^ AOB ist dann eine Gerade, die zur Achse senkrecht ist, 

und es ist ^p'^ ^ji^ -qP' ^^ «>1> d. h. wenn der Kegelschnitt eine 

Hyperbel ist, wird t^ unendlich in den beiden Fällen sin 9 » sin tf; = — . 

Dann sind (p und tf; Supplementwinkel, und AOB iat eine Gerade, die zu 

einer der beiden Asymptoten senkrecht ist. Wenn sin 9 >• — ist, so ist 

auch sinif; > — und g> + t(; > 180^; dann liegt Punkt Q auf dem andern 

Hyperbelast, und t^ wird negativ. 

Prenzlau. W. Steoemann. 

Zusatz des Aufgabestellers: Nimmt man am Kegelschnitt mehrere 
Punkte Qo, ft, «„ ««,... so an, daß die Sehnen Q^Q^, Q^Q^, Q^Q^, . . . 
den Oskulationskreis berühren, und ist allgemein t^ die Länge des Tan- 
gentenabschnittes von Q^ bis zum Berührungspunkt am Kreise, so ist also: 

und durch Subtraktion « « « « 

^0 ^ *i ^ 
allgemein gilt für alle ganzen n > 2 : 

Aussig, 2. Dezember 1906. stud. math. J. Kbug. 



Zu 171 (Bd. XI, S. 131) (H. Wieleitner). — Ein Roiationskegd und 
eine gefcöhfdiche Schrauben fläche, deren Achse mit der Kegelachse eusammen- 
fälUj schneiden einander in einer gewissen Baumhurve; es soll bestimmt werden, 
welche Gestalt die Kurve bei Abwickelung des Kegels in eine Ebene annimmt. 

ArchiT der Mathematik und Physik, m. Beihe. XU 18 
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Erste Lösung, - — Die Kegelgleichuug in Zylinderkoordinatea I»ut«t?™ 
r — ctga. wo a der halbe ÖffüimgBwinkel des Kegels ist, die Schrauben- 
fläi'he hat die Gleichung: z ^ a<p. Beide Gleichungen zusammen geben die 
Schnittkurve. Die Elimination von .- gibt die Projektion auf eine »uj 
i-Achse senkrechte Ebene; r = atga ■ (p, also eine Archimedische Spirale. 
Um die Abwickelung zu erhalten, sei P ein Punkt der Kurve, dann ist, 
wenn die Spitze des Kegeb bedeutet: 

femer ist: AP — rip, wenn AP der Bogen des Parallelkreises durch P im _ 
Winkelraum tp ist. Für die Abwickelung nimmt man als Anfangspunkt^^ 
OA als Achse eines Polarkoordinatensystems p, 9\ dann ist: 

Q Q ^' " Bin« am« coa o 

Die Elimination von (p ergibt endlich als Gleichung !;wischen q und &: 



i 



% 



die Abwickelung ist also ebenfaJls eine Archimedische Spirale. 

Das Resultat zeigt eine bemerkenswerte Übereinstimmung mit dem I 
der zylindrokonischen Melix, die man als Schnitt mit einem Zjlinder erhlF^ 
dessen Basis eine logarithmische Spirale ist und deren Abwickelung wieder - 
«ine logarithmische Spirale ist. (E. Pascal, Repertorium der höber«D 
Mathematik, Bd. 11, Leipzig 1903, S. ä53. — AusfQhrL Literaturangmbi 
bei G. Scheffers, Enz. math. Wiss. Bd. III 3, S. 251/2). 

Schorndorf (Württemberg). C. HoFFMJura. ' 

Eine ähnliche Lösung hat Herr W. Stegemann (Prenzlau) geliefert. 

Red. 

Zweite Lösung. — Take the Z-axis for the common axis of cone and 
helicoidal surface; let the Vertex of the cone be at the origin, and the half 
angle at the vertei be a. Then, using the cyÜndricat (semi-polar) coonlinates 
f and 8 aa parameters, the cone is given by 

x = $co&6, y^psinö, r = ecotß 
and the helicoidal surface by 

x = pcosö, y = psinO, f = xÖ. 
Where these surfaces intersect 

(1) KÖ = ecot«, 

whicfa defines a spiral of Archimedes in the X^-plane. 

Now introduce as parameters the radius-vector r^-^cosecn, aod thi; 

angle 91, swept out 00 the slant-surface of the cone by the radius vector, 

and reckoned from the element along which the cone is to be slit. 

dtp — aiuudd or <p^C + 6sina. 

The slant-surface may be conceived as cousiating of a sectot of u 
angle wrapped around itself 



J 



Vermiscbte Mitteilon^n. 



Substituting ip t 



■ for $ and p i 



(1) ^ 



which is again 



' Spiral of Archimedes when the cone is spread out. If we consider the 
cone as coDsistiDg of merelj a Single sbeet not wi-apped around it^elf, we 
sball have, od spreadiag it out, a sector of aagle 2n sin « crossed by a set 
of spirals of Archimedes with poles at tiie centre, aud cut by any radius- 
Tector in pointä, eavb of which is aeparated trom ita neighbour by a distance 
-— — . The radius-vector of any curve at the initial radius of the sector is 
M^Tia] to the radius vector of the corve imniediately withio at the ter- 
mixial radius of the sector. 

Washington. W. D. Lahbeht. 



P2. Ajifragen und Antworten. 
Zu J9 (Bd. Vm, S. 2*68; Bd. IX, S. 08) (0. Gutache). — Collignon 
l>*t 1891 folgenden Satz bewiesen: Wenn man über den Seiten eines Vier- 
^ks, dessen Diagonalen gleich lang sind aud uuf einander senlcrecbt stehen, 
na^zh außen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten die Ecken eines 
* ierecks derselben Art; die Ecken beider Vierecke haben denselben Schwer- 
punkt- 

Ich habe durch einfache elementar-geometrische Betraehtupgen gefunden, 
daß auch die Flächen beider Vierecke denselben Schwerpunkt haben. Ist 
«lese Erweiterung des CoHignonsuhen Safcses und ein rein g^eometrischer, 
'on Rechnung freier Beweis dai'Qr schon bekannt? — 

Etwas Literatur und einige Beweisführungen von besonderem tliarakter 
"'•'ffen wohl hier am Orte sein. 

1. Die ersten Kenntnisse über Zusammensetzung von Rräften finden 
oft Anwendung in der neueren Geometrie und liefern gleichsam anachaaliche 
^weise. Ich stelle hier mehrere S&tM znaammen, welche häufig gebraucht 
«srdon, 

a) Größe und Richtung der Schlußlinie eines Linienzuges 
sind unabhängig von der Reihenfolge der Komponenten. 

b) Sind zwei in derselben Ebene gelegene Linienzfige so be- 
schaffen, daß ihre Komponenten zu je zweien gleich und zu 
einander senkrecht sind, so sind auch ihre Schlußlinien gleich 
unä zueinander senkrecht. 

Es versteht sich von selbst, daß die rechten Winkel zwischen ent- 
äprecbenden Komponenten gleichen Sinnes sein mfissen. 

Voriger Satz kann verallgemeinert werden, indem man ein konstantes 
VerHltnis und einen konstanten Winkel zwischen zwei entsprechenden Kom- 
ponenten voraussetzt. 

c) Die bekannte Konstruktion des Schwerpunktes') gibt unmittelbar 
folganden Satz: 



1) Zur gröBeren Einfachheit spreche ich nur vom Schwerpunkte « 

gleicher Gewichte, obscboa man die Sätze c) und d) auch auf ungleiche Qewichte 
■uriehnan kann. 
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Ist S der Schwerpunkt der Punkte Ä^, J^, . 
man den Punkt A^ nach £ , so erleidet S t 



lud verschieb 

der Gerade 

eiche gleich — "— "^ igt. 

1 Satzes idhrt /um folgenden Theoren 

le von n Punkten U,^ ■ ■ ■ •^, 



I S de! 
ponenten äquipollent') sin 

AJ, {B^Bj . . . B J haben eine 

ie Verbindungsgeraden A^B 

Seiten eines geschlossene 



A^B^ parallele Tergchiel 

d) Wiederholte Anwendung diesei 
Vorgelegt sind zwei Systen 

(B,£, . . . Bj. Dann geht man i 
zum Schwerpunkte S' des andei 
■ugea SCi(\ ... C,_,S', dessen f 
zn ^ A^B,, - A,B,, . . ., ^ 4,B,. 

e) Zwei Punktsysteme (A^A^ 

A^Ej, . . . A^B^ äquipollent zu 
Linieuzuges sind. 

Die Umkehrung lautet; Wenn zwei Punktsysteme (AiA^ . . . A^ 
IB^Bi . . . B„) denselben Schwerpunkt haben, so sind die Strecken AjB 
A^Bf, ■ . . A^B^ äquipollent zu den Komponenten eines geschlossenen Liniei 

f) Teilt mau die Seiten A^AJ, A^A^, . . ., A^_iA^, A^A^ ein« 
Vielecks nach demselben VerhRltaisse, so fällt der Schwerpunl 
der Teilpunkte mit dem Schwerpunkt der Ecken zusammen. 

Diesen Satz, für das Dreieck, findet man schon in den Coli. math. vc 
Pappus. 

g) Errichtet man über den Seiten eines ebenen Vieleck 
A^A^ ... A^ ähnliehe und gleichwendige Dreiecke AjA^B,, A^AgB 
. . . .<1,_, J,fl„_„ A^A^B^, so haben die Spitzen fl,, B„ . . . £_ den 
gelben Schwerpunkt wie die Ecken des ursprünglichen Vieleck 

Die Sätze f| und g| folgen unmittelbar aus e). Sie sind zuerst vo 
Laisant') mit Hilfe der Aquipollenzenlehre aufgestellt worden. Ich hal 
sie auch ausgesprochen in der Noiwelle Correspondancr. mathvmaUqw, Bd. \ 
(1880), S. 474, ohne Laisants Untersuchungen zu kennen. 

2, über den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC mit den Seitei 
mitten M^, M,,, M^ errichtet man nach außen die Quadrate BCC^B^, CAA^C 
ABB^A^ mit den Mittelpunkten 7„ 7„ I^. Diese Figur ist eine A. 
interessantesten der Dreieckslenre. 

Nach dem Satze g) haben die Dreiecke A^B^C^. A^B^<\, ^a^t^e ^^' 
selben Schwerpunkt wie ABC. 

Die Komponenten der beiden Linienzüge AMf,M^I^, I^M^M^I^ sii 
lu je zwei gleich und zueinander senkrecht; mithin sind auch die SchloJ 
linien AJ^, I,,Z^ gleich und reehtwinklig. Nennt man Psfudo<iuadrai e 
Viereck, dessen Diagonalen gleich und rechtwinklig sind, so bietet die Fig;i 
^4Tei Pseudoquadrate IJ^AI^, IJ^BI^, IJJ^C.*) 

1) Äquipollent ist synonym mit qleieh, paralltl und ton dtnudben Sinm 
Zwei Oquipollente Strecken haben dieselbe Bedeutung wie zwei gleiche Vektore 

ä) JFMS.Havre, 1877.8.142—164, .4 FJS ist die gebräuchliche Abküraur 
für Affmatiim /rarnaiie pour l'avantxtHenl dee Seieneee. Diese Vereinigung b& 
jedes Jahr eine Zusammenkunft in einer oder anderen Stadt Frankreichs und va 
«ffentlicht ein Jnhrbuch 

3) Diese Eigenschaft findet man (mit vielen anderen) in: AFAS, 1877, I 
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Die Linienzüge ^^^I^M^, M^M^I^ sind auch aus gleichen und zu- 
einander seDkreohten Rompouenten zusammengesetzt; hieraus folgt, d&B die 
5fiteiiinitt«n des Dreiecks ABC die Mittelpunkte der nach innen auf den 
Seiten des Dreiecks 1^1 ^I^ errichteten Quadrate sind. 

Aua diesen Sätzen schlieft man zwei Lösungen der Aufgabe, das 
Dreieck ABC aus dem Dreiecke igl^I^ geometrisch abzuleiten. Eine al- 
gebraische Lösung findet man in der erwähnten Abhandlung des Henn 
Collignon. 

Die \iwwküABC^C^,BCA^Ai, CAB^B, sind ebenfalls Pseudoquadrate. 

3. Betrachten wir jetzt ein beliebiges ebenes Viereck A|AfAgA^. Die 
Mitten der Seiten A^A^, A^A^, A^A^, Jj^j sollen B^, /i„ B^, B^ heißen. 
Über diesen Seiten errichte man nach außen vier Quadrate mit den Zentren 
E*j^, Ef, £j, E^ und nach innen vier Quadrate mit den Zentren /,, /j, /j, 1^. 
I>io niagonalen A^A^, ^UA^ schneiden sieh in J8", und ihre Mitten werden 
mit M, If bezeichnet. 

Wendet man den Satz b) auf die Liaienzüge E^B^MB^E^, Ü^BjJKBjE^ 
«■x» , SD findet man, daß die Mittelpunkte der äußeren Quadrate die Ecken 
euies Pseudoquadrat«E sind.') Gleiches gilt für das Viereck I^^J^I^J^. 

Nach 9atz g) haben die V\xrAAssfi\xme A^A^Ä^A^, E^E^E^E^, I^ItT^It 
denselben Schwerpunkt S. 

4. Das ursprüngliche Viereck sei jetzt ein Pseudoquadrat. Dann ist 
-*^-4j£j.Jj ein Kreisviereck und wegen- -Et-'^i ^ -^i-^ '^'^ ^^ Gerade KE^ 
^ö Halbierende des Winkels A^^KA^. Man sieht sofort, daß die Diagonalen 
■*^I.-EJ, EyE^ des Viereckes E^E^EgEf mit den Halbierenden der Diagonal- 
"^^nkel des Viereckes A^AfA^A^ zusammen fall en. ') 

Nach einem Satze von St oll') liegen der Diagonalen schnitt K des 

Vierecks, der Schwerpunkt 8 der Ecken und der Schwerpunkt Sj der 

**laclie des Vierecks in einer Geraden, und KS ^ SSS^. Da die Funkt« K 

**ö<i S dieselben sind in den beiden Pseudoquadrate n A,A^A^A^. E^E^E^E^, 

**^*l>en aucb die Flächen dieser Vierecke denselben Schwerpunkt (Gutsche). 

Es drängt sich hier die Frage auf, ob dieser Satz auch für andere 

'i^«-Bcke A^A^A^A^ gültig ist. Ich will also untersuchen, wann die Ge- 

^do E^E^ durch den Punkt K geht. Zu diesem Zwecke nenne ich it,, o, 

»,, flj die Winkel KA^A^, KA^A^, KA^A^, KA^A^. Die Abstände der 

P»-D.kte Bj, £ä von den Diagonalen A^A,, -^s-^* haben die Werte: 

Ei-«4jsin(<.,+ 45»), -E,J,sin(a,-l- 45"), £,A3sin((rj+ 45°), £;A^sin(o^+ 45"); 

iL^iigot); Souvttle CorrMpondanee 
Ol»«! S, 143 (J. Neuberg); AFAS. 
(J- Jfenbetg). 

1) Laisant und H. Van Aubal, loc. cit. 
t) Collignon, loc cit, 

5) Hier ein einfacher Beweis des Stollachen Satzes; ist er neu? Ich nenne 
"">■, if,,3f., 3/;, 3Fdie Flächen der Dreiecke KA,A„ KA,A„ KA,At, KA^A, 
"'»'i des ViereckB A,A,A,Ä^. Das Gewicht der Fläche KA^A, kann man er- 
letzcn dnrch drei Gewichte /",, in K, A,, A, angebracht. Fährt man bd fort, so 
*>©koinnit man in A' da» Gewicht F, und in den Ecken A,, A,, A,, A, bezflglich 
4»« Gewichte /.+/■;,/■.+/",./)+/;./; + /.. Ea seien 3I\ N' die zu K «jm- 
'"•biacben Punkte m bezog auf M, N, Da 

ft + f, KAt " M J/ 
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das Verhältnis der beiden ersten muB gleicli dem VerbUltnisse der beiden leUUi 
sein, nnd souut 

iiin_(«^+ i6^ Bin K_+_*^°' 
■in (a, + 46') ~ lin {a, + i6""i 
Hieraus folgert man 

»ii.K+46'? + "n(«. + 4 6') _ iin(«, + 46 ') + Bin(g,-t-« ') 
«n(u, +*&")- ««(«. + «•) sin K + *6«) - rin (a. + 46») 

oder einfacher 

lang tfa . 4-«. + 9Q') ^ tan g4(a. +« . + 90°) _ 
tang i («, - ü,} tftng i (o, — K,) 

Beachtet man, daß ci| + rij = q, + «^ nnd behalt nur die annehmbanm 
Lösungen zurück, sc kann man setzen 

'g j K + «»-(- ö''") = oc , oder o, — a, = D3 — a,. 
Die erste LSsuag gibt ein orthodiagonales Viereck, wie auch sofort aus dem 
obigen Beweise einleuchtet, da die Längen der Diagonalen Ä^^Ä^, A^A^ 
keine Rolle spielten. Die zweite Lösung, verbunden mit b, -(- n, = Oj + tr^ 
fahrt zu t(, = !(„ 0^ = 114: die Seiten ^,-^3, Ä^A^ müssen parallel sein, 
welche Bedingung man direkt bestätigen kann. 

Hiemach ist der Satz des Herrn Gutsche wahr für jedes Viereck 
mit rechtwinkligen Diagonalen und für Jedes PartiUelogramm. 

5, Ist Ä^Ä^Ä^A^ ein Pseudo(|uadrat, so fallen die Punkte /,, 7, in 
die Mitte der Strecke £, £4, und die Punkt« I^,I^ in die Mitte der Strecke E^E^. ') 

Erstens sind die Strecken I^h^^ S\Btn ^ah gleich Jen Komponenten 
des Linienzuges MB^B^M und senkrecht zu diesen; somit fällt /j auf /,. 
Dann stehen in den Dreiecken J-^A^E^, A^A^Ä^ die Seiten I^A^ und AiA^, 
Aj2) und A.Ag in demselben Verhältnisse 1 -.Ys und bilden unterein&uder 
denselben Winkel 45°; folglich ist /,£, gleich ' ' ■ '-' und bildet mit AyA^ 
den Winkel if,". Derselbe Schluß gilt auch für I^E^. 

Ändere Lehrsätze iimi Aufgaben findet man in Mathesis; ich erwähne 
nur noch hier das folgende hübsche Theorem von H. Van Aubel (1894, 
S. 176 und 1896, Ö. 94). 

Errichtet man über den Seiten eines P8eudoquadrates.d,J^,.ij 
vier ahnliche gleichwendige Dreiecke .4,^6',, A^AgC\, A^A^(:\, 
AiAiCt, so sind die Spitzen (?„ C„ Cg, C\ die Ecken eines zweiten 
Pseudoquadrates. 

Der Guischesche Satz ist noch wahr, wenn die Äufsatzdreiecke 
AyA^Ej, . . . ahnlich und rechtwinklig an der Spitze sind, welches auch 
das Verhältnis der Katheten sei. 

Lüttich, Mai 1906. J. Neubkuu. 

können die Gewichte in A^ nnd Ä^ durch das Gewicht F in M' ersetzt «enlen. 
In ähnlicher Weise erhUlt man anstatt (terJOewichte in Ä, nnd A, das Gewicht J^ 
in N\ Schließlich ist der Schwerpunkt iS, der Fläche des Viereckes auch der 
Schwerpunkt von gleichen Masaen, in A' M\ N' angebracht. 
1) AFAS, ßesan^oD. 1803. S. SI (Neoherg). 
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Zu SO (Bd. XI, S. 278) (0. Gutsche). — Die Fonnel tgö«tg^^tg«| 

hdet sich an mehreren Stellen, z. B. in J. H. van S winden, Elemente 
der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi, Jena 1834, S. 337, Nr. 824 
Diidin Lieber-v. Lühmann, Trigon. Aufgaben, .3. Aufl., Berlin 1889, S. 81. 

Charlottenburg. P. Zühlke. 



3. Kleinere Notizen. 

Über einige zahlentheoretisehe Funktionen. 

1. Es bezeichne CQ(m) die Anzahl der Teiler von m: 






6(tn) die Teilersumme selbst: 

t(iw) die Summe der echten Teiler: 

(3) T(m) = <y(m) — m , 

c^ifn) die Summe der Ä- Potenzen der Teiler: 

(4) j/7^j_/7?i 



Es bedeute femer a '^ 6, daß a höchstens von der Größenordnung von b 
unendlich wird. 

2. Es ist „ ^, 

also: 

r = 1 

Andrerseits ist offenbar: 

a(m) ^ rr^t + 1 



^n 



v = 1 



Es sei nun 2 ^Pi Kp^ < - - - Kp^i so ist: -^^ <- — r, weil 

Pv Pv + l ^ 

1>, + 1 — i>y ^ 1 ; folglich ist: 



n 



(^) r>n Ä 



v = 2 



wenn man gleichzeitig ♦» ins Uoendliche wachsen läßt und das Produkt aber 
alle Piimzahlen erstreckt. 
Da femer 
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der Eulerschen Eonstanten, ist, mit andern Worten, da die AormoMiScAe 
ReAe logarithmisch unendlich wird, 90 ist —^ für gewisse unendlich viele 
Werte von m beliebig großer Werte fähig, aber: 



II log m ^ 



1<„^X^<G. 



WO ff eine von m unabhängige endliche Zahl ist. Ein Gfrenswert existiert:* — :mi ■- 
nattbrlich nicht, da fOr hinreichend groBe Primzahlen (deren es ja nacfa^J'^!^:: 

Enklides nuendlioh viele gibt) sich von 1 beliebig wenig unter — -^^m 

scheidet. Da lim - - '- = 0, so folgt aus der Ungleichung (3) der Grmeictri^ ^ime— 

(4) '""" lim"-,^ = 0. 

Ebenso ist lim ^—^- =0. Da aber für die in unendlicher Anzahl vor— — ' ' 

handenen flberschieBenden Zahlen i(m) > m, also: — j- > — , d. h. grfiBcK; "* 

als das Glied der harmonischen Reibe ist, so ist ^^ -— i- divergent, 

a fortiori ^ "-''"-i ■ Dagegen konvergiert ^ "-^ für S => 3, 4 usw. 

3. Es werde gesetzt: t[T(m)l = t<')(m), r[i("(m)] = i^'W nsw. 
Ist x{m) = m, so heißt bekanntlich m eine vollkommene Zahl; ist i(*'(»t) =»n, 
so heifien »1 und t(m) befreundete Zahlen. Man kann nun &8gen: 

1) Gibt es Zahlen für die i'>'>(m) — w», falls (« ^ 3? Solche Zahlen- 
systeme: m, t(m), . . .T'J'-''>(m) könnte man etwa als beöreundete Zahlen 
höherer Ordnung bezeichnen. 

2) Führt die Wiederholung der Operation i stets nach einer endlichen 
Zahl n von Schritten auf prime, vollkommene oder befreundete Zahlen? 
Oder: gibt es eine, nicht von ^, vielleicht aber von w> abhangige Zahl G' 
von der Beschaffenheit, daß lim r<^'(m) < G' ? 

3) Wächst die Zahl n mit wachsendem m auch ins Unendliche? 

4) Wachst G' mit »t ins Unendliche? Dies ist sicher der Fall, wenn 
es beliebig große, d. h. wenn es unendlich viele vollkommene oder befreundete 
Zahlen gibt. 
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5) Die kleinste Zahl Cr unter allen (ganzzahligen) G\ die der erwähnten 
XIngleichimg genügen, kann als zahlentheoretische Funktion G(fn) von m auf- 
gefaßt werden. Im allgemeinen ist, wenigstens fttr w<200, ©=«0, während 
& eine Tollkonunene Zahl G dieser gleich, fOr befreundete Zahlen 7r gleich 
<^er größeren ist. 

6. Es sei Tt" + ^>(in) > T^\m) ^r (i£N, Dabei ist unter x^^\m) die 
Zahl tn selbst zu verstehen. Auch N kann als zahlentheoretische Funktion 
von tn aufgefaßt werden. Wächst N mit m ins Unendliche? Nein. Aber 

m&n kann fragen, ob N beliebig großer Werte fähig ist. Es könnte auch 
Pallien in von der Beschaffenheit geben, daß t^ + *)(w) > T^)(»i) füi* jedes 
BTi^lxche n wäre; dann wäre N(fn) = c», folglich auch 5(»i) = cx). 

7. Welches ist überhaupt der Zusammenhang zwischen N und G? 

4. Es ist log log m < log m und: 

m = OD ^ ' 

Bei Anwendung der Bezeichnungen von Nr. 1 ist nach Nr. 2: 
(^X ) ''^(w*) '^ m log tw , 

also ifl^m) '^ t(w log w) '^ m log m log (m log m), x^^\m) f^ m log* m, und 
allgemein: 

C2) T(>')(m) ~ m log^ m, 

daher: 



(3) lim^*^ = 

ms» 



^ ein beliebiges endliches, aber festes (a. Hieraus folgt auch die Eon- 
wgenz von ^!_4^. 

msl 

&• Es ist in üblicher Bezeichnung fttr komplexe 5 = 91(5) -f- »8l(— j : 



t(s)-2' 



QC 






die Kiemannsche Zetafunktion, wenn 91(5) >1. In dieser Halbebene 
^ tC^) eindeutig und: 

m-l 

Nach Nr. 2 ist <F(in) ~ m log w, folglich: 

ci) 5"^^ ~ ?' (^ - 1) 

m = l 

ftr «> 1. Aus Nr. 4 folgt femer: 
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6. Nach Nr. 1 ist: 

also: 

^ hl Pr - ^ 



Da nun das Produkt über alle Primzahlen: 



n/-, - 2_i - m 



ip) P - a^i 

_ , ff, (m) 

für Ä; > 1 konvergiert, so ist der Quotient -^ fOr Ä ^ 2 nicht beliebig 

tn 

großer Werte fähig, sondern: 

(2) o<-^<a* 

m 
oder: 

(3) <^ifc(*w) '^ m*. 

Das ist ein Unterschied gegenüber dem Falle Ä; = 1, 6^ = 6. 

7. Zusammenfassung. — ÖQ(m)'^\ogm, ß(fn) f^ x(m) <^ mlog m^ 
ffC'^m) ~ z^\m) ~ m log^ m, <y;t(m) ~ »i*(ä ^ 2). 



^'ir-n^-i). 5>2, 



w = l 



^'^~S(,-i), .>8, 



Wl = l 

OB 



> *. ~?(5-Ä-l), 5>Ä+1. 

Potsdam, den 15. Juni 1903. Otto Meissner. 



Zur Konstruktion der Tier Normalen eines Kegelselinittes in einem 

Punkte seiner Ebene. 

Wenn man die Gleichung der Fußpunktkurve eines Kegelschnittes ftb- 
irgend einen Punkt der Ebene mit der Gleichung des Kegelschnittes kom- 
biniert, so erhält man als Ort der vier Berührungspunkte die Gleichung 
eines zweiten Kegelschnittes 

In ihr bedeuten m^ und m^ die Neigungsverhältnisse der Fahrstrahlen 
im Mittelpunkte und in dem Punkte P; q^ ist der Ejrümmungshalbmesser 
im Endpunkte der Halbachse OA » a. Auf jedem Durchmesser OX des 



Veimiflclite Mitteilungen. 



203 






ersten Kegelschnittes ist demzufolge jeder Punkt des zweiten Kegelschnittes 
deirjenige Punkt X, weltier in dem Normalstrahle PX. der konjugierten 
Richtung liegt. Man hat also den Satz: 

Die Fußpunkle der vier Normalen einen Kegelschnittes in dnem Pimkle P 
J^rr Ebene sittä die Sckmttpimhte einer i/leidisritigen Hyperbel; diese Hyperbel 
ist der Ort desjitngen Punktes X, in welchem jeder Durchmesser OX von 
ti^s^H Xonnalatrtxhle PX der konjugierten Richtung geschnitten ttird. 

Der Ort für einen solchen Punkt IflBt sieb aber auch unabhängig von 

d^x" Fußpunktkurve aus dem Kegelschnitte selbst, A. h, aus dem Polar- 

e;y Sterne, dessen Kern derselbe ist, sehr K<ioht sjnthetisch finden. Den 

7^£icfaweis hat Schröter in einer Fußnote zu § 45 seiner „Theorie 

A^T Kegelschnitte" (Leipzig 1867) geführt, doch allgemein nur ftlr EUipse 

ca.3ad Hj^erbel, so daß im Falle der Parabel die Konstruktion versagt und 

i:».Kxige ändert werden muü; auch sind, dem Zwecke dieser Note entsprechend 

d3.e Möglichkeiten, welche sich aus den verschiedenen Lagen des Punktes P 

xrKKBi Kegelschnitt und zu seiner Evolute ergeben, nicht in Betracht gezogen. 

Is^s liegt in der Natur der Sache, daB nur mit Hilfe der unendlich fernen 

O eraden das Normalen problem erschöpfend behandelt werden kann; denn 

sie ftCein ist es, welche von sämtlichen Strahlen der Ebene und ihren 

^orxnal strahlen involutonsch geschnitten wird, die also die einem Strahle 

nürtxiale Hichtung als konjugierte Richtung enthält. In diesem Sinne will 

icli jetzt die Sjnthesis der Aufgabe verallgemeinem und eine Determination 

derselben geben, welche dadurch an Interesse gewinnt, daß sie zu einer 

mn lineareib Konstruktion des KrUmmuugsmittelpunktes für jeden Funkt 

des Kegelschnittes führt.*) 

Die Strahlen OX und PX beschreiben projektive Strahlenbüschel; 
denn die dem Strahle OX konjugierte Richtung ist ihrem Normalstrahle PX 
konjugiert in dem unendlich femen Schnitte samtlicher Nor mal strahl en- 
Evolutionen. Die konjugierten Richtungen, die diese Involution und die 
dezn Kegelschnitte zugehörige Involution auf der unendhch fernen Geraden 
gemein haben, sind die Richtungen der Achsen des Kegelschnittes ^ diesen 
Lagen des Strahles OX sind also die entsprechenden Lagen des Strahles PX 
parallel. In der Lage rtZ = OP wird PX = PP, und durch PX ^ PO 
wird OX = 00. Der Ort des Schnittpunktes 

(OX, PA'} = i 

ist also eine gleichseitige Hyperbel, welche die Punkte O und P enthält, 
'*^^ deren Asymptoten den Achsen des Kegelschnittes parallel sind. Sie 
»st es, die den Kegelschnitt viermal in einem Punkte 

[OX^^PX^)^ A't 

Wtineidet, ihm also diejenigen vier Punkte X,. gibt, deren Strahlen PX,. 
Sonöaigtrtijlpj, des Kegelschnittes sind. 



li Die Sblicbe Konstruktion dee Krilmmungsbalbi 
tÖ^ta Länge ist keineswegs rein linear; denn 
ffuiVeU oder des Zirkels. Auch die " " 



durch Darstellung 
bedarf entweder des teehten 
einerüche Parabel gestiltite 
^ODilruktion des Kiiimmungsniitt^lpuuktea ivgl. Schröter a. a. 0. % .IT) nimmt 
«in drehbares Achsenkreuz, mithin atillachweigend einen Kreis zubili'e. 
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Als Nomiulen des Kegelschnittes sind die Tier Stralilen PX^ . 
Tangenten seiner Evolute im Punkte P; von ihnen sind alle vier odJ 
zwei reell, je nachdem P innerhalb oder außerhalh der Evolute, d. h. 
einem Felde liegt, welches von allen oder nicht von allen Normalen hM 
strichen wird. Im Greuztalle, wenn P ein Punkt der Evolute, d, h. eti 
Krümm unggmittelpunkt des Kegelschnittes ist, fallen jedesmal zwei von ds 
Strahlen PX^ zusammen. Der <'>rt des Punktes X berührt also in dieseri 
Falle den Kegelschnitt und kann, wenn dieser Punkt und seine Tangen'. 
gegehen sind, zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes benutzt werde« 
Man braucht zu diesem Zwecke nur die Tangente in .Y dem Durchmesser 
und den Achsen in die Parallelstrahlen in X entsprechend zu setz« 
und nun zu diesen drei Paaren entsprechender Strahlen den der Normale ^ 
entsprechenden Durchmesser OP, d. h. in zwei entsprechenden Schnitte 
den dem Schnittpunkte der Normale entsprechenden Punkt zu suchen, dan 
ist der Schnittpunkt ^^^ ^^^ _ ^ I 

der Krämraungsmittejpunkt des Punktes X. Ist P ein Riickkehrpunkt ^ 
Evolute, d. h. der Krümm ungamittelpunkt eine:i Scheitels, so fallen drc 
von den vier Punkten X^ in diesen Scheitel; der vierte FuBpuakt ist de 
andere Scheitel auf OP. Der t.Vt für X zerfilllt also in diesem Falle i 
die Achse OP und die Tangente des betreffenden Scheitels. Aus diese 
beiden Richtungen und den Punkten und Ä allein kann aber offenbar 
nicht gefunden werden; zu seiner Konstruktion ist eine fünfte Lage di 
Punktes X, mithin die Drehung eines Rechten erforderlich. 

Ein anderer Punkt der eicen oder anderen Achse hat zwei von seinen 1 
xwar auch auf dieser Achse, doch außerdem noch zwei reelle oder imaginäi 
Lagen des Punktes X auf dem Kegelschnitte, welche, weil jetzt der andei 
Teil des Ortes zwar auch eine Normale, aber keine Scheitelnormale von 
ist, zu den Achsen symmetrisch liegen. Aus den vier Punkt«n X^ werde 
die vier Scheitel, wenn P in beiden Achsen liegt, d. h. mit zusammei 
fKUt; der Ort für X zerfällt alsdann in beide Achsen, weil jede eine Lag 
von OX und PX ist. Ist P ein Punkt des Kegelschnittes, so ist eine de 
reellen Normalen gleich Null, weil einer der Punkte A\ dann mit P zn 
sammenfBllt. Ist aber P ein Punkt in der unendlich fernen Geraden, d. b 
nur eine Richtung, so ist der Ort sämtlicher Richtungen und der de 
Normalrichtung der gegebenen Richtung konjugierte Durchmesser der O^ 
för A'. Von den unendlich fernen Loten abgesehen, gibt es also in je4j 
Richtung nur zwei Lote des Kegelschnittes; das sind die beiden Lot« | 
den Endpunkt«n eines Durchmessers auf den Tangenten. Die Parabel I 
in der unendlich fernen Geraden; bei ihr ist also jedesmal PO eine Nom 
Beim Kreise bleibt PA stets parallel OX, der Ort für X zerfällt aUo I 
ihm, auch wenn P nicht in der unendlich fernen Geraden liegt, in i" 
Gerade und OP. Im Mittelpunkte wird 0P= 00; in diesem Punkt» 4 
Kreises ist daher jedes OX ein PX, d. h. jeder Strahl ein NomuÜstaHJ 

Holzmindeo, 3. Dezember 1903. 



in jeiU 
LotflJ 
dfaifl 

ronafl 

aUoV 



Ggobo Kobeb. ■ 



Vermischte Mitteilungen. 205 

Albert Girard nnd die l^arin^ehe Formel. 

Die Auflösung der New ton sehen Formel zwischen den Koeffizienten 
einer algebraischen Gleichung Ä^^A^Ä^ . . . und den Potenzsummen ihrer 
Wurzeln s^s^s^ . . ., nämlich 

mittels der Gleichung 

^^obei aßyd . . . sämtliche ganzzahligen nicht -negativen Auflösungen der 
öleichung 

a + 2ß + Sy + 4:() -\ = k 

d und für jede Auflösungsgruppe 

^^s©tizt ist, wurde solange immer auf Waring zurückgeführt, bis in einem 
des Herrn Yahlen in der „Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
m" (l. Bd. S. 451) Albert Girard durch die Bezeichnung der Gl. (2) 
^*s ^, Girard scher Formel" zum Erfinder derselben erklärt wurde. Das kann 
^*^«ir* nicht zugegeben werden. Waring schreibt in der Vorrede zu seinen 
^Mleditationes algebraicae 3. Auflage Cambridge 1782 auf S. VIII: „Albert 
Girard fand die Summe der Quadrate, Kuben, Biquadrate der Wurzeln einer 
öleichnng [aus den Koeffizienten], die [allgemeine] Regel gab Newton*) . . ., 
^i* entwickelte aus den gefundenen Summen aller niedrigeren Potenzen der 
^^iirzeln einer Gleichung die Sunmie der nächst höheren Potenzen. In der 
ersten Auflage dieses Werkes*) wird das Gesetz der Reihe [d. h. des Aus- 
drucks] angegeben, welche die genannte Summe durch die Koeffizienten 
der Gleichung darstellt". Das hier von Waring Gesagte entspricht genau 
den Tatsachen. Die Summe der 1., 2., 3. und 4. Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung 

stellt A. Girard') in folgender Art durch die Koeffizienten dar: 

f^\ 1^1 "^ ^1» *2 '^ ^ 2(7j, ^8 "^ ^ SCiCj + 3C/J, 

\s^^C{- 4C?Cg + AC^C^ + 2C| - 4C4. 

Aber weder gibt er die Art ihrer Ableitung an, noch spricht er ein Wort 
"Oer ^e Darstellung höherer Potenzsummen, noch legt er überhaupt Gewicht 
*^ ^eselben; im Gegenteil — diese Formeln (3) stellt er fast als ab- 
^***^ckendes Beispiel fftr den Mangel an Einfachheit auf Girard betont 



1) Arithm. univers. 1707 S. 261. 

2) 1762, wie S. XI der Vorrede zur 3. Auflage angegeben wird. 

^j t* ^) -^wvcntidn nouvdl een Valgebrey Amsterdam 162*.», neu herausgeg. von Eieren b 
^aan, Leyden 1884. Obige Gleichungen Seite F2. 



.nftmlioli in ganz besonderer Wei 
„alternierend" d. h. in der Form 

x" + C.xf-^ + C.xT-* -f 
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die Gleich heit der KoefBziestoii 



■ = C.x 



' + C,s"- 



geordneteu Gleichung mit den Kombinationen 1., 2., 3., . . . Klasse der Wu 
der Gleichung, welche er als 1., '2., 3., . . . Faktios bezeichnet, und sagt vo 
Aufstellung der Formeln (3): „Es könnte jemandem scheinen, daB 
Faktionen [d. h. hier die Koettizienten der Gleichung] noch anders ausdei 
wären als oben, als ob anstatt zu sagen: Sumroe, Summe der Produkt 
aweien, Summe der Produkte zu dreien etc., man einfacher sagen kö' 
Summe, Summe der Quadrate, Summe der Kuben, etc., es verhält sich 
nicht 80, denn wenn mehrere Lösungen vorhanden sind, so wird ihre Su 
den 1. Koeffizienten geben, die Summe der Produkte zu zweien den 2., 
wie es schon genügend auseinander gesetzt ist; aber etwas derartiges f 
bei den Potenzen, wie mau einwerfen [erwarten? „objecter"] kö 
nicht statt 

Exempel." 

Sun folgen die Formeln (3), sodann ein Beispiel und darauf; „vre 
die Gleichung auch sei, auch mit negativen Wurzeln, dies wird immer 
ergeben, wodurch man erkennt, daß diese Potenzen (Quadrate, Kuben 
nicht die Koeflizienten macheu, sondern im Gegenteil die Koeffizi' 
macheu sie: weit entfernt von der Einfachheit der Faktiouen." 

Weiter enthalt Girards Buch kein Wort über die Formel (3), wftl 
Waring die Gl. (2) vollständig beweist (a. a. 0. S. 1 ff). Daher st 
es nur billig, dieselbe auch weiterhin als Waringache Formel h 
zeichnen. 

Schhißbnnrrlcuiig: Sei bei dieser Gelegenheit noch ein Wort flbe 
Verhilltnis zwischen Girard und seinem bedeutenden VorgUnger V 
dessen Schriften ersterer sehr wohl kannte, inbezug auf die algebrai 
Gleichungen gestattet. Girard legt auf die Gleichheit der Faktionei 
den Koeffizienten der Gleichung so großes Gewicht, ais ob die Entdei 
derselben von ihm selbst herrührte, das ist aber nicht der Fall, sondei 
stammt, wie schon Waring (S. U der zitierten Vorrede) angibt, unc 
von M. Cantor niisfilhrlicher erörtert vrird (Gesch. d. Math. 2. Aufl. I 
B. 639) von Franz Vieta und findet sich am Schluß seiner Abhan 
De emendatione aet|uationum (1615), und er hSlt sie für so bedeutsam 
er sagt: „Und diese elegante Schlußfolgerung einer sehr schönen Uetrac 
soll dieser in anderer Hinsicht reichlich ausgeführien Abhandlung (tra^ 
alioquin effuso) endlich Ziel und Abschluß (coronida) bringen".') 

Aber Girard geht merklich über Vieta hinaus, indem er es (nat 
ohne Beweis) ausspricht (Seite E4, ff.); Alie ali/rbraischfn Glrichungm hi 
soviel A>ißö:'iinjfn, als ihr Grad beliiigt. ausgi-nommen die uni'oll<'tätn 
diese letztere Einschränkung kann sich aber nur auf die reellen od« 
nur auf die positiven Auflösungen beziehen, welche die älteren Mathem: 
mit Ebschluß von Vieta allein als Auflösungen gelten ließen. Daß 6: 



ach welcher Ausgabe de» V 



Vennischte Mitteilungen, 207 

r bd Hi&EUziehung der negativen und unmöf^licheii Auflösungen von der 
Sii-htigkeit seiner Behaiijituug ohne Einschränkung überzeugt ist, zeigen die 
■Bileren Ausffthrungen und Beispiele; eine Afache Wurzel zählt er fcmal. 
j Dsbei zeigt er aber noch, daß und wie bei Kenntnis einer Wurzel einer 
I Ijleichnng di-r Grad derselben mil Uilfr der Faktione» hm eine Einheit er~ 
I mifdrigt irrrden kann, wobei er unter anderen Gleichungen diese (Seite Fl): 

X* — 41— 3 

mit den Wuraeln: 1, 1,-1 +V— 2,-1 — V — 2 als Beispiel benutzt. 
Diesem Umstände legt er mit Reuht seine volle Bedeutung bei und zeigt, 
nie es ihm hierdurch öfters gelingt, die Auflösungen von Gleichungen durdi 
Hinzongung von Wurzeln zu verroll stand igen, welche Stevin und Vieta 
ausgelassen hatten. 

Königstierg, April 1906. Louis Saalschutz. 
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"Clber die Darstellimg algebraischer Funktionen 
Abelscher Integrale ans gegebenen Elementen. 

Von Hermann Stahl in Tübingen. 

dt Kiemann sind die allgemeinen Sätze über algebraische 
ptU^ktionen und Abelsche Integrale auf mannigfache Weise hergeleitet 
tind V>^grQndet worden. Weniger entwickelt ist die explizite Darstellung 
dieser Punktionen und Integrale. Hier ist eine Lücke, zu deren Aus- 
{üUvuvg das Folgende beitragen möchte. Besonders einfach und natürlich 
erscheint ein Weg, den bereits Chris toffeP) und später Pields*) vor- 
«ttgs^v^eise zum Beweis von Sätzen gewählt haben. Die weitere Ver- 
folgung dieses Weges führt aber auch in vielen Fällen zu einer sehr 
einfaehen Darstellung der Funktionen und Integrale. Es zeigt sich, 
daß zu diesen Bildungen eine einzige Funktion >l(a;; x^) genügt, die 
nur von zwei Punkten abhängt und die auch in komplizierten Fällen 
noch eine einfache Form bewahrt. An dieser Stelle soll kurz und 
mit U bei^ehung einiger Beweise der einfachste Fall behandelt werden, 
in dem die algebraische örundgleichung F(Xy y) = nur Doppelpunkte 
^ die zu bildende Funktion B(Xy y) nur Unstetigkeiten erster 
Ordnmig besitzt. Dieser Fall ist in einer Weise vorbildlich, daß beim 
Auftreten von höheren Singularitäten und von höheren Unstetigkeiten 
der (Gedankengang genau derselbe bleibt und nur die analytischen Aus- 
drücke entsprechend sich ändern. 

Ich knüpfe an eine früher gegebene Übersicht^) über die Theorie 
^ algebraischen Funktionen an. Vorausgesetzt wird, daß die algebraische 
Qnmdgleichung F(Xy y) = eine Kurve vom Grade n imd vom Ge- 
sehleeht p sei, und daß die n Tangenten im Unendlichen alle verschieden 
Beten, oder die n Blätter der Riemannschen Verzweigungsfläche von y 
"0 Unendlichen getrennt verlaufen, was sich durch lineare Transformation 

^) Chriatoffel, Annali di Mat. (2) 10, 81ff. 1880. 

^) ^ields, Acta Math. 26, 167ff. 1901 und Journal für Math. 124, 179ff. 1902. 

^) H. Stahl, Archiv d. Math. u. Phye. (3) 7, 15 ff. 1904. 

'*««*l^ Omx Mathematik und Physik. IlL Reihe. Xn. 14 



ptets erreichen lä&t. Es aeien nur einfache Verzweigungspiinkte noiH 

augulären Stellen nur Doppelpunkte vorhanden, r an der Zahl ^^, 
■ so daß 



(1) 



p^r 



1. Fumlariienlalaufgabe. Snie ton Fields. — Wir behandeln die 
f'itndanienlale Aufgabe, die allgemeinste, zu P(^, yj = t) gehörige. 
algebraische Funktion R{x, y) zu bilden, die in m gegebeneB, regulären 
Punkten oo' wird. 

Die Lösung dieser Aufgabe gründet sich anf die Kigenschafteo, 
die der Ausdruck 
(2) T{x; «) S?iJ!L_ 

als Funktion von {x, y) hat. Sind {«^^^ oder ku« («,) {k = 1 , , . ., r) 
die r Doppelpunkte von F{x, y) =- 0, (ß,^.,) (l^ 1, . . ., m) die »i 
oo' Punkte von ll{x, y) und -4^, ,4,, . . ,, -4^,.,„ Konstanten, so ist die 
Lösung der Aufgabe enthalten in dem ISatze ?on Fields: 

Die aUgemeinsle Funktion der vcflangien Art wird dnrf/csteUt durch 
f.den Ausdruck 



I!(x,!,)-^A,n'=;u,) + Ä, 



I mit der Bedingung, daß e- 
\ die p + r Gttnchviigen heute. 



isclien den Größen A^ und den Punkten i 



< 

I 



» 



Einen ähnlichen, allgemeinen Satz beweist Fields ffir den Fall, 
daß F(x,y) = vielfache Punkte besitzt. Die Beweise von Fields 
lassen sich aber vereinfachen und auf andere Arten von Singnlaritäton 
der fileichung Fix, y) = ausdehnen mittels einer Methode, die 
Christoffel a. a. Ort benutzt hat. 

Indem man den Fall »t = (J betrachtet, beweist man auf rein 
a^ebrais ehern Wege, daß die Bedingungen der Adjunktion für eine 
Kurve *(J, ,'/} = vom Grade n — 'd linear- unabhängig sind, und daß 
die Zahl der linear-miabbäugigen 0-Funktionen genau gleich dem durch 
die üleicbung (Ij bestimmten Geschlecht p von F^O ist. Daraus 
folgt in bekannter Weise') der lliemunn-Hocbsche Sats, nämlich: 

-n. für Hatb. 64. ST2ff. (iSUi). Fieldd. Acta 1. c. S. I 
lachen Funktionen S. 98— 101 (1896). 
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Sind die m oo^-Punkte der Punktion R(x, y) von allgemeiner Lage^ 
d. h. derart unabhängig, daß sie nicht sämtlich Nullpunkte ein und 
d^x-8«lben adjungierten Funktion $ sind, so muß m>p sein. Von 
dexn m 0^- Punkten sind alsdann noch m—p willkürlich, die p letzten 
al>e]- durch sie und die m cx>^-Punkte eindeutig bestimmt. 

Sind dagegen die m oo*-Punkte der Funktion JB(a;, y) nicht un- 

abliängig, sondern von solch spezieller Lage, daß für jeden von ihnen 

die nämlichen q linear -unabhängigen $- Funktionen verschwinden, so 

miiß m^p — q sein. Von den m 0^- Punkten sind alsdann noch 

fn — p + 5 willkürlich, die p — q letzten aber durch sie und die w 

oo*- Punkte eindeutig bestimmt.^) 

Ähnlich wie (3) beweist man auch, daß für die allgemeinste ganze 
algebraische Funktion G{x, y), die in jedem der n Punkte im Un- 
endlichen von der Ordnung s > n — 2 (ähnlich für s < n — 2) oo wird, 
die Darstellung gilt: 

r 

(4a) G{x, y) ^yjA,T{x', «,) + G^ix, y), 

^^ {^kf ßk) ^^® ^ Doppelpunkte und A^ ganz beliebige Konstanten 
siad^ während G^iXyy) die Form hat: 

<^o(^> y) = «*. + y«*,-i + • • • + if^u^-n^-i , 

wotci II. eine ganze rationale Funktion in x vom Grade i ist. Die 

Z^l der Koeffizienten in (4a) ist ^r + ns + ^ ^^ =- ns — |? + 1, 

11^ tJbereinstimmung mit dem Kiemannschen Satze, da die Funk- 
tion ^4n^ iji jedem der n Punkte im Unendlichen = oo* wird, also 
von der Ordnung ns ist. Soweit Fields. 

2. Umformungen, — Wir gehen weiter, indem wir zunächst 
^® Bezeichnung ändern. Die r Doppelpunkte seien wie bisher 
«^(i SS* 1^ . . .^ r), die zugehörigen Konstanten A^] die m (»^-Punkte 
▼on -S(a;, y) aber seien fortan (x^ y,) oder kurz {x^ (i =» 1, . . ., w), die 
^^hörigen Konstanten B^. Femer seien O^, . . ., O^ p linear- unab- 
8ige, adjungierte Funktionen vom Grade » — 3, d. h. Funktionen, 
die den Gleichungen genügen: 

%w '}1r ^ ^^^^ adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, die 



1) Selbstverständlich kann die Eindeutigkeit aufhören, wenn man die m — p 
(oder m-^p + q) willkürlichen 0»- Punkte nicht allgemein, sondern so wählt, daß 
^wcli ne mehr als eine Funktion ü(ar, y) bestimmt wird (s. Schlußbemerkung). 

14* 



unter sich und mit den 0^ linear-unabhängig sind. Catin nimmt ( 
Funktion Il{x, ij) (3) die Form an (Archiv 1. c. S. 23) 



(») 



«(a-,!/) -2 An"; «,) +2b,T(x; x,) + B, 



Die r + p Bedingungeu (4) aber zerfalieu wegen (5) in 
Systeme, namlicli die p Gleichungen 



(') 



^B, *.(»-,). 




d 



zwiacben den Größen B^ und den Punkten ■i\ und die r Gleicliangen 
für die Größen A^ 

Wir fiiliren die ^^ wirklieli in (6) ein. Setzt man ahkür^eud 
2i("i) ^ Ziti femer ^'± Zu ■ ■ ■ Xrr "" -^i bezeichnet die nach Xa 8^ 
nommene und durch J dividierte Uuterdetermiuante mit A',^ und 

führt den Funktiousausdnick 

(8) l(x; X,) - T{x: X,) -2 ^X,a.(x,) T(x; «.) 

ein, so erhält mau statt (ti): 

nnd damit den Satz: 

THe allgemeinste algebraische Funktion li(xi/), liie 3o' wird i« ilat 
m rcgalüren Funkten {t„ i/,)('=i. ,••■), stdlt sirA dar als ein Afff/ref/at 
roH m Funktionen X{x; x,). Daim sind die m Korf'fizient^n li, dm 
p Bedingungsgleichungen (7) utUerwarfeti. 

3. Die Eif/enschaflen der Funktion i(j;; x^). — Der in (S) de- 
finierte Funktionsausdrucl.' l(jC] x^) hat Folgende Eigenschaften: Er 
hängt nur von zwei Punkten (x, y) und (x,, .v,) ab und ist rational 
in den Koordinaten dieser Punkte; er ist symmetriscli in den Koordi- 
naten der r Doppelpunkte {a^, ß^ und folglich rational darstellbar in 
den Koet^zienten der Gleichung F{x, y) = 0. Die r Funktionen 
Zu ■ ■■! Zr lassen sich durch ein äquivolenteB System ersetzen, ohne 
daß X{x\ ar,) sich ändert. Ferner hat A(j; x^ als Funktion von (x, y) 
folgende Eigenschaften: 
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Sie ist = oo^ in (x, y) =» {x^, yj wie (i^V)x,y/ (^ — ^i)"M sie is* 

"~* in jedem der n Punkte im Unendlichen; sie ist endlich und 

ohiedenwertig in den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes 

^ /}J; sie ist stetig in allen übrigen Punkten der Yerzweigungsfläche, 

onders auch in jedem zu {x^j y^) gehörigen konjugierten Punkte (^1,^1). 

Dagegen hat X(x] x^) als Funktion von (x^, y^) folgende Eigen- 



Sie ist = 0* in jedem der r Doppelpunkte (a^, /Jj^); sie ist =00^ 
in (^ y) wie — {F'y)^^^^(Xi ~ a:)"*; sie ist = cx)**" * in jedem der n Punkte 
XJnendlichen; sie ist stetig in allen übrigen Punkten der Yerzweigungs- 
.e, besonders auch in jedem zu (a:, y) konjugierten Punkte {x, y'). 

Daher zeigt der Ausdruck 

^Funktion von (rCi, y^) folgendes Verhalten: • 

Er ist — cx)^ in jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und 

^^irschieden wertig la den beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes; 

'er- ist o» 00* in {x, y) wie — (x^ — a?)"*; er ist =» 0* in jedem der 

•* I^unkte im unendlichen und zwar im pten Blatte wie — N x^^ 

n 

"^^otei N unabhängig von (x, y) und ^^ N^l ist. 

4. Weitere Darstellungen durch die Funktion X(x] x^). — Eine 
sls^^i^che Funktion R{Xy y) der mten Ordnung, die in den 
1» Punkten (a;„ y,) gleich 00*, in den m Punkten (a;?, y?) (/=i,..,m) 
gleich 0^ wird, ist bis auf einen konstanten Faktor bereits bestimmt 
ittrch die m (»^-Punkte und m—p der 0^- Punkte. Zwischen den 
2fn 00^ und 0^- Punkten bestehen p Gleichungen. In der Tat, soll (9) 
^^ die m— jj ersten 0^- Punkte verschwinden, so muß sein 



m 



O^^BiXiijfi,',Xt) + B, 



(v=»lf...,m—p) 



/»l 



Ans diesen und den p Gleichungen (7) kann man die Verhältnisse 
^ Koeffizienten B bestimmen und in (9) eintragen. Man erhält so 
ftr R(x^ y)y abgesehen von einem unbestimmt bleibenden, konstanten 
I'iktor, einen Determinantenausdruck, der sich in leicht verständlicher 
Abkümmg schreiben läßt: 

1{X] X^) ... k(X] xj 1 

(11) ^(^; ^i). . . A(a;J; x^) 1 (»=1, ...m-p) 
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Um die p Bedingungsgleichungeii zwischen deu 2 m Punkten (x„ y^ 
und {a^, 1/°) 7.U erhalten, hat naan der Reihe nach f^r (i, y) die ^ 
letzten 0'- Punkte (j^_p+j,, yS.-p+ii) '*=^' ''' einzutragen und du 
Determinante jedesmal gleich zu setzen. 

An Stelle dieser p algebraischen Bedingungagleic hangen können 
die p transzendenten Bedingungen des Äbelschen Theorems treten: 



(12) 



J/*JS? 



"«Ia 



i 



die sich sehr einfach aus deu Gleichungen (7) ergehen (». Archiv L c. § 1 

Mittels der Funktion X{x\ a.\) kann man u. a. auph gewisse Fue^ 
tionen explizite darstellen, die Weierstraß') vielfach benutzt, alk 
nur ihrem Charakter nach definiert hat. Zuerst die Funktion flix; ^ 
d. i. eine rationale Funktion von (x, y] der (p + l)ten Ordnung, m^i 
der gegeben sind ein 0' Punkt (a^, b^) und p -i- 1 (»'-Punfc 
(o„ 6,\ . . ., (ßp, h.) und (j?,, t/f) mit dem Zusatz, daß die Funktion _ 
(Xy f/i) oc' sei wie (a^ — .r,)"'. Ferner eine Reibe von abgeleitetee 
Funktionen H(Xi)^, ff'(i,X, ir(/,X, ff"{xX ..., die definiert sin. 
durch die Entwiclduug von -ff(x; z,) in der Umgebung von (,r, y = » 
nämlich 

H{x; X,) = (x- a,)-^H(x,\ + H°{x,\ + (x - a,)B'{x,\ 
-\-(x-asyH'\x,\ + --- 



(13) 



Diese Funktionen erweisen sich (für A = l, ...,p genommen) alt 
Systeme von je p Integranden der 1., 3,, 2., 2. . . . Gattung und lassen 
sich in einfachster Form anschreiben. 

5. Die Abelsrhrii Integriil'' 3ter und 2ter Gattung. — Die Funktioi 
k{x; J,) führt auch zur Darstellung der Äbelschen Integrale 3ter unt 
2ter Gattung in folgender Weise. Ist (»g, h^ verschieden von (x, y] 
Bo hat der Ausdruck 

(14) [AK;«.)-.i(^;^i)J:(F'y)„„ 

nach Nr, 3 als Funktion von (j'i, .Vi) folgende Eigenschaften. Kr is 
— (»' in {x, y) und («„, h^ bezw. wie -f (3;,— z)"^ und — (r, — a,)-' 
er ist — 0* in jedem der n Punkte im Unendlichen; er ist = 00' ii 
jedem Verzweigungspunkt; er ist endlich und verschieden wertig in der 
beiden Punkten eines jeden Doppelpunktes. 



■ieretraS, Gel. Werke Bd. IV (lilOS). Vgl S. f.O. 73. 19. 97. 17fl 
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Dies Verhalten charakterisiert die Funktion (14) von (x^jy^ als 
Ini^egrandon 3ter Gattung oder den Ausdruck 



IiUegnü Ster GaUung, das logarithmisch wird in {x, y) und (a^, h^ 
böztlglich wie 

CA6) +log(a;j — a;) und —\o^{x^-a^ 

die Ableitung nach x, nämlich 

I 



CiT) r?«- - J 



dx F'y^ 

*ls Integral 2ter Gattung, das in (a;, y) gleich oo^ wird wie — - (iCi — a:)""^ 
Das dllgemeinde Äbelsche Integral setzt sich aus den p Integralen 
l^t^T Gattung, aus Integralen Ster und 2ter Gattung der Form (15) 
"^^Jc^d (17) und ev. aus algebraischen Funktionen der Form (9) und den 
Xtogarithmen solcher Funktionen zusammen, Bildungen, die sich alle 
xnittels X{x]Xi) herstellen lassen. 

6, Die Primfunktion P{x] x^, x^, — Die Funktion X{x\ x^) führt 
endlich zu einer sehr einfachen Primfunktion. 

Nach Nr. 8 hat der Ausdruck (14) als Funktion von (x, y) folgende 
Eigenschaften. Er ist = 0^ för {Xy y) = (a^, b^^] er ist « oo^ in (x^, y^), 
wie — (iP — a?i)""*; er ist = oo"~* in jedem der n Punkte im Un- 
endlichen; er ist endlich und yerschiedenwertig in den beiden Punkten 
eines jeden Doppelpunktes. 

Hiemach hat der Integralausdruck (15) als Funktion von (x^ y) 
folgende Eigenschaften: 

Er ist "-0^ in (Oq, &q); er ist logarithmisch oo in (x^, y^) und 
(^•* y©) bezw. wie +log{x — x^) und — log (a; — Xq); er ist = oo""* 
^ jedem der n Punkte im Unendlichen; er ist stetig und eindeutig 
^ allen anderen Stellen der Verzweigungsfläche mit Ausnahme des 
^^'^^schen (Xq, ^q) und (x^y y^) verlaufenden Integrationsweges , an dem 
^ eine WertdiflFerenz =2iit hat. 

Hiemach endlich zeigt der Ausdruck 

(^S) P(x'^ x^y x^) « e '*'*• 

*** Funktion von {x, y) folgendes Verlialten: 

Er ist »> 1 in (a^, feo)> ®r ist = 0^ in (x^, y^) und = oo^ in (x^y y^); 
^ ist wesentlich singu]är in den n Punkten im Unendlichen; er ist 
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stetig und eindeutig an allen Übrigen Stellen der YerzweignngefiäelM 
Daher der Satz: 

Der Ämiiriu-k P{x\ x^, x^) ist als Funktion von {x, t/) eine frfins- 
zendenie Pritnfunktion mit einvr O^-Stelk {x^, y,) unii einer ao^-Siälc 
{ip, ^o) und mit wesentlich singulären Stellen im Unendlichen. 

Hieraus folgt weiter der Satz: 

Jede algebraische Funktion I((x, y) läßt sich als Protlukl von Prim 
fitnktionen P(a:; Xt, x^) darstellen, gebildet mit den Koordinaten der O 
und co^-Piinkic von R(x, g). 

Sind nämlich wieder (3^, yj') und {x„ y,) (<==i. • ■•»] die 0' luiti 
oo'-Funkte von ll(x, y), so erhält man die Darstellung 



(19) 



lt{a„ b,) 11 ^^^^ ^> ^•' l I Pix; x„ «)' 



wo {«, ß) ein beliebiger Punkt ist, nur verschieden von den ( j}', if,) 
und (x„ y^. Hierbei sind die lutegrationswege zwischen den Paaren 
(^i ^) ^^^ i^ii Hl) ^^ bestimmter Weise zu wählen. Werden sie be- 
liebig gewählt, 80 tritt zu dem Produkt der rechten Seite noch ein 
von (x, g) abhängiger Faktor hinzu von der Form (?"!'■!'', wo a{x, g' 
den allgemeinen Periodizitätflinödul dös Integrale TT''^ bedeutet. 

Man beweist die Gleichung (19), indem mau statt des Integral 
Wl'^ durch Zufiigung eines allgemeinen Integrals erster Gattuug dai 
Normalintegral V'^'^, iOr das der Satz der Vertauschung von Paramete 
und Argument gilt, einführt und die bekannte Formel') anwendet: 



(20) 



■°e|^>lr.=2'''^^,-2''''C-2«'S. 



i 



die den Logarithmus von Ji(x, g) durch eine Summe von Normal 
integrateu 3ter Gattung darst«llt. Dabei kommt das Abelsche Thooren 
(12) für Integrale erster Gattung zur Anwendung. 

Darstellungen der Form (19) sind zuerst von Weierstraß*) ge 
geben worden. Die von ihm benutzte Primfunktion E{x;Xi,x„) häng 
noch von p willkürlichen Punkten (a^, h^) (*=i.. .»■) ab (vgl. Nr, 4) 
in denen F{x; 3"„ x^) wesentlich singulor ist. Die hier benutzte Prim 
fiinktion P{x; x^, x^) ist insofern einfacher, als ihre wesentlich siogulärei 
Punkte in die auendlicb fernen Punkte der Verzweigungsfläche fallen 



1) H. Stahl, Theorie der Äbelicheo Funktionell (1398) B. 146. 

2) Weiemtraß i, c, 8,377. 383. 390, 
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?• VeraUgenieinerungen, — Für den Fall, daß F(Xy y) = höhere 
Singularitäten und B{Xf y) Unstetigkeiten höherer Ordnung besitzen, 
gelten ähnliche Betrachtungen und Formeln. Man ersieht dies bereits 
aas dem nächst einfachen Fall, auf den auch Herr Fields^) seine 
Bei^eise der Sätze ausgedehnt hat. Die Gleichung Fix, y) = be- 
sitze r vielfache Punkte (mit getrennten Tangenten oder getrennten 
Blättern) a^, . . ., a^ bez. von der Ordnung q^, . . ., p^, und es sei 

r 

Q = Y//p4((>A— 1)- Dann ist das Geschlecht p bestimmt durch die 

Gleichung 

(21) ^ + ^,= i(n-l)(n-2). 

Die Funktion B{Xy y) habe m Unendlichkeitspunkte x^^ • • •; ^m ^®^- ^^^ 

m 

der Ordnung /ii, . . , jit^, und es sei jti = \^ l^iilh. ~" !)• Bedeutet T{x\ a) 

^eder den Ausdruck (2), so wird die Funktion R{x, y) dargestellt 
<Jurch den Ausdruck 



m 



(22) R{x, y) -^^,[T(x; a,)\ + '2s,\T{x; x.)] + JB.. 



*=1 /=! 



**ier sind aber die Aj^ und JB, nicht konstante Faktoren, sondern 
^rPejrationssymbole, nämlich 

$ t 



d \v d \' 
(23) 



^ie Zahl der Koeffizienten a,,^ in A^ ist =|Pt(p*— 1) und die 

Gesamtzahl der a^^^ gleich q. Die Zahl der Koeffizienten 6,^, in JB, 

18t aa Jiii^Qij — 1) und die Gesamtzahl der 6,,, gleich ,tt. Für die 

^^ingungsgleichungen gilt folgendes. Seien O^, . . ., O^ p linear- 

^^uiabhängige adjungierte Funktionen vom Grade w — 3, d. h. Funktionen, 

^e den Gleichungen genügen: 

'"*" iKi) . . . ;i:p Q nwhi adjungierte Funktionen vom Grade n — 3, unter 



1) Pields, Journal für Math. 124, 179 ff. 1902. 
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eich and toh den 0^ linear-unabhängig. Darin bestehen ähnlich dei 
früheren die p Gleichungen : 

(25) ^B,[^,{x,)] = l» 
nnd die ^ Gleichungen 

(26) ^A,bu(-,)^ - - J;S,[Z,W] !■■■ 

t=l 1-1 

Setzt man nun 



G4-.)'(A)'i''(«''i-'"" 

lie Determinante der m,^ 

jurch M dividierte Unterd 



und bezeichnet man die Determinante der m,^ mit M und die : 
nitj genommene und durch M dividierte Unterdeterminante mit JfJ 
so erhält man 



(27) 






I 



wenn X[z; xj den Funktionalansdruck bedeutet: 

(28) i(.; :,,) - T(z; „,) -^ ^ M„i.(x,)T,(x). 

Diese Funktion i,(x; Xi) hat nun ganz ähnliche Eigenschaften wie 
dem früheren einfachen Fall und führt genau wie früher zn dei 
Integral itter Gattung W'^^, dem Integral 2ter Gattung r^'*" and 
Primfunktion P(x\ x, , Xg). 

Man übersieht bereits, daß und wie sich diese Formeln und i 
Beweise ausdehnen lassen auf andere Singularitäten von F{x, y) -= 
und andere Unstetigkeiten von R{x,y). Man hat wieder die Form (22). 
Unter die Punkte («„ ß^) sind alle singulären Punkte aufzunehmen und 
in das Sjmbol A^ die Ableitungen nach a.^ und ß^ so weit, daß 
A^[T(x; a^)] noch endlich bleibt in {a^, ß^). In das Symbol B,Tl{x;x,y] 
sind die Ableitungen nach x, und y, so weit aufzunehmen, als es die 
Unstetigkeit von R(x, i/) in {x„ y,) erfordert. Man kann aber auch 
noch Unstetigkeiten von E(x, y) berücksichtigen, die in eingolSre 
Punkte von Fix, ;/) = fallen. Ich teile demnächst an andrer Stelle 
eine ausführlichere Begründung der vorstehenden Formeln nnd weitere 
Angaben ilber die Tragweite dieser Darstellungen mit. 



d 



W. Ludwig: Kegelschnitte auf einer Fläche II. Grades. 219 

Ich möchte die Erwtihnung des Ri em an n- Roch sehen Satzes (Nr. 1) benutzen, 
am einige Bemerkungen richtig zu stellen, die sich in der Habilitationsschrift 
von Herrn 6. Rost „Theorie der Ri em an n sehen Thetafunktionen" (Leipzig, 
Teubner 1901) finden. Es heißt dort S. III: „Diese Theorie enthält noch wesent- 
liche, von den bisherigen Bearbeitern nicht bemerkte Lücken, und es hat dies 
seinen Grund darin, daß die Möglichkeit des Auftretens von Punktsystemen mit 
speziellem Charakter übersehen worden ist. Die vorliegende Arbeit bezweckt, 
<üe in der Theorie der Rie mann sehen Thetafunktionen noch vorhandenen Lücken 
a.ii8zufiüllen/^ Auffallend ist, daß Herr Rost auf seinen Hauptzweck, nämlich auf 
<iie Untersuchung jener übersehenen speziellen Punktsysteme in seiner Arbeit mit 
keinem Wort mehr zurückkommt. Er gibt nur ein dem hyperelliptischen Fall 
entnommenes Beispiel (1. c. S. 63, Anm. 6). Es ist nicht schwer zu sehen, daß 
die ihm vorschwebenden speziellen Punktsysteme sich einfach aus dem umstand 
erklären, daß im Ri em an n- Roch sehen Satze bei einer algebraischen Funktion 
■^(p^y y) der mten Ordnung die Eindeutigkeit in der Bestimmung der p letzten 
^'-Paukte aus den übrigen 0^- Punkten und den m cx)^- Punkten aufhören kann, 
wenn man die tn—p ersten 0*- Punkte nicht allgemein wählt (vergL Anm. zu Nr. 1). 
^ch liabe diese Bemerkungen übrigens Herrn R. schon im Jahre 1901 mitgeteilt. 
^arch dem Vorstehenden dürfte auch das Referat von Herrn Krazer (Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik Bd. 32, S. 458) und ebenso die Bemerkung 
in seinem Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig, Teubner 11)08) S. 436: „daß die 
M^än^el, welche früheren Darstellungen von v. Dalwigk, Stahl und Christof fei 
anlia^ften, durch Herrn Rost eingehend kritisch beleuchtet seien", als wenig zu- 
treffend erscheinen. Was Herr Rost bez. des Riemann-R ochschen Satzes 
und. der zugehörenden Sätze über das Verschwinden der Thetafunktion gibt, sind 
,iQ1>rigens leicht ersichtliche Änderungen, welche die Gleichungen dieser Sätze 
im. Falle mehrfacher Null- und ünendlichkeitspunkte einer Funktion f{x, y) 
(Quotdent zweier Integranden erster Gattung) zu erfahren haben", wie Herr 
^^azer in seinem Lehrbuch S. 416 Anmerkung richtig bemerkt. 



^bop das Problem, eine Fläche IL Grades in einem der 
Gestalt nnd Größe nach gegebenen Kegelschnitte zn schneiden. 

Von W. Ludwig in Braun schweig. 

!• Einleitung. — Die Ebenen, die aus einer Fläche IL Grades Kegel- 
*<5^nitt© ausschneiden, die einem gegebenen Kegelschnitt kongruent 
^^^^> bilden eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, einen Torsus; 
sololler Torsen gibt es, entsprechend der Anzahl der nach Gestalt und 
^^ßo verschiedenen Kegelschnitte, bei derselben Fläche II. Grades ein 
^^Ppelt unendliches System. Dieses Torseusystem nun hat M. Krewer 
^^ einer mit dieser gleich betitelten Abhandlung^) im 12. Bande der 

1) Sie ist hervorgegangen aus einer Preisarbeit, die Herr F. Schur, wie ich 
»^tiei gütigen Mitteilung verdanke, in Dorpat kurz vor seinem Fortgange von 
^^^ getteUt hat. 
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zweiten Reihe dieser Zeitschrift (1894) mittels einer auch in der Theorie 
der Flächen IV. Ordnung gebrauchten Transformation auf einen bekannten 
Bündel von kubischen Raumkurven abgebildet, um aus diesem Kriterien 
dafür abzuleiten, ob ein gegebener Kegelschnitt auf einer gegebenen 
Fläche II, Grades reell mögürb ist oder nicht; jedoch iet die Untersachung 
nicht so einfach und anschaulich durchgeführt, wie es möglich ist, und 
demgemäß sind auch die erhaltenen Kriterien tinübe reich tlich and 
praktisch unbrauchbar. Deshalb soll im folgenden das Problem mit 
Hilfe derselben Abbildmig nochmals bebandelt werden, obwohl inzwischen 
wenigstens für das EllJpsoid die gesuchten Kriterien von Herrn 
Georg Diem*) aufgestellt worden sind. 

2. Die analytische Fornndiening des Problems. — Wir denken nns 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und in ihm die vorgelegte Fläche 
II. Grades durch die Gleichung 



i 



(1) 



F^aX^ + bY^ + cZ*-l = 



gegeben, iudem wir uns vorläufig auf die allgemeinen zentrischan' 
Flächen II. Grades beschränken. Die Fläche schneiden wir mit einer 
Ebene, deren Gleichung 

(2) UX+ KY+ WZ= 1 

laute und als deren Koordinaten wir U, V, W verwenden wollen 
Schnittkurve bestimmt sich in folgender Weise'): Die Ebene (2) nehmen 
wir zur jl)- Ebene (j = 0) eines dem Xl'^- System kongruenten 
;ri)j-KoordiDatenBystems, dessen j-Achse durch den Ursprong jenes 
gehe; setzen wir dann ab kürzungsh alber 

(3) si=u' + r'+ w*, 

so haben wir die Koordinatentransformationsformeln: 



norfl 



z - ^ + Ki + Kti 







1) Über EUipBen auf einem Ellipsoid, deren Achsen gegebenen einfachen 
Bodingniigen genügen, intibesondere über kongruente Ellipsen. DissertatioD, 
Manchen 1898. Seite 38. 

3) Vgl. F. Bchur, Lehrbuch der BnalTtiacben Geometrie, Leipzig 1808, ( 
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ist die Schnittkarve darch die Gleichungen 

aE* + S39* + 2(£E9 + 2®E + 2g9 + g = 0, j = 
ben, wobei 
~af\ + bg[ + ch\, ^=^^{af,ü + bg,r+ch,W), 

= af\ + bg\ + Chi, e = ^ {af,U + hg,r + ch, W), 

G - afj, + bg.g, + ch,h,, 5 = 1, (af/» + feF> + cTP) - 1; 

sie zunächBt ein zentrischer Kegelschnitt mit den Halbachsen Ä und 
xind mit der Diskriminante A^ so bestimmen sich Ä und B durch 
diie Gleichungen 



and 



(5) 



. bcU* + €a V^ + abW* — abc_ 4> 
^+^ = — =^, 



in denen wir 0, X, W als Abkürzungen eingeführt haben. Unser 
^Igelschnitt ist nun einem gegebenen zentrischen Kegelschnitt kongruent, 
wenn die Gleichungen 

erfOLlt sind, in denen die Größen r und s sich aus den Achsen des 
gegebenen Kegelschnittes den Gleichungen (6) entsprechend berechnen. 
Da umgekehrt 

ist, sehen wir, daß wir nur reelle Werte von r und s, imd auch diese 
nur zum Teil, werden in Betracht zu ziehen haben-, es ist nämlich 
^ ^ner reellen Ellipse: 

6ei einer Hyperhdj die im stumpfen Winkel ihrer Asymptoten liegt: 

r>0, s<0, 
^ finer Hffperbel , die im spitzen Winkel ihrer Asymptoten liegt: 

r<0, s<0. 
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Bei der gleichseil igen Hyperbel ist r = s = und bei der Parallel, die 
sich dadurch hier einordnet, daß für «ie erstens ?13} — G* = ist und 
daß zweitens A und B so unendlich geworden sind, daß der Parameter 
p = -j- endlich bleibt, ist r =- 0, s = oo. In diesen beiden Fällen 
die Größe des Kegelschnittes nicht durch r und s bestimmt, aber 
werden sich ungezwungen Mittel finden, die uns auch diese Fälle zn 
erledigen gestatten. Andere besondere Werte von r und s führen za 
Ausartungen und können außer Acht gelassen werden. 

Die Bedingungen nun, die gleichzeitig von den Ebenen ((', V, JF) 
erfüllt werden müssen, die durch ein Wertepaar r, s der Gestalt and 
Größe nach gegebene Kegelschnitte aus der Fläche (1 1 aiisscbneideiij 
lauten gemäS den Gleichungen (4), (5), (0) folgendermaßen: ^3 

(7) n, = r- d'fl-X'P-O, K, = s- XSl-W^O; ^ 

die Ebenen bilden deshalb einen Torsus, der den beiden duich die 
Gleichungen (7) dargestellten Flächen IV. Klasse gemeinsam ist und 
der in zwei Torsen zerfällt; der eine davon ist durch ¥■"=— 0, Ü ^ 
bestimmt imd scheidet aus unserer Betrachtung aus, da er aus laut«r 
imaginären Ebenen, Berühr uugsebe neu des unendlich fernen imaginären 
Kugelkreiües, besteht; dagegen haben wir die Aufgabe, zu untersuchen- 1 
wann der übrig bleibende Torsus XIL Klasse reelle Ebenen besitzt. ■ 

3. AUiüduny des erhaltenen Systenis lon Torsen XU. Klasse mtf ' 
einen Bündel van kultischen liaumhirven. — Die von uns eingeführten 
Ausdrücke <I>, X, V, H haben einfache Bedeutungen; setzen wir sie 
nämlich gleich 0, so erhalten wir die in Ebeuenioordinaten geschriebenen 
Gleichungen der Fläche (1) und dreier unendlich fernen Kegelschnitte, 
und zwar ist, wenn wir kurz das durch eine Gleichung S = dar- 
gestellte Gebilde mit 3 bezeichnen, X der unendlich ferne Kegelschnitt 
von und Si. der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis, während W 
die acht Tangenten berührt, die X und Sl in ihren Schoittp unkten 
haben (das let;ite folgt daraus, daß der durch X und il in der i 
endlich fernen Ebene bestimmte Kegelschnittbüschel in den homogeoi 
Geradenkoordinaten U : V: W die Gleichung X + x'P + x'Ä = 1 

Unsere vier Flächen 11. Klasse: 

a) = o, x = o, y = o, 

bestimmen nun ein lineares Sjstem 111. Stufe von Flächen IL I 
deosen Gleichung wir in der Form 

af/^ + jäP + ylP- 
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schreiben können^ in der a, ß, y veränderliche Parameter sind. Mit 

seiner Hilfe bilden wir den Raum 27, in dem wir bisher gearbeitet 

baben^ so aof einen andern Raum 6' dh, wie es für den dualen 'Fall 

^en Th. Reye in seiner „Geometrie der Lage'' im 3. Band der 3. Auf- 

^e, Seite 142, schildert: Wir denken uns in 6' dasselbe Koordinaten- 

^Jstem wie in Sj nur daß wir die Koordinaten mit x'y y\ js\ bezw. mit 

^S ^\ *^' bezeichnen, und ordnen jeder Fläche des obigen Systems den 

üi bezug auf sie der Ebene w' = t?' = t<;' = 1 zugehörigen Pol zu; da 

dessen Gleichung 

au' + ßv' 4- yw;' = 1 

ist, drückt sich die Beziehung der Ebenen der Räume 27 und tf' folgender- 
maßen aus: 

Der Anschaulichkeit halber ersetzen wir noch den Raum ö' durch den 
xvL iliin in bezug auf die Einheitskugel polaren Raum ö, in dem die, auf 
dieselben Achsen bezogenen, Koordinaten mit ic, y, jer, bezw. w, t?, w be- 
zeiclmet seien. So erhalten wir die Abbildung: 

C») lP=^x, r^^y, W^=^0', 

duicli sie gehen die Ausdrücke <P, X, W, Ä über in 

(p = bcx + cay + aba — aic, 
X = bcx + cay + abz, 

il; = (b + c)x + (c + a)y + (a + fe)^; 
(o^x + y + 

^* die Gleichungen (7) in 

K^^j TC^^r ' q)(o — ;c^ = 0, x, = s • ;|rco — ^* = 0. 

f Bilder der beiden Flächen IV. Klasse 11^ und Ä, sind also die 

^^^U Flachen II. Ghrades x^ und x,, und das Bild des jenen gemeinsamen 

AoiBUß XIL Klasse ist die diesen neben der Geraden ^ == 0, = ge- 

^®^8ame kubische Raumkurre, die wir mit R^ , bezeichnen. Wir 

Den auf diese Weise das System von Torsen XII. Klasse durch ein 

^^^*^ bequemer zu behandelndes System von kubischen Raumkurven bt- 

set^t. Vermöge der Transformationsgleichungen (8) stellt sich auch 

^^ J^rage nach der Realität der Torsen sehr einfach dar: Ein Tarsus 

"^^*^ redle Ebenen, wenn die zugehörige R^ , in den positiven Oktanten 

*8 xyg' Koordinatensystems eintritt. Jedoch wollen wir, ehe wir uns 

^^Ber Hauptfrage zuwenden, noch einige Worte über das System der 

^r,. sagen. 



(9) 



4. Der Bündel der kuhischen liaumkumcn It^ 

m = 0, 7-0, 1/^ = 0, W - 







bilden ein Tetraeder, deßaen eine Ecke, {x,i',a), der Ursprung 1 
KoordinatenByatenis und dessen eine Kante, y^i unendlich fern il 
Flächen :r^ sind hyperbolische Paraboloide und bilden einen B 
dessen Groijdkurve sich aus den Tier Geraden ^, ^(i, rä^, i 
aammensetzt. Die Fachen x, sind Kegel II. Grades, deren 8 
der Koordinateuursprimg ist, und berühren sämtlich die Ebenen 
CO längs ihren Schnittgeraden mit ij', bilden also eine aoge 
Büsclielschar. Hieraus folgt, daß die Kurven M^ , im Koord 
Ursprung die Gerade S^j zur Tangente und die Ebene ra zur Scbmid 
ebene haben, während sie im Punkte (_?>, x< 'i') die Gerade ^~x ba 
und die Ebenen <p oakulieren; sie bilden also einen Bfiaclm 
kubischen parabolischen Hyperbeln, die das Tetraeder ((p,Xt^, 
derselben Weise zum Schmiegungstetraeder haben. Solche Bün<]| 
bereits eingehend untersucht worden.') '■ 

In nnserm Bündel bestimmt (mit gewissea Ausnahmen) jedes' 
paar r, s umkehrbar eindeutig eine Kurve li^ /. die KegelschnitI 
die eine Eigenschaft besitzen, die man durch eine Beziehung zi 
r und s ausdrücken kann, werden repräsentiert sein durch die | 
einer Fläche, die von ^c' Kurven Ji, , erfüllt ist. So führen JOi 
besondere die Kegel x, (s = const) zu den Ebenen, die aus der ged 
Fläche II. Grades Kegelschnitte ausschneiden , die einem gea 
ähnlich sind, ^ 

Die Flächen n^ haben nur die Bedeutung für uns, daß i 
dingang r = const. die einfachste ist, die mit der Bedingung s «^ 
die Gestalt und Gröfie eines Kegelschnittes festlegt; für die FH 
gleichseitigen Hyperbel and der Parabel, in denen die Verei] 
dieser beiden Bedingungen versagt, erüetzen wir den Büschel |i 
durch zwei andere möglichst einfache Flächenbüschel, nämlich, 
die beiden Büschel von Kegeln III. Ordnung, deren Gleichungol 
(11) y*(o - m ■ 3:' = 0, (12j tpa* — n • t' " i 



1) R. Stnrm, Joum, f. Math, 7» u. 90; Math. Ann. 2« ii. 28. E. Heil 
Ober den Bündel derjenigen kuliiBchen lUumkurren, welche ein gegeben« 
eder in deiBslben Art zum gemeinsamen Sehmicguugstetrfteder haben; DiMf 
Uiliiiter 1SS7. M. Stujvaert, Snrfaces algebriqiKig engeodreea par detl 
du II. et III. ordre, DisBertation, 0«nt 1902 iVorm weitere Literatur angell 

S) Vgl. W.Ludwig, Über die Ebenen, die aua einer Pmcbe U.} 
einem gegebenen Kegelschnitt ähnliche Ecgelsehnittc ausschneide!: 
Brulku 1898. 11 
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sind^)^ and untersuchen die zu unserem Bündel gehörigen ebenen 
Sunren UI. Ordnung^ die diese Kegelbüschel mit dem in die Doppel- 
ebene ^ entarteten Kegel Xq, bezw. mit dem in das Ebenenpaar %} ^ 
zerfidlenen Kegel x^ gemeinsam haben; es sind dies die in ^ liegenden 
Kurven B^^ und die in j; liegenden Kurven ü^,^. 

Für die Punkte eines durch die Gleichung (11) oder (12) definierten 
Kegels ist nach (10) 

-i == w, bezw. — = n 

^nd deshalb nach (6) für die durch sie gelieferten Kegelschnitte 

A*jB* = m, bezw. ^rn^y = **• 

^^ erste Bedingung bestimmt bei positivem m flächengleiche Ellipsen*), 

^^ negativem m aber Hyperbeln, bei denen der konstante Inhalt des 

^Ä den Asymptoten und einer beliebigen Tangente begrenzten Dreiecks 

*Äeix gegebenen Wert hat; deshalb ist bei einer gleichseitigen Hyperbel 

^ ==*=* Ä • Y— l) m ^ — A^ zur Bestimmung ihrer Größe geeignet. Die 



^ite Bedingung geht, wenn es sich um eine Parabel handelt, wenn 

^^ Ä und B so unendlich werden, daß der Parameter p = -^- endlich 

p^^^bt, über in jj* = n und definiert uns ebenfalls die Größe der 
.^jj^'^^bel (wir kommen hierzu auch unmittelbar von den Gleichungen 
3 aus, weil eine Parabel durch 

li. durch 



ständig bestimmt ist). Die Parabel ist nur reell, wenn n > 0. 

5, Der Gang der BedUtätsuntersuchung, — Wie am Ende von Nr. 3 
^^t wurde, ist die Frage, ob ein durch ein Wertepaar r, s gegebener 
^elschnitt auf der vorgelegten Fläche U. Grades reell möglich ist, 
^^^^tisch mit der Frage, ob die zu demselben Wertepaar r, s gehörige 
^Viische Raumkurve jR^ , in den positiven Oktanten des Koordinaten- 
systems eintritt. Dafür, daß das geschieht, ist die Vorbedingung, daß 
^^^t* Kegel x^ auf dem jR^ , liegt, und dessen Scheitel der Koordinaten- 
^^^^pnmg ist. Kanten hat, die im positiven Oktanten (und in seinem 
^^teiteloktanten) verlaufen. Da x, durch die projektiven Ebenenbüschel 

) sx + ^t^O, if + X(x}^0 

1) Vgl. Heinrichs, a. a. 0. Seite 38. 

J) VgL Diem, a. a. 0. Seite 13 u. 14. 
liT der lUthem*tik und Physik. UI. B«ihe. XU. 15 
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erzeugt gedacht werden kann, entspricht jeder seiner Kanten eindeul 
ein Wert des Parameters A; auf ihr ist 

xiy \ z 

und es handelt sich somit darum, ob es auf x^ ein oder mehrere 
Intervalle von X gibt, für die 



(14) 



(c - 6) . (A^ + asX + a^s), (a - c) • (A* + hsX + l^s\ 
(b — a) ' (A^ + csl^+ c^s) gleiches Vorzeichen haben, 



und welches die untere Grenze A^ und die obere Gh*enze A^ jedes dieser 
Intervalle sind. 

Haben wir nun ein solches Intervall (A^ ^ A ^ Aj festgestellt, so 
müssen wir des weiteren noch untersuchen, ob auf den zugehörigen 
Eegelkanten die Punkte der R^ ^ im positiven Oktanten selbst oder in 
seinem Scheiteloktanten liegen. Das geschieht am einfachsten dadurch, 
daß wir die Punkte der E^ ^ uns in die Kanten von x, eingeschnitten 
denken durch Ebenen, deren jede immer nur den einen der beiden 
fraglichen Scheiteloktanten, aber niemals beide zugleich durchsetzt, 
also z. B. durch Ebenen, die zur Ebene o parallel sind; dann ist aus 
diesem Parallelebenenbüschel jeder Kante A von x^ eine Ebene zugeordnet 
(die umgekehrt zu drei Kanten gehört"), und ihre Gleichung erhalten 
wir folgendermaßen: Nehmen wir zu den Ebenenbüscheln (13) noch 
den zu ihnen projektiven Büschel 

(13a) r<p + Xx-=0 

hinzu, so ist vermöge der Gleichungen (10) R^ ^ der Ort der Schnitt- 
punkte je dreier zusammengehörigen Ebenen aus diesen drei projektiven 
Büscheln; mit Hilfe der aus (9) folgenden Identität jr = 9 + «6c ergibt 
sich aus (13) und (13 a) durch Elimination von %%jif sofort die ge- 
suchte Gleichung 

Damit diese Ebene in den positiven Oktanten eintritt^ muß 
(16) '^^ > 

sein; also lautet unser Problem jetzt so: Wann gibt es ein Intervall 
i^u ^ ^ ^ K\ *** ^^''^' ^'^ Bedingungen (H) und (16) erfiUU sind? 



(14a) 
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Zur weiteren Untersuchung müssen wir jetzt die drei Fälle unter- 
scheiden , die bei einer zentrischen Fläche IL Grades möglich sind; 

sie sind: 

I. EUipsoid: a > 6 > c > 0. 

n. Einmanteliges Hyperboloid: a > 6 > > c. 

in. Zweimanteliges Hyperboloid: a > > 6 > c. 

Durch diese Festsetzungen nehmen die Bedingungen (14) für alle drei 
Flächen die einfachere Form an: 

a^ X^ + asX + a^s und y ^ k^ + csX + c^s müssen dasselbe 

Vorzeichen haben, aber ß = X^ + bsX + b^s das davon verschiedene. 

Ferner folgt, daß in allen drei Fällen die k eines jeden Intervalls 
{X^ ^ >L ^ A J ein und dasselbe Vorzeichen haben^ denn die sich für 
A = und A = oo ergebenden Eegelkanten, die Geraden jf^ nnd '^, 
liegen immer außerhalb des positiven Oktanten. 

Bei jeder dieser drei Flächen sind dann noch die sich auf den 
Kegelschnitt beziehenden drei Fälle zu unterscheiden, nämlich (vgl. Nr. 2): 

1. Ellipse: r>0, 5^4. 

2. Stumpfe Hyperbel: r > 0, 5 < 0. 

3. Spitze Hyperbel: r < 0, s < 0. 

Da die Kombinationen I 2 und I 3 von vornherein fortfallen, erhalten 
wir 7 Falle; und zwar ist die Bedingung (16) erfüllt: 

in den Fällen I 1, II 2, IH 1, III 3, wenn r + A > 0, und in 
den Fällen II 1, II 3, III 2, wenn r + A < ist. 

Das heißt: Die Bedingung (16) ist für ein Intervall (A„ ^ A ^ Aj 
erfüllt in den Fällen 11, 112 und IUI, wenn entweder A„ > oder 
A^ < und zugleich |A^" <r ist; in den Fällen II 1 und III 2, wenn 
A^ < und zugleich jA^I >r ist; im Falle 113, wenn entweder A^<0 
oder A„ > und zwar A„ < |r| ist; im Falle III S, tvenn A„ > und 
Zugloch A^> |r| ist. 

6. Die Ellipsen auf dem EUipsoid. — Wir gehen jetzt daran, die 
Bealitätsbedingungen im einzelnen aufzustellen und zwar zuerst für den 
Fall 1 1. Da es sich dabei um die Vorzeichen von a, ß, y handelt, 
brauchen wir die Nullstellen ^) dieser drei quadratischen Funktionen 
von A. Die Nullstellen von a sind 

1) Diese Nullstellen sind die Werte von >l, die die Schnittkanten des Kegels 
X« mit den Koordinatenebenen liefern; das ist der geometrische Grund ihres Auf- 
tretens an dieser Stelle. 

16* 
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worin 

ö'=s+|/sCs-4)i, ff"-«-|v's"(7^^|; 

da filr Jl = i{A;, + Jl») = — |as « = — ^s(s — 4) ist, sehen wir, daB 
für aäe redien Werte von s, die nwM zwischen und 4 liegen, a negativ 
ist, wenn X dem von X'a and l'ö begrenzten Intervall angeJiort, sotisi alter 
positiv. Genau dasselbe gilt för ß und y, deren Nullßtellen wir mit 
A';j, Xfl und k'y, X'y bezeichnen. 

Wenn wir s von 4 bis oo wacliseii lassen, wächst ö' stetig von 4 
bis fv, während ff" stetig von 4 bis 2 abnimmt; also haben wir dabei 
immer 

a'> ö" > 0; 
deshalb ist im Fall I 1 

K. < C < 0, k'J <X'^<0, i.'y< k'j < 0. 

Wir suchen nun ein Intervall {X^^^k^}.^, für dessen k a und y 
dasselbe, von dem Vorzeichen von ß verschiedene Vorzeichen haben; 
also muß dieses Intervall entivcder sowohl zwischen iü und l'Ü als auch 
zwischen k'y und ij,', nicht aber zwischen Ä', und A',' begriffen sein oder 
ganz zwischen A', und k'!, liegen und von den beiden anderen Xull- 
stellenpanreu ausgeschlossen sein. Ea ist nun in iinserm Füll 

iö < X'^ < ^y und K, < i',i < X'y, 

und deshalb ist nur die zweite Möglichkeit denkbar; das heiSt: 

Unter der Vorbedingiing, daß k'^ < k'y ist, ist k^ der gröbere der 
beiden Werte k", und k'^ und k,^ der kleinere der beiden Werte ij 
und k'j. 

.. . .. , K 

Da nun l., und ky negativ sind, ist k^ < ky, sobald -', >■ 1 ist, 

und das ist der Fall, wenn 4^5< — ■ — ; denn es ist ,■;—-■*. 
' — — ca ^ ij. c » 

— -(jö"— 1) und nimmt deshalb stetig von - bis ab, wenn s von 
4 bis cü wächst, wobei dem Werte s==---— der Wert . " '^ 1 ent^ 
Bpricht. Ganz ebenso finden wir, daß "i^i' ^ Aj, wenn 4^s^ ~fc^~ * 
und daß k'y < X'j, wenn s > T- — ist. Ziehen wir dann noch in Be- 
tracht, daß es für die Erfällung der Bedingung (16), da die A negatir 
sind, auf die obere Grenze k^ ankommt, und ferner, daß beim Ellipsoid 



<H:^ 



(6 + c;' ja - h) (gfc - 



^>o- 
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ca bc 

ist, so haben wir folgendes Resultat: 

SoUen (mf unserem EUipsoid die durch ein Wertepaar r, $ gegebenen 
Ellipsen reell möglich sein, so muß entweder 

^^s^^f-, r>i6tf" 
oder 

bc — ea ' * 

Hat das EUipsoid die Halbachsen % fB, %') so daß 

ist, und die Ellipse die Halbachsen Ä, B, so dafi nach (6 a) 

^* = |^, B» = |^', A>B 

ist, so gehen die Bedingungen r > yi^", r > \c6' ohne weiteres über 
in -B < 99, -4 < 6 und vermöge (6) jede Bedingung s^'^S'^s^ in 

J Jß JR 

setzen wir r + ~j = 5> "4===^ ^^d betrachten wir iy als Funktion von g, 

so kommt es hier nur auf den Zweig 1? = | (5 — | Y^^ — 4 1) an, der stetig 
von 1 bis abnimmt, wenn | von 2 bis 00 wächst; mithin folgt, sobald 
5i ^ 4 ist, aus der Bedingung s^^s ^ s^: 

H\Vs,\-\Vs;-i\)^2^^{\Vi,\-\Vs,~-4\). 

Hiemach können wir das gewonnene Resultat auch so') ausdrücken: 

SoUen auf einem EUipsoid, dessen Halbachsen 21 < 33 < 6 sind, 
reelle Ellipsen von den Halbachsen A> B liegen, so muß entweder 

gr jD oa 

7=r < -7 < =r und J. < 6 



1) - , -, ^—^-L. >- ' sind die Werte von 5, für die die zuffehörifiren 
^ bc ca ab 

Ke^elx gerade durch die x-, bezw. y-^ bezw. ^- Achse des Koordinatensystems 

gehen; darin liegt 'der geometrische Grund fOr die Rolle, die sie spielen. 

2) Wir brauchen hier und im folgenden ^, ^, (S) in anderer Bedeutung als 
in Nr. 2. 

3) Vergl. G. Diem a. a. 0. 8. 28. 




Wenn wir alle einander ähnlichen Ellipsen aU „eine Art" bezeichnen, 
so gibt es auf unserem Ellipsoid für jede Art eine oder mehrere größte 
Ellipsen, für die j4 = G, bezw, B = 99 ist. Für diese Ellipsen ist 
r = — Xy, bezw. r = — X'-l, d.h. r -f- /l = 0; die Ebene {15} geht dem- 
nach in die unendlich ferne Ebene über, und die Ebenen der „größten" 
Ellipsen werden in unserer Abbildung (8) durch die unendlich fernen 
Punkte der Kanten der Kegel x^ darReBtellt, die durch X = Xf, bezw. 
X = X'i bestimmt sind und deshalb in der xi/-, bezw. ax-Ebene des 
Koordinatensystems liegen; sie bilden also die Ebene ubüscbel um die 
7-Ächse und um die y-Achae des Koordinatensystems, denen ja Tormöge 
(S) die unendlich fernen Geraden der xi/- und der aa^-Ebene entsprechen. 
Da jedem Punkt dieser Geraden zwei Ebenen aus dem zugehörigen 
Ebenenbüschel zugeordnet sind, haben wir hiermit gefunden: 

-4m/" dem Ellipsoid gibt es von jeder reell mögUdien Art von Ellipsen 
zwei größte EUipsen (die einander longruent sind); die Ebenen aller 
dieser „f/rößten" Ellipsen bilden die Ebenenbüsehd um die größte und 
um die mittlere Achse lA.« ElUpsoidrs. 

(KortBetzung folgt.) 



Über Aufnahme von Wechselstromkurven 
dnrcli Oszillographen und ihre Analyse. 

Von E. OßLicn in Charlottenburg. 

(Schluß.) 

in. Harmonische Analyse der Wechselströme. 

Ist die Kurve eines Wechselstromes auf experimentellem Wege 
gefunden und gezeichnet, so handelt es sich nun darum, die Pourier- 
Bche Reihe zu finden, welche diese Kurve darstellt. Dafür sind die 
verschiedensten Methoden und Apparate angegeben worden; letztere 
werden als harmonische Analysatoren bezeichnet. 

Im folgenden soll ein Weg gezeigt werden, durch den man auf 
verschiedene Methoden der Analyse kommt. 



i 
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Die zu analysierende Kurve ist darstellbar durch eine Fourier- 
sch.e Reihe von unendlich großer Gliederzahl: 

OD OD 

(lO) y =^8[4 sinÄ-o^ +^99* coakot. 

H&i; man es nicht mit einem reinen Wechselstrom zu tun, d. h. ist die 
gesamte innerhalb einer Periode transportierte Elektrizitätsmenge nicht 
gleich Null, so tritt noch ein konstantes Glied SBq auf, d. h. über den 
reinen Wechselstrom ist ein Gleichstrom gelagert. Man rechnet in 
diesem Falle einfach alle Summen von k ^0 an. Die folgenden For- 
meln werden hierdurch nur unwesentlich yerändert. 

Eine weitere Beschränkung wird dadurch eingeführt, daß in der 
R«ihe (10) nur Glieder ungerader Ordnung vorkommen (k ungerade). 
Dieser die Praxis allein interessierende Fall tritt ein^ wenn Ordinaten^ 
die einen Abstand von einer halben Periode haben ^ einander gleich 
sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, d. h. wenn positive und 
negative Eurvenhälfte einander spiegelbildlich gleich sind. 

Wir teilen nun vom Anfangspunkt der Koordinaten aus auf der 
Abszissenachse eine Periode r in p Teile und messen die Längen y^, 
Vi}"' Vp ^^^ ^ ^^^ Teilpunkten errichteten Ordinaten ab. Dabei ge- 
höre die Ordinate y^^ zur Abszisse t;^^ ■• Diese zusammengehörenden 
Werte y^^ und ^^^ müssen aber die Gleichung (10) befriedigen , d. h. 

OD OD 

(10a) y;i = V ?l;t sin Ä CD ^^ -f V g5;k cos kat;^. 

Sei nun y eine ganze Zahl, die zunächst noch unbestimmt ge- 
lassen wird, so werde gebildet^): 

p 
"ST* • 2^yX , 



1) Füi das Folgende iet es nützlich, sich an folgende Formeln zu erinnern: 

. pa . p-f 1 
P sin^sin - i: - • a 



V • : 2 2 
/^ Bin Xa = 

. pa p+ 1 
p sm -- cos^- — ■ — a 

-^ 2 2 

y C0BXa = 

1=1 sm -- 
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Dabei ist: 

» p 






=2'2'i«*[«'>«'-f'(*-y)-«>«T-'(*+^>] 



*=i i=i 



00 sin ar (Ä; — y) cos jr(Ä; — y) 

= Via ^ 



ib =: 1 Bin 



-^i«* 



ü + 1 
sin «(Ä + y) cos"^— ' — jr(A; -|- y) 



* = 1 sin — ^^ — !— ^ 

d. h. sämtliclie Summanden werden gleich Null mit Ausnahme der- 
jenigen, in denen auch der Nenner Null wird, wo also ' = e eine 
ganze Zahl ist. Mit Einfühnmg dieser Bezeichnung wird: 

also 



1 2-^ i»*+y 2 -^ p»-y' 



wo die Summe Ober alle Zahlen z zu erstrecken ist, die einen positiven 
ungeraden Index für % angeben. 
Andrerseits ist: 



V Vi SB^ [3in 2-^ (* + y) - sin ^' (Ä - y)] 



'^^ 



p -f- 1 19-4-1 
- - sin « (y + Ä*) sin ^—J — niy-^-k) sin »r (y — /r) sin ^-— ^— sr (y — il•^ 

=^ >15B ^ _ ijR P__ 

4-' * . «(y + Ä;) »'^* . niy^k) 

* sin - -- - sin - 

P P 
V' 1 gi sin»^z;sin5r(p -f" 1)^ ^'S^i^ 8in5r/)2rsin3r(p + 1)* 

X 

-0. 
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In genau derselben Weise wird die Rechnung durchgeführt fQr 

p 

Man findet: 



^^2 2j "^p'^y + 2 -^ ®p*-y 



Ebenso werde die Rechnung wiederholt, nachdem der Koordinaten- 
anfangspunkt um eine Yiertelperiode nach vom verschoben ist; setzt 

man in (10) t + -7 statt t, so erhält man: 

op k + 1 op t- 1 

(10b) rj =2^(- 1)~^33a sin ^(ot +^{- 1)~*~«* cos ka>t. 

Zur Berechnung der Koeffizienten 9 und 93 stehen daher folgende 
Gleichungen zur Verfügung: 

(11) i'y.Bin^*^-^»! 2«*-y2'«* 

1 = 1 k = p2'\-Y ^^P' — y 



(12) i;y.cos^^=f ^s8,+f 2'« 

1=1 JrsB«i + y k—pt — y 



p»+Y k^pa-Y 

Ar + l __ Jfc + 1 



(IIa) J,, sin^^^- = f 2'(- 1)"»*- I 2'(- 1)"^»* 

J=l tspz + y k=:px — Y 

Diese Gleichungen enthalten die Methoden von Fischer- Hinnen^) 
und von Runge.*) 

a) Die Methode von Fischer-Hinnen erhält man, wenn man 
^ =» setzt. Dann ergeben die Gleichungen (12) und (12 a): 



1) Elektrotechn. Zeitschr. 1901, S. 396. 

2) Zeitschr. f. Math, nnd Phys. 48, 443, 1903. Diese Methode war zwar 
schon vor Rnnge bekannt, ist aber von ihm am vollkommensten begründet 
worden. 
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d. h. für: 

i> = 3 yi + y2+y3 = 3(S58+S59+S5iB+-0 (r in 3 Teüe geteilt) 

« 

i> = 5 yi + - + y5-= 5(355 +S5i5 + ...) (r in 5 Teüe geteUt) 

|, = 9 yi+- + y9-9( 589 + - •• ) (r in 9 Teile geteüt); 

i> = 3 Vi + V, + Vz-H-^s+%-^iB+"') 
i> = 5 ^t+- + i?B=5( 3I5 -?[^, + ...) 

i> = 9 i?i + -+i?3«9( «e .)• 

Sind also die Koeffizienten 9 und 93 höherer Ordnung so klein, daß 
man sie vernachlässigen kann, so kann man anf bequeme Weise die 
einzelnen Koeffizienten niederer Ordnung finden. 

b) Methode von Runge. Es sei p eine gerade Zahl » 2ny so 
folgt aus (11) und (12): 

2*^, sin";;' =«[«,+«,,,,+ «,^,,+ •• . 

irr] 
2« 

^y^cos';;^ = «[«,+ »r+>„+ 33, + i»+ • • • 

Es mag nun 2n so groß gewählt werden, daß alle Koeffizienten von 
ä^^i und S5„^i an vernachlässigt werden können. Gibt man y nach- 
einander die Werte 1, 3, 5, . . . n, so folgt, wenn man wieder statt y 
den Buchstaben k setzt: 



(13) n?r,=2'yism'^' 

i = l 

(14) nSSt'^y-^'^^^'n- 



. fc = (1, . . . n — 1) 



a = i 



(14a) 2n33„= ^, y^^ cos;rA. 



^^ 



Diese Formeln lassen sich weiter vereinfachen. Es war vorausgesetzt, 
daß Ordinaten, die einen Abstand von einer halben Periode haben, 
einander entgegengesetzt gleich sind. Da nun auf eine halbe Periode 
n Teilpunkte fallen, so ist für diesen Fall 
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und wenn man bedenkt, daß h nur ungerade ist, d. h. cos A;;r = — 1, 
so folgt 

. k(n4'l)% . hin k(n-\-X)it hin 

yn^i sin- ' -^ = Vi sm ^ , y^^^ cos - - — = y^cos — • 

Man kann somit in den Summen (13), (14) je zwei einander gleiche 
Glieder zusammenfassen und erhält zwei nur über eine halbe Periode 
zu erstreckende Summen: 

n n 

In diesen Summen lassen sich, wenn n gerade ist, wiederum je 
zwei Glieder zusammenfassen, die gleich weit von dem in der Mitte 

stehenden Oliede iX =» -j entfernt sind. Es ist nämlich: 

. hin — X)% . kXn 

Sin -^= — = sm - 

n n 

hin — X)n kXn 

COS — —■ = — COS --- • 

n n 

Daraus ergibt sich: 



I-' 



(15) na, = 2 2" {yi + Vn-x) «in -~ + 2y. sin 



X^\ 2 



kn 
2~ 



(16) na3,-2^(y,-.y„_,)cos*A?«2y,. 

Diese Formel mag durchgerechnet werden für den Fall n = 12 

(Halbperiode in 12 gleiche Teile geteilt). - entspricht also 15®. 

Man schreibe die Werte der 12 Ordinaten in der folgenden Weise 
untereinander und bilde die* Summen u und die DifiTerenzen v: 

Vi Vi Vz Vi Vs y^ 

Vn Vn yio yg »8 Vi 

Summe u^ m, u^ u^ Ug u^ 

Differenz Vg v^ v^ v^ v^ r^, 

wobei 

wi = yi + yii, Vi=y5-yi 

und 

"e =- ye; ^6 ^ - yi2 



gesetzt i 



6S(, = M, ain Ibk + h, Bin 30ft + ■ 
6 58^ = L'j cos Ibh + «j cofl SOt + ■ 



■ + «5 ein Tbk + Ug i 

■ -f t', cos 75i -f tfg. 



a90ii 



I 

Verwandelt man alle vorkommenden Winkelfunktionen in 9 

von Winkeln, die zwischen . . . 90" liegen, und ordnet nach \ 
Winkeln, so erhält man folgende Tabellen: 



6«, 



6», 



6«, 



Man hat jedes in der Tabelle stehende « oder u mit der in c| 
selben Horixontallinie stehenden Winkelfunktion zu multiplizieren, 4 
nach der Multiplikation die Yertiknlkolomien zu addieren. Die sm 
Tabelle entsteht aus der ersten, wenn man überall die u durch a 
mit gleichen Indiees ersetzt. Die Vertikalsummeii ergeben dann: ] 

6»,, -659a, 6S9b, -635,, 6S9, -6»„. I 

Die Anordnungen in den Vertikalkolonnen findet mau auf 
fächern, mechanischem Wege. Um z. B, die Kolonne für 91^ zu fli 
zählt man, angefangen von der Reihe sin 15, ununterbrochen herab 
hinauf durch sämtliche sieben Reihen von 1 bis 9, und setzt jedeai 
sobald man an die Zahl kommt, nacheinander u^, u, bis m^ 
betreffende Stelle; dabei wird das Vorzeichen der u umgedreht, sa| 
man die Heihe sin passiert. Hat man auf diese Weise in 
Kolonnen die Werte H^ bis m^ untergebracht, wird in die Honzofl 
reihe mit sin 90 abwechselnd + Mg und — !(j eingesetzt. 
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Setzt man die Zahlenwerte für die Sinus ein, so ergibt sich fol- 
geado für praktische Berechnungen brauchbare Tabelle: 



0,OJ.3 14 

0,OÖ3 S3 

0,1 XT «6 

0,160 «9 

0,100 «7 




u^ + Mj — u^ 



— iMt — W-) 



andi 



^ach dem Gesagten ist es nicht schwer, die Rechnung auch für 
r-e Werte von n durchzuführen. 

lY. Harmonischer Analysator von Hichelson and Stratton.^) 

"Vergleicht man die Formeln (10a) und (13, 14) miteinander und 

ist, so erkennt man, daß zwischen den Or- 



^^^exikt, daß JfccD^;i=^ 

^^^^^ten y^ einerseits und 
<1^^ Koeffizienten « und SB 
**^^^Terseits ein gewisses 
^ ^^i prozitatsgesetz besteht. 
^ klingt es also einen Ap- 
P^ir^t zu konstruieren, der 
^^^■^^ endliche Reihe von 
^ lindem der Form (10 a) 
Summieren gestattet, so 
ein solcher Apparat 



0: 



8 



^ 



i»t*Kb** 



^^^ri dienen, sowohl die 
'^''^^x^e zu einer gegebenen 
*^ oririerschen Reihe zu 
^^iolnen, als auch die 



B^ 



^^riersche Reihe zu der 




I'ig. «- 



K^gebenen Kurve zu finden. 

Gin derartiger Ap- 

^^i^t ist von Hichelson 

^^^^^ Stratton angegeben 

^^J^en. 

Eine Achse D (Fig. 6j ist gekuppelt mit einer Trommel, auf wi^lch*? 
^^^^Kurve gezeichnet werden soll; andererseits tragt I) eine Reihe von 

X) Der Apparat ist zu beziehe dnrch Wm. Gaertner k Co., Chirftjfo, 
^^■^--6349 Lake aveaae. 



i 
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Die 80 Punkte x sind durch ebensoviele, einander gleiche Spiral- 
federn 8 mit einem Hohlzylinder C verbunden^ der auf zwei Schneiden 
ruht; eine stärkere Feder S hält dem durch die 80 Federn ausgeübten 
Drehmoment das Gleichgewicht. Die Bewegung des Zylinders C wird 
durcli Hebel u und Draht w auf eine Schreibfeder übertragen, welche 
aaf der Registriertrommel aufliegt. Seien nun L und l die natürlichen 
liäag'en der entspannten Federn S und s, äL und dl ihre Yerlänge- 
fungen in der Anfangslage von Ä, dann kann man setzen: 

die Zugkraft je einer kleinen Feder . . . p ^ ^ y 

die Zugkraft der großen Feder . . . . |) =» —j- , 
^o e und E Eonstanten sind. Sind n Exzenter vorhanden; so ist also 

K'un werde D aus seiner Anfangslage herausgedreht, dann erfährt 5 
eine gewisse Verlängerung y, folglich muß der untere Befestigungs- 
punkt jeder Feder s um . y gehoben werden. 

Andrerseits wird aber der obere Befestigungspunkt der Ä**** Feder s 
gehoben um z^\ d. h. die gesamte Verlängerung der A*®" Feder beträgt nun- 
mehr Äi + ^^- Jy; die Zugkraft dieser Feder ist | (dZ + ^^ - Jy), 
'^*glich die Gleichgewichtsbedingung für den Zylinder C 

^^^n Gleichung (17) abgezogen ergibt: 
durch (17) dividiert, folgt: 

(^2V-fy) y 

il iL' 



D 



»es 






y = 



Stellt man also an den Hebeln d die einzelnen Amplituden 
T^.^* ^> . • . der Oberschwingungen ein, so beschreibt die Schreibfeder 
^^ zugehörige Fouriersche Reihe. Der Nenner des Ausdruckes (20) ist 
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E. Oei. 



: Über Anfiia 



1 WechseUtrom kurven. 



eJDe Konstante, die nur von den Konstruktionsdaten des Apparates ab- 
hängt, und gibt Anhaltspunkte über die Regulierbarkeit der Empfind- 
lichkeit. 

Wird die AofangsBtellung der Exzeuter A gegenüber der bisher 
angenommenen um 9U° gedreht, so wird, wie leicht einzusehen iat; 



y-' 



(Ä + f) 



i 



Um das Einstellen der Anfangslagen leicht bewerkstelligen 

können, sind die Exzenter A auarüc.kbar konstruiert; nach dem Aus- 
rücken werden sie durch eine Führungss tauge gleichzeitig in die rich- 
tige Anfangslage gebracht. 

In dieser Form ist der Apparat nur imstande, entweder eine Sinas- 
reihe oder eine Kosinuareihe zu summieren. 

Um den Apparat auch als Analysator einer gegebenen Kurve zu 
gebrauchen, erinnern wir uns der Gleichungen (13) und (14). Setzen 
wir in diesen Gleichungen n = 40, so kann man sie schreiben: 



40^1, = J;j,,si 



40«, - y'ff.coB^; 



für / = 1, 2, . . , 39. 

Man teilt nun auf der Abszissenachse der aufzunehmenden Karve 
eine Periode in SO gleiche Teile und macht die Kl Hebel li gleich den 
8U in den Teilpuukten errichteten Ordinalen y. Bei dieser Einstellung 
zeichnet man mit dem Analysator sowohl die Sinuskurve wie die Eosinus- 



^ ^ii/^coskat. Auf der Abszissen acbse von 
eine Periode abgegrenzt 



kurve: e = ^'p^sinkat, 

jeder dieser Kurven a und m wird wiedei 

und in je Sü Teile geteilt. 

Der A" Teilpimkt der Abszissen ach se hat vom Anfangspunkt den 
Abstand und die zugehörige Ordinate der Sinuskurve die tiroße 

d. h. die Ordinaten in den ersten 30 Teilpuukten sind 

4U X St„ 81,, . . . «jj, bezw. 40 x S„ ©„ . . . IS,,. 






= 40Mj, 
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über den Wechsel der unabhängigen Variablen 

bei Differentiationsprozessen. 

Von Otto Biermann in Brunn. 

Ist eine Funktion z von n unabhängigen Variablen x^, x^y , . . x^ 
gegeben^ und sind die Ableitungen von z nach diesen Variablen durch 
Ableitungen nach neuen Variablen u^, ti2; • • • ^n darzustellen^ die etwa 
durch Transformationsgleichungen 

^2 = 92(^1,^2, ...,uj, 



eingeführt seien, worauf auch z eine Funktion dieser Variablen wird: 

so laßt sich diese wohlbekannte Aufgabe in folgender Weise ganz all- 
gemein ausfQhren, und in der AUgemeinheit der Behandlung besteht 
allein der Wert des hier vorgelegten Gedankens. 

Man entwickle x^ yX^y,. ., x^ in der Umgebung einer Stelle tij, wj» • • v ^2> 
wo die Werte von x^, x^y - - -f^n ^^^ Reihe nach icj, a:J, . . ., rrj seien, 
bilde also bei Gebrauch der symbolischen Schreibweise 



(v = 1, 2, . . . n)y 



x=i - *• 



wo der Index q bei der symbolisch genommenen xten Potenz anzeigen 
soll, daß die Ableitimgen an der Stelle (u^) zu nehmen sind, kehre 
diese als konvergent angenommenen Reihen um, entnehme also, welches 
die Koeffizienten in den Reihen 

w. - w; = ai^) {x,-a^) + "' + a^) {x^ - a^) 

(i;=l,2,...n) 
sind, setze dann diese Reihen in der Darstellung 

^ - *" =^ Mai(«^ -<)+••• +a4:(«» - 0)^".^ 

ArcblT der Mathematik und Physik. IIL Beihe. XII. 16 
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ein, Bo aieht mau in der Entwicklung von s nach den ersten Variablen ' 

den Koeffizienten von 

der abgesehen von einem Zahlenfaktor durch das Symbol 



^a^'9:r?'-..e<-;o 



iiuazudrücken ist, in der ervünschtei] Weise durch Ableitungen der Funk- 
tionen ^, nach den neuen Variablen dargestellt, und damit ist die 
Aufgabe dann gelöst. 

Diesen Vorgang kann man auch in der Weise auffassen, diiB man 
für das <x" ausgedehnte Gebilde, das durch die Gleichung 

f{x^,x^,...,x,,^) = \3 

definiert sei, eine Parameterdaretellung 

■"9',ti{«i>«i. ■■■» 



(v=l,2,...,») 



einfahrt, dann aus den ersten n dieser Transformationsgleichungea die 
analytischen Darstellungen der n Difierenzen »,. — «^ in der Umgebung 
der Stelle {x") ermittelt, mit deren Hilfe die Entwicklung von z — f 
nach Potenzen der w Größen m, — u", umformt und das Element der 
durch die Gleichung /"—U bestimmten Funktion t(x^, a:,, .... x^ 
ableitet. 

Bei dieser Auffassung ist es vollends erklärlich, was betreffs der 
Bestimmung der Ableitungen nach den Veränderlicht'u x dun-b Ab- 
leitungen nach den Veränderlichen u gesagt war, und warum man in 
den zweierlei Entwicklungaformen nur die Koeffizienten gleichnamiger 
Potenzen einander gleichzusetzen hat 

Es bleibt daher hier nur mehr übrig, diese Methode auf die ein- 
fachsten Fälle « = 1 und » = 2 anzuwenden und hier etwa die Ab- 
leitungen der ersten zwei Ordnungen nach den erstt-n Veränderlichen 
durch Ableitungen nach den nenen Veränderlichen darzustellen. 

Ist also eine ebene Kurve in den zweierlei Arten dargestellt, eret«ns 
durch eine Gleichung (ix, t/) = und zweitens mit HÜfe eines Para- 
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meters t durch die Gleichungen a? = 9(<), y = ^(0, und ist {Xq, y^) eine 
regaläre Stelle der Kurve, die dem Parameterwerte t^ zugehören mag, so 
gelten die Entwicklui^en 

und 

* - a^o = j-yit - Q + iy(t - <o)* + • • • , 

y-vo- ^*'(< - + int - t,y + • . ., 

WO 9>', 9", . . ., femer ^', ^", ... die Werte der ersten, zweiten, . . . 
Ableitungen von q>(t) bzw. if(t) an der Stelle t^ vorstellen sollen. 

Nun hat man die vorletzte Reihe umzukehren, hat somit in der 
Reilie 

^ - '0 = «1 (^ - ^0) + ?, (^ - ^0) ' + • • • 

die Koeffizienten so zu bestimmen, daß der früheren Reihe für x -- Xq 
nach Substitution der letzten identisch Genüge geleistet wird. 
Man erhalt so die Gleichungen 

"»6+29' +6 9' "^' 
aus denen schrittweise hervorgeht 



#// 



• . . 



Und wenn man nun die zu bildende Reihe für t — tQ in der Entwick- 
lung für y — Pq nach Potenzen von < — ^0 einsetzt, so folgt: 



19 9 
1 ^' 






y - yo =- Tr^'(^ ~ ^o) + yt ' V^"^*'^ ~ ^^^' "*" 



1 dt ^ \_i_^ \d*// \8_j_ 

dt dt 

16* 
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and hier ersieht man — wie es notwendig ist — flir den Koeffizienten 
von - — ,-^, d. i. {77?) , eine Darstellung durch eine rationale ge- 
broehene Funktion soleher Ableitungen von <p{f) und ^{t) an der 
Stelle (tfi) auftreten, die höehstene von der Ordnung v sind. 

Wenn man dna Element der durch die Gleichung f(x, 1/, e) = 
definierten Funktion, also die Entwicklung 

'-'.-/■,(:«-».)+/•.(!/- S.) + il/'nC'-».)' + SruC^-I.) (»-!'.) 

+ f„(ti-y,}'] + --■, 

wo /", und /"jj die Ableitungen nacli der xten bzw. xten und -Iten der 
beiden Variablen X und y an der Stelle (t'q, y^) bedeuten, dadnreh 
bildet, daß mau die Entwicklungen für 

in der Umgebung einer Stelle (Ug, v^), nämlich 

»-*o -9i (»-».) + (PiC"- "0) + yitaiC«-"»)' +2!P,jC"-«o)(e — ««) 

+ ».„(»-«.)•]+•■• 

!/ -Jd -*■{«-".) + *i('' - ''ü) + ^t(*i,(»-«o)' + 2*„(u-«,)(i>-i),1 

+ ♦.,,(« -o.)'J + ..- 

umkehrt und in die Entwicklung von 

' - z(«. ")■ 



nämlich i 



■ x,{«~«,> + !,{'■ -''>) + Ih.A" - 



|' + -'j„{«-".)(»->-.) 
+ ?»(■'-«■.)'] + ■■■ 

einsetzt und nach wachsenden Potenzen von x — x^ und tf — t/,, ordnet, 
so löst wieder der Vergleich der Glieder gleicher Potenzen in der so 
zu bildenden l^ihe und der ersten hier genannten die gestellte Aufgabe. 'j 
Heißen die zu suchenden R«ihen fitr u — «„ und v — v^: 

»-u„ — Y'Mi(x-x^ + (it(S — ya))'^- 2|(«ii(a:-io)* + 2auC«~a:o)(y — y,) 

+ft,(!'-yo)') + ---, 

1) Konnte nwn ana dem in der genannten Weise eingeführten Eleinenl« t 
■Is Funktion von x und y diese Funktion ao weit durchachauen . daB mui «acb 
die Beziehung f(ie,y,x)='0 ers&be, »o wüßte man auch die Bediugnngen flir den 
zweifachen Bingul&reo Punkt anzugeben. (Vergleiche dieteB Archiv (8), 5^ IM.) 
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so sind die Koeffizienten a und ß bei den Gliedern erster und zweiter 
Dimension aus folgenden Relationen zu bestimmen: 

«2*1 +ft*2 = 1? 

«ii9>i + ßn9>i + («f^ii + 2ai/3i9>i2 + /Jfg^gj) = 0,| 
«11*1 + Ai*2 + («!*ii + 2aift^,j + ßlt,^) = r 

«129^1 + ßliVi + («1«29>11 + («lA + «2ft)9>12 + ßlßi9>2i) = 0, 
«12*1 + A2*2 + («1«2*11 + («1 A + «2ft)*12 + ßlßitii) = 

«22^1 + ßn92 + («19^11 + 2 «2/32^12 + ßl^ii) = 0, 



*„) = or 



«22*1 + A2*2 + («2*11 + ^^ßitn + ßl^n 

Bestimmen wir die Reihen für u — Uq und v — v^, setzen diese 
in die aus der Relation z = x(u, v) fließende Reihe ein und ordnen 
nach Potenzen von x — Xq und y — y^, so liefert uns der Vergleich 
der Koeffizienten gleichnamiger Glieder in dieser und in der aller- 
ersten Reihe folgende Relationen: 



(?) = 






<PiXi 






' \dy)o~~ 






(—) 
\dxV 



(9i^f — qp.'^i)' 



Kdxdy) 



dxdy/o (9i^i — 9iti)' 



9>U 92; 9ll*| — 2^12*1*2 + 9^22*? 
*ly *2> *11*2 — 2^12*1*2 + *22*1 

Xu %%j Xiitl -2 Xu tl^i ^2 + Ziitl 

SPU 9>11 9>2 *2 -- 9^12(^1*2 + 92 *l) + SP22 Vi *n 92 

*U *ll92*2-*12(9l*2 + 92*l) + *229l*l> *« ; 

Xu Zu 92*2 - ;i:i2(9i*2 + 92*1) + Z229i*o ;i:2 

I 9ii9l — 2^12 9)19, + 9>22 9!; 9n 92 

*ll9| — 2^i2 9l92 + *22 9?; tu *2 

Zii9|-2;i:i2 9i92 + Z229!; Xu X% 

Ableitungen von höherer als der zweiten Ordnung sind methodisch in 
gleicher Weise zu bilden. 

Brunn, den 6. Dezember 1905. 
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Pascalscher Satz, Desargnesscher Satz und Nullsystei 

Von Eugen Meyer in Charlottenbnrg, 



Die 



izielle 



I Fascalachen Satz (ftir das tieradenpu 



üie aus dem spezie 
und die aus dem Desarguesscheo Satz Über zwei Perspektive Dreieck- 
entspringenden Konfigurationen haben die Eigenschaft gemeinsam, da . 
immer je drei Punkte auf einer Geraden liegen und je drei Geradei 
durch einen Punkt gehen j sie unterscheiden sich dadurch, daß die 
erstere ans je neun, die zweite aus je zehn Geraden und Punkten be 
steht. Die Existenz der ersteren folgt schon aus den Verknöpfungs- 
aziomen, die der zweiten nach Herrn Hubert nur, wenn man entweder 
die Eongmenzsxiome oder das ÄTchimedische Axiom zn ihnen hinzu- 
nimmt. In Übereinstimmung hiermit läßt sich die Desarguesstbe 
Konfiguration durch Projizieren und Schneiden ans einer räumlichen 
gewinnen, deren Herstellung auf Grund ausschließlicher Benutzung der 
Verknöpfungsaxiome möglich ist, die Pascalsche dagegen nur ans «iner 
solchen, deren Herstellung noch die Hinznnnhme der genannten andern 
Axiome erfordert. Eine zu dem ersten Zweck geeignete Konfiguration 
ist ein vollständiges Fünfeck im Räume'), d. h. die zehn Verbindnngs- 
geraden und die zehn Verbindungsehenen von fünf Punkten, von denen 
niemals vier in derselben Ebene liegen; eine zu dem andern Zweck 
brauchbare besteht aus zwei Geradenquadnipeln, die zu je einer GiTAden- 
Bcbar eines Hyperboloide.« gehören.*) 

Die erste dieser beiden Raumkonfigurationen läßt sich etwas andere 
anöassen. Man nehme zwei Tetraeder, denen drei Ecken gemeinsam 
sind, und ziehe die Verbindungslinie der nicht gemeinsamen Ecken, — 
oder zwei Tetraeder, denen drei Ebenen gemeinsam sind, und zeichne 
die Schnittlinie der nicht gemeinsamen Ebenen. Schneidet man das 
erste Tetraederpaar durch eine Ebene {die nur nicht durch einen de^ 
Schnittpunkte von zwei der in der Figur vorkommenden Geraden gehe^ 
darf), oder projiziert man da» zweite Tetraederpaar von einem beliebige 
Punkte aus (der nur nicht auf einer der durch zwei der vorkommend^ 
Geraden gehenden Ebene liegen darf) auf eine Ebene, so erhält ra- j 
beide Male die Desargnessche Konfiguration. 

1) V. Staudt, Geometrie der Lage, 8,11. 

8) K. Th. Tahleo, Abstrakte üeometrie, Leipsig 1906, 8. 70. — Ai 
TOD oben und Zeile IT von unten ist dort durch ciDen Druckfehler Q 
TerUDScht. — Ferner: G. Besaenberg, Math. Ann., Bd. 61, S. 1S4. 
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In jedem der beiden Tetraederpaare fallen je drei Kanteupaare in die- 
selben Geraden; im ersten Fall liegen sie in derselben Ebene, im zweiten 
gehen sie durch denselben Punkt. Nun nehme man zwei Tetraeder, 
AS CD und Ä^BCD^ (vgl. die Figur), von deren Kanten auch dreimal 
je zwei in dieselbe Gerade fallen, ohne aber in derselben Ebene zu 
liegen oder durch denselben Punkt zu gehen. Projiziert man die Figur 
^on einem allgemein gewählten Raumpunkt auf eine allgemein gewählte 
libeue, läßt die Verbindungslinie BC der beiden gemeinsamen Tetraeder- 
^ken fort und fügt die Gerade S@^ ein, so hat man die Pascal sehe 
^on£guration. 

Daß D, e, g in -;^;^ -^ ^5^^ 

eiaei Geraden liegen, er- 
gibt; sich folgendermaßen 
aus der räumlichen Figur. 
Durch ÄD und Ä^D^ 
*^ konjugierte Polaren 
«acl BC als Leitstrahl 
ist ein Nullsystem be- 
^*">ciamt. In diesem sind 
^^ beiden Tetraeder ein- 
*^^er zugeordnet, und 
*^^ ^tf entsprechen den 
El>^nen ABC, BCD, 
(^-f^Ä, ABB des einen 
^>2='-%pv. die Ecken B, (7, D„ -4i 
^^*^ andern. Es sind zwei 
M^ cSbiussche Tetraeder 
13Ä. l)e8onderer Lage. Da also die Kanten D^i?, A^C, A^D^ bzw. zu ACy BD, 
^ J) konjugiert sind, so müssen, wenn S das Projektionszentrum bedeutet, 
ü^ Raumgeraden SD, S®, S^ Leitstrahlen sein. Als solche liegen sie in 
e^ner Ebene, also D, ®, ^ in einer Geraden. Diese noch hinzukommende 
C^^iade ist also der Schnitt der Projektionsebene mit der Nullebene des 
^rcjektionszentrums. Es können also im Desargnesschen sowohl 
^wie im Pascalschen Falle die Tetraederpaare durch bloßes 
Verbinden und Schneiden von Punkten, Geraden und Ebenen 
hergestellt werden. Während aber zur Vollendung der Raum- 
figur im ersten Falle dann nur noch die Verbindungslinie 
zweier Punkte, bzw. die Schnittlinie zweier Ebenen nötig 
^Bt, bedarf man im zweiten Falle dazu der Nullebene eines 
Punktes in einem eindeutig bestimmten Nullsystem. Hierin 
uegt der wesentliche Unterschied. 




Herr G. HesBenberg hat darauf hingewiesen'), daß die beides 
ebenen Konfigurationen in der afüaeo Spezialisierung als besonder 
FäUe zweier Viereckspaiire angesehen werden können von der Är- 
d&S jede Seite und jede Diagonale des einen Vierecks einer Seite, hzw 
einer Diagonale des andern jiarallel ist. Nennt man die parallele- 
Seiten entsprechend, so besteht der Unterschied der Konfigunitione; 
darin, daß im Desarguesschen Falle drei Gerade der Figur stets daoa 
ein Dreieck bilden, bzw. durch denselben Punkt gehen, wenn dies lu 
die entsprechenden gilt, im Pascalschen Falle aber ein Dreiec 
bilden, wenn die entsprechenden durch denselben Punkt geheu, uu 
umgekehrt. 

Diese allgemeineren Konfigurationen lassen sich gleichfalls leicn 
als Projektionen von Tetraederpaaren erhalten. Im Pascalschen F(k_ 
nimmt man zwei Möbiussche Tetraeder in allgemeiner Lage; statt cz; 
unendlich fernen Geraden der Konfiguration tritt wieder die Schn'^ 
linie der Projektionsebene mit der Nullebene des Projekt ionszentn*. 
zu der Figur hinzu. Diese Schnittlinie rückt ins Unendliche, w^ 
man als Projektion eine Parallelprojektion nimmt mit den Durv: 
messern des NuUsjstemB als Projektionsstrahlen. Man sieht: es ist 
Art, wie Cremona die reziproken Figuren in der graphischen Stat^S 
herstellt.*) 

Im Desarguesschen Falle nimmt man zwei Tetraeder, dere^^ 
Flächen durch die vier Seiten desselben ebenen Vierecks gehen, unc* 
projiziert das Tetraederpaar von einem Punkt der Ebene dieses Vier—' 
ecks auf eine in allgemeiner Lage befindliehe Projektionsebene, 

Dieses zweite Tetraederpaar ist, wie es sein muß, allein auf Grund 1 
der Verknüpfungeaxiome herstellbar, das erste dagegen nicht. 

Charlottenburg, 10. Oktober 1906. 



1) a. a. 0. g 2. Der UntetSL'hted 
«ach erörtert bei Steiner-Schröt 
a. Aufl., S. -8. 

!) Le ligiire reciproche nelliv statica giufica. 3, ed. Milano 1ST9, 



soloher Vit ceckspaaie findet aicb 
r m , Theorie der Eegelechnttt«, 
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rhe groups of isomörphisms of the simple gronps whose 

degree is less than flfteen. 

By G. A. Miller in the üniversity of lUinoia. 

A list of the Orders of all the possible simple groups which can 

be represented as Substitution groups on 14 or a smaller number of 

letters was published in the Quarterly Journal of Mathematics^ volume 29 

(1897), page 225. The groups of isomörphisms of most of these 

groups are well known. The principal exception is the important five- 

fold transitive group of degree 12 and of order 95040. We proceed 

to determine the group of isomörphisms (ß) of this well known group 

(G) which was discovered by Mathieu nearly half a Century ago, but 

whose simplicity was discovered much more recently. 

It is known that G is not invariant under a larger group of 
degree 12. It can therefore not have any other isomörphisms unless 
it contains subgroups of degree 12 and of order 7920. Moreover, the 
existence of such subgroups implies other isomörphisms. Their exist- 
ence may be proved as follows: It is known that the subgroups of 
Order 7920 and of degree 11 which are contained in 6f include sub- 
groups of order 660 and degree 11, and therefore also the transitive 
icosahedral group of degree 10^). With respect to such a subgroup 
of Order 660 each of the given gi-oups of order 7920 may be repre- 
sented as a transitive group of degree 12^). If it is represented in this 
^ay, we may suppose that it contains a particular subgroup of order 
660 and degree 11 which is included in G. 

To complete the proof that G contains a transitive subgroup of 
degree 12 and of order 7920, it is only necessary to observe that one 
Ol the icosahedral groups of degree 10 is transformed into itself by 
eiactly 120 substitutions both under G and also . under one of the 
gfoup of degree 12 and order 7920. As these substitutions must be 
positive and involve 12 letters, they are completely determined by 
tnose of the given icosahedral subgroup. This proves that the given 
group of Orders 95040 and 7920 and of degree 12 may be constructed 
^J adjoining the same Substitution to the groups of orders 7920 and 
660 respectively, the latter being a subgi'oup of the former. 

1) Cole, Quarterly Journal of Mathematics, 27 (1894), 49. 

2) Dyck, Mathematische Annalen, 22 (1883), 172. 
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HsTing proved that G contains transitive eubgroupa of degreeT 
and Order 7920 it remaina to determine the order of &. This on 
is twice the order of G if G contains only ime set of 12 subj^ro^ 
which are BJniply isomorpluc witli ita Bubgroup of degree 11 aniJ 
order 7il^0. That tliero ie only one such set in G may be proved 
füliowe: The group of order 7920 and uf degree 11 is a compJi 
gronp and hence it contains exactly 12 suhgroupa of order 660. 
there were more thau 12 subgroups of order 792U and of degree 
in (*, nt least two of theni woiild involve the same aubgroap of otS 
660 and ol' degree 11. Each of tbese would contain 120 snbatltutio;: 
vrhich would tranafoi'ni iin icosahedral subgroup of degree 10 into itse 
while the maximal common aubgroup of order 660 would contain on' 
60 siibBtitiitions having this property. Hence this icosahedral group wou' 
be transfiirmed into itself by more thao 120 aubstitutions of G. As this 
impossible we have proved that the order nf iJ ia twice the order of ( 

Äs an imprimitive group 9- ean be repreaented on 24 letters, bi 
it cannot be repreaented as a transitive group of a lower degree. 
it ia repreaented ae an impnmitive group of degree 2i it has t» 
Systems of imprimitivity and its intransitive subgroup of half ita ord 
is simply isomorphtc with G. Äs the largest subgroup wbich leav 
one letter fised is of degree 23, it follows that the subgroup 
degree 12 und order 7920 corresponds tu the one of degree 11 in t' 
intransitive subgroup of half the order of &. 

The simple groap of order 5616 and of degree 13 contains 
maximal subgroup of degree 12 gniups whieh are simply isomorpl 
with the holomorph of the non-cyclie group of order 9'). It a. 
folIowB readily from ita generating Substitut ions that it- contains a- 
groups which may be constrncteil by establiahing an (I!?,l) ison« 
phism between this holomoqih and the Symmetrie group of degree 
One of the latter subgroups has lOi^ substltutiona in common v* 
one of the former. Ab the given holomorph contains only 4 subgroi 
of order lOR and these are conjugate uuder this holomorph of order 4 
it follows that the simple group of order 5016 and degree 13 conta 
only one systam of 13 conjugate aubgroups of degree 13 and of or« 
432. Ita group of iaomorphisms ia therefore of order 1 1 232 and 
may be repreaented aa an imprimitive group of degree 26 having t\ 
Systems of imprimitiWty and containiug one and ooly one aubgroK 
of Order 5616, which ia airaply laomorphie with the simple | 
under consideration. 



1) Quftrterly Jouninl of Mather 



» 11891), 231. 
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• 

The group of isomorphisms of the groups of order 2, 3, 5, 7, 11, 

13 are the cyclic groups of Orders 1, 2, 4, 6, 10, 12 respectively. The 

alternating groups of degrees 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 have the 

Symmetrie groups of the same degrees for their groups of isomorphisms, 

i^liile the altemating group of degree 6 has for its group of isomor- 

sms a group of order 1440 which may be represented as a primi- 

group of degree 10 or as an imprimitive group of degree 12^), 

d is included in the published lists of these groups. The only other 

ple groups which can be represented as Substitution groups on 14 

^x- a smaller number of letters are given in the following list: 

üegree of group 7 9 11 11-12 13 14 

Order of group 168 504 660 7920 95040 5616 1092 
Order of its ^ 336 1612 1320 7920 190080 11232 2184. 

The simple groups of Orders 660 and 7920 may be represented 

ebs transitive groups of both degrees 11 and 12^ v^hile the simple 

^proup of order 168 appears among the transitive groups of degrees 

Ty 8 and 14. The group of isomorphisms of this group appears among 

t;lie transitive groups of degree 8, the ^oup of isomorphisms of the 

simple group of order 504 is the well known triply transitive group 

of degree 9 and order 1512, while the groups of isomorphisms of 

simple groups of Orders 660 and 1092 appear among the transitive 

groups of degrees 12 and 14 respectively. All the other groups of 

isomorphisms were considered above as Substitution groups. 



Über die grOfite Schwankung einer analytischen Funktion 

auf einer Ereisperipherie. 

Von K. A. Poukka in Helsingfors. 

Es sei 

f{x) ==-aQ+a^x + a^x^-] h a„x'' H 

■ 

^ine reguläre analytische Funktion für \x' ^ R. Wenn a und h zwei 
beliebige Punkte der Kreisperipherie \x\ ^ R bedeuten, so nennt man 
den größten Wert von \ f(a) — f(b) \ die größte Schwankung der Funk- 
tion f{x) auf dieser Kreisperipherie und bezeichnet diese größte 
Schwankung mit D. 

1) Bulletin of the American Mathematical Society vol. 1 (1896), p. 268. 
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Die Herren E. Landau und 0. Toeplitz haben bewiesen^)^ daß 

ist; und Herr Hartogs hat in demselben Aufsatz gezeigt^ daß das 
Oleichheitszeichen dann und nur dann gilt^ wenn f{x) eine lineare 
Funktion ist: ^, . 

Wir werden aber hier ganz allgemein beweisen, daß für jedes 
- 2)>2|aJ2f 



ist und das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn f(x) 
die Form hat 

Der Beweis des ersten Teiles unseres Satzes ergibt sich aus der 
bekannten Ungleichheit 

-ä^ ^ 1 «n I ^" oder I a J ^ -^ , 

wo M den größten absoluten Betrag von f{x) auf der Kreisperipberie 
bedeutet. Für den zweiten Teil müssen wir zeigen, daß die Gleichung 

Jf =|aJJR 

dann und nur dann gilt, wenn f{x) die Form hat 

f{x) « a„x\ 
Die Ungleichheit 

folgt, wenn C die Peripherie des Kreises a: | = jR, in positiver Rich- 
tung genommen bedeutet, direkt aus der Gleichung 

oder 

S/r 



«" = hf\f^^^''') I B-V«^-"«»'rf(p, 



wo O das Argument von f{Bff^) bedeutet. 
Damit die Gleichung 



I -^ — 



1) Archiv der Mathematik und Physik, (8) 11, 802—807, 1907. 



n I 2 



Über die größte Schwankung einer analyt. Funktion auf einer Ereisperipherie. 253 
gilt, muß man zuerst notwendig 



haben, was yoraussetzt, daß das Argument des Integranden für das 
ganze Intervall ^(p ^27t denselben Wert c hat, so daß 

wird. Zweitens ist notwendig, daß 

\f(B^<p)\^M 

für alle q> auf der Kreisperipherie ist. 
Es ist also 

Wenn -man dies in die Gleichung für a^ einsetzt, sieht man, daß 

sein muß und also 

Auf der Peripherie des Kreises \x' ^ R haben wir also 

f{x) = a„a:«, 

und nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung muß diese Glei- 
chung überall bestehen, w. z. b. w. 

Nim gehen wir zum Beweis unseres eigentlichen Satzes über und 
bilden dazu die Funktion 

f(x) - f\e^x) = (l - e^J a^x + (l - e'v a^x^ + h 2a„a:" -\ 

Hieraus sieht man sofort, daß auf der Kreisperipherie \x\ = R 

Max f{x)-f{e^x)'^2\aJR'' 
ist und somit auch 

Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn in der Reihe 

für f{x) — f\e'*x) alle Koeffizienten, derjenige von x"^ ausgenommen, 
Null werden. Es muß daher a^ « sein, wenn v nicht gleich n oder 
2ifcn(i =- 0, 1, 2, . . .) ist. Die Funktion f(x) muß also folgende Form 
haben : 

f(pc) = ao + a^a;" + (hn^^" + «4«^" + • ' ' 
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Wir zeigen, daß auch die Koeffizienten o,^, a^^, a^^, . . . ver- 
schwinden müssen. 

Wenn man rc" = js? setzt, ist 

g{z) = Oo + a„£r + Oj^xr« + a^^s^ H 

für \ss\^It^ eine reguläre Funktion von z. Wären die Koeffizienten 
^«; ^iny ^6n) ' • ' Glicht sämtlich Null, so würde nach dem Satz von 
Herrn Hartogs die größte Schwankung von g(js) auf der Kreisperi- 
pherie {a;{ = i2'* und somit auch unser D größer als 2{a^|12" sein. 
Wir haben also bewiesen, daß für das Bestehen der Gleichung 

D-2|a Jif 



auch das Verschwinden aller Koeffizienten a^^, a^^, a^^, • • • erforderlich 
ist. Die Funktion f{x) kann mithin nur die Form haben: 

f(x) = flPo + a^x\ 

Daß für die Funktion f{x) ^ aQ+ a^x^ wirklich 

D = 2ia Jif 



ist, kann man leicht ersehen. Es ist, wie man am besten geometrisch 
sieht, 

1 /•(üe'^0 - A^i^^) : = 2 |aj 2f 
und somit haben wir für 



sm ^*a 



<)Pi-<)P,~^— ^ (*-0,±l,±2,...) 



die größte Schwankung =-2ja„|ü". 
Den 4. Juli 1907. 



Die Scheitel-Eonclioiden der Eegelschnitte. 

Von H. WiELEiTNER in Speyer. 

Zu jeder Kurve f gehören <x>^ aus ihr durch den „kanekaidaieH 
Prozeß^^ abgeleitete Kurven. Man nehme f als Basis, einen beliebigen 
Punkt der Ebene als Pol und verlängere, bzw. verkürze jeden Radius- 
vektor um die konstante Strecke l. Von diesen ^yKonchoiden^ sind bis 
jetzt nur die der Geraden (Konchoiden des Nikomedes), des Kreis« 
mit dem Pol auf dem Kreise (die Pascalschen Schnecken) und die der 
archimedischen Spirale, die der Basis kongruent sind, näher onteisueh^ 
worden. Wir wollen im folgenden zu der Theorie der Eonohoideiw 
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einen kleinen Beitrag liefern, indem wir die Konchoiden der KegeUdmiUe 
einer näheren Betrachtung unterziehen, mit der Spezialisierung, daß der 
Pol in einem Scheitel liege. ^) 

um alle Kurven dieser Art gleichzeitig zu erhalten und alle Über- 
gänge verfolgen zu können, gehen wir aus von der Seheitelgleiehung') 

(I) y' = 2px + qx\ 

^o für die Ellipse 

oder umgekehrt 

öaixn erhalten wir für unsere Konchoidengleichung in Polarkoordinaten 
(p^ ^) sofort 

(^> p = -^^^^^ ± i . 

^ Bin' qp — 3 cos' q> "^ 



^le Transformation zu Puuktkoordinaten ergibt 

(^) («» + y») (y> - 2px - qx*)* = i* (y* - qx^* 

o<ie»- geordnet 



Q. 



<a 




+ (4p» - ?»gV + ^{^P* + P«)«V - iV = , 

Q 

stellt das Tangentenquadrupel des Anfangspunktes dar, der so- 
in jedem Falle ein vierfacher Punkt ist. Wir heginnen, wegen 
Realität der unendlichfemen Singularitäten, am hesten mit einer 
erbel, indem wir q>0 (b rein imaginär) voraussetzen. 



1) Von solchen KegelBchnittkonchoiden spricht allerdings schon de la Hire 
^m. Ac. Sc. 1708 (Paris 1780), S. 82 ff. und R^aumnr, ebd. S. 197 ff. Der erstere 

einen Brennpunkt als Pol, gibt aber nur einiges über Flächeninhalte, der 
ire zeichnet wohl Stücke der Kurven, hat aber von deren Gresamtverlauf noch 
Vontellnng. Aus der neuesten Zeit ist zu erwähnen F. Gomes Teixeira, 
'^<Mtado de las curvas speciales notables^ Memorias de la Real Academia de Cien- 
de Madrid 22, 1905, S. 242-— 258, der auch einen Brennpunkt als Pol wählt. 
iHts Progr. von F. Spencker ,,Üher Konchoiden**, Großh. Gymn. Schwerin 
.* -V* 1902, 11 S. 4^ sei aus rein bibliographischen Rücksichten genannt. — Ein 
Bearbeitung befindlicher Band der Sammlung Schubert „Spezielle ebene 
^^^^^»enl^ wird Näheres über mehrere Gattungen von Konchoiden bringen. 

2) Hier erlaubt sich der Verfasser auf den kleinen Aufsatz „Zwei Anwemlungen 
^og. SeheitdgUichung der Kegelschnitte'* in Ztschr. f. math. u. naturw. Unterr. 85 

\*Ö04) 8. 493^97 hinzuweisen, wo der Übergang der Kegelschnitte in einander auf 
^He vielleicht weniger bekannte Art anschaulich gemacht wird. 



so ^Bt sich Q. in die beiden Faktoren zerlegeo: 



(4) 



i%=x\4:p* - qU») + yK2p* + gP + Va) 
1 0, ^ x\4:p' - s»(>) + s'iSp' + qP - VÄ) . 



In fti ißt der Koeffizient von y* wesentlich positiv. Die weitere Zer- 
legbarkeit hängt also davon ab, ob l ^ 2plq, d. h. ^ 2a ist. Für den 
Koeffizienten von y^ in Q, ergibt sich das Zeichen „+", wenn l > '2a, 
aber „— ", wenn l < 2a; iro ersten Falle ist aber der Koeffizient von x* 
negativ, im aweiten Falle positiv. Qj ist also für l^'2a immer zer- 
legbar. Wir haben demnach für l < 2a zwei reelle und zwei imaginäre 
Zweige im Anfangspunkt, für l > 2a vier reelle Zweige. Dazwischen 
liegt der Fall l •= 2a, für den % eine Spitze anzeigt, während Q, zu- 
nächst unbestimmt wird. Durch Differentiation beider Koeffizienten 
nach l ergibt sich aber 
(5) %^-'^x'q(q + 2)-y'~0. 

Dies würde man leichter und direkt für i= 2« aus ft selbst erhalten; 
es sei hier noch Ijemerkt, daß sich die Neigungswinkel der vier Tan- 
genten des Anfangspunktes auch ergeben, wenn man in der Polar- 
gleicbung des KegelBcbiiittea q = 2p/q setzt. Wir können zusammen- 
fassend sagen: 

Der AnfanysptmU id ein vierfacher Funkt, der aus ticrl Doppel- 
pmilien ziisammimgesäzt^) gedacht werden hinn. Von diesen id der eim j 
immer ein Knoten, während der andere isoliert, Spitze oder Knoten iln 
je nacitdem l<2a, — 2«, >2a. • 

Die Fig. 1 gibt für l^2a je ein Beispiel {Kurve J für l<2a, 
Kurve ^ für l > 2a), zwischen denen der Leser den Übergang sich 
leicht selbst herstellt. 

Wir müssen nun die unendlich fernen Punkte betrachten, die durch 
x = 0, (ar* -|- y*)(y' ~ q^*f =■ Ö gegeben sind. Wer/eji des ersten Faktors 
sind aUe in Frage kommenden Kurven zirlcular. Da aber x* -f- y- auch 
im zweiten Glied der Gleichung (3*) enthalten ist, sind die darcb 
ar* -)- y* = dargestellten Geraden selbst die Asymptoten; der Anfangs- 
punkt, durch den sie gehen, ist also ein außerordentlicher Breunponkt 
der Kurve. Die übrigen unendlich fernen Punkte liegen zu je zweien 

li Nur (üti Auge, lu der Tat ist ein rii^rfauher Punkt B»cha ÜoppelpanktM. •■ 
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in den unendlich fernen Punkten des KegeUcbnittes vereinigt Um 
Ober dae Verhalten der Kurven in diesen Punkten Gewißheit zu er- 
halten, fuhren wir neue Achsen ein mittels der Gleichungen: 

v-Hl + n) 



(6) 



y + xVq-i 
y-xYi-ti 
Dadurch wird die Kurrengleichung 
(7) i[(i' + l')(l + i) + 2|l 



'^Vi 



«-• j)- 







Hiernach ei^ebeu sich die Tangenten der Kurve in der Ecke £ — ü, 
**■ O dnrch den Faktor von ij* zu 

^**Bo die der Ecke ij = 0, ^ = durch den Faktor von |* als 

^o sQBammen&Uead. Setzt man aber in (7) etwa £ -|~ '- — 0, so 
i^ , . ^'. 

.^^ot gjch I' herans, so daß nur eine quadratische Gleichung Obrig bleibt. 

^^lur berührt die Tangente in der Singularität vierpunktig. IJas zeigt 
7**l«n BerflbnmgBknoten an. Dasselbe gilt für die andere Ecke. Nun 
***i aber (fQr die Hyperbel) 

^Ut in ICUliniuitlk und Ptafiik. III. Btlha, XII. 17 
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H WlBLKI 



2). J 

Bicto um 

luikten, T 



d. li., da eine Üliuliche Uniformuiig auch fUr die Tangente der ander 
Ecke gilt: 

Die Asyntploten des KegdschnittfS sind auch (Doppd-) Asymptoi 
der Kuiichoide in deren tmendUch fernen Berulirunt/shm>ten. 

Da je(]er Beruh rungakaoten für zwei Doppelpunkte, der vierfac 
Punkt für Seche solche zählt, so sind unsere Konchoiden ratiom 
Kurven seclisicr Ordnung. 

Wir gehen nun /ur Parabel für y = U über. Mann lautet^ 
Kurvenglei chnng: 
(8) {x* + y')./ - 4par)/"(3-* + !/*) + 4i)V + 4p'a:V — ^V = *>• i 

Hittr ist Q, nie, Q^ immer reell zerlegl 
auf die Länge von / kommt es dabei nie 
an. Im Anfangspunkt ist demnach i 
reeller Knoten sichtbar (s. Fig. 2). 

Die nnendlich fernen Punkte 
wieder je einer in den KreJspunk 
übrigen vier in z — 0, j/ = vereiiM 
Um die Art dieser Singularität zu erkenn 
suchen wir eine Näh er unga kurve für A. 
Ecke, indt'iii wir die Glieder der Knx 
gleichung in das analytische Dreieck') 
tragen und die der betreffenden Kcka 
nüchst liegenden durch eine (iersde 
binden. Wir finden drei Punkte auf I 
Geraden Hegend, nämlich: 
*■'" * .tV — Apx^f + 4;)V = x'iy'—^px)*^ 

Das ist die doppeltziihlende Parabel selbst. Diese gibt uns noch l 
genügenden Aufschluß. Setzen wir ir = 1 und ttihreu dafür z eia 
haben wir jetzt ein weiteres Glied u zu suchen, indem wir setzen 

und dies in die Knrveugleichung substituieren. Hier haben wir, 
dem die Glieder der neuen Gleichung in ein Koordinatensystem (i 
eingetragen sind, die dem Anfangs]iuukt zunächst liegenden Q] 
durch eine Gerade zu verbinden. Das ergibt die Näherung 

= ^ -I — —. und z, ~ — 




4p*tt» 



,f/" =- 0, daher 



1) Die bex. Methoden sind auHfahrlicb dargestellt in des Verfaaaen 
der fbfne« algehraischftt Kurven", Sammluag Si^liubert XLIII (GOichen) 190A, 



Die Scheitel-Konchoiden der Kegelschnitte. 



259 



r' Z3 



-" 



^ Näherungskurven für die zwei nach dem Unendlichen laufenden 

Zdz d^ z d^ z 

weige der Parahelkonchoide. Da ^- , ^-J und ^— J für y = mit den 

entsprechenden Differentialquotienten von z^ übereinstimmen, berühren 
sich die Näherungskuryen vierpunktig in y = 0, ;8f == 0; daher hat auch 
die Kurve einen vierpunktigen Berührungsknoten, In der Tat können 
wir ans leicht vorstellen, daß die beiden zweipunktigen Berührungsknoten 
der Hyperbel für die Parabel in einen vierpunktigen zusammenrücken. 
Dureh die Figuren l(a) und 2(a) wird 
dies deutlich gemacht. Dieselben stellen 
ungefähre Projektionen der betreffenden 
Konchoiden ins Endliche vor. 

£ine weitere stetige Deformation 
führt wieder die Trennung der beiden 
Berührungsknoten herbei, die dann kon- 
jugiert imaginär werden. Wir kommen 
z^^ fiUipse. Hier ist im Unendlichen 
^iialy tisch alles so wie bei der Hyperbel, 
iiUT imi^när. Nachdem wir da nichts 
Behen können, wenden wir unsere Auf- 
merksamkeit dem vierfachen Punkt des 
Koordinatenursprungs zu, der um so 
^teressantere Erscheinungen bietet. 

Es sei zunächst q<,0, | g | < 1, 
^- h. a > b, so resultieren den Pascal- 
s^ien Schyiecken äußerlich ähnliche Kur- 
^^, langgestreckt, die für i<2a, =2a, 
>2a Knoten, Spitze, isolierten Punkt 
im Ursprung haben. 

Für g = — 1, d. h. a = h{p -= — a) müssen die Pascalschen 
Schnecken selbst sich ergeben. Die Erniedrigung der Ordnung sieht 
^'^ am besten aus (3), wo sich x* + y^ abspaltet. Man erhält durch 
die tlbrigbleibenden Faktoren sofort die gebräuchliche Form 

{x^ + y' + 2axy - l\x^ + y^) = 

^^ die Gleichung der Pascalschen Schnecken. 

Es sei nun aber g < 0, q'>l, die Ellipse also hochgestellt. 

A.acili hier werden die entsprechenden Kurven, solange l ziemlich klein 

bleibt, Pascalschen Schnecken äußerlich ähnlich sehen (Fig. 3, Kurve i). 

^^ch werden die Kurven, solange 6 < a]/2(|g| < 2) genau so wie diese 

variieren, wenn man l variiert. Denn der Bj-eis um den Anfangspunkt 

^^^ l als Radius schneidet dann die Ellipse, wenn l > 2o, gar nicht, 

17* 




Fig. 3, 



(9: 
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berührt sie im anderen Seheitel, wenn I = 2a, und scbiieidet sie 7.wi->i- 
nial, wenn /<2a. Das letztere ist nun offenaiclitUch für jeden Wert 
von q der Fall. Aber für l = '2a kann der Kreia die Ellipse aiiBerdem 
noch in zwei weiteren reollen Punkten treffen. Wir sehen die« am 
besten, wenn wir in der Polargleichung der Ellipse q =^ l — 2pfii setzen. 
Man erhält ganz allgemein 

""»- 1(3+1) 

daher für l = 2p/^ und q' = — '( 

coaq:;, = 1, cosqo, = -v-^^- 

Hier ist qij nur ein reeller Winkel für ly'— 1 > 1 oder q' '^\q > 2. 
Wenn nuu I5 > 2 und l > 2a, so wird, wenn l nicht viel von 2a 
abweicht, der Kreia die Ellipse viermal reell schneiden, also der Anfangs- 
punki vier reelle Zweige haben (s. Fig. it, Kurve 2), die drei kleine und 
eine große Schleife bilden. Den Übei^aiig von l <'2a (Kurven J und l") 
durch die Spitze (für l = 2u; Schleife f niuB zusammengeschrumpft 
gedacht werden) zu der Kurve 3 wird sich der Leser leicht vorstellen. 
Wird l größer, so tritt der Fall ein, daß der Kreis die Ellipse dopjtelt 
berührt. Wir sehen aua (9), daß dann 

p»+(a+ 1)1^ = sein muß, was V -?,-jr^, 

ergibt.') Dann schrumpfen im Anfangspunkt die beiden Schleifen a ' 
und b zu Spitzen zusammen. Dieser Wert von l ist auch reell, wenn 
fc<aV'ä; dann sind aber die Berührungspunkte und die Tangenten 
der Spitzen konjugiert imaginär. Für noch größeres l ist der vier- 
fache Punkt ganz isoliert (Kurve <i). 

Es ist noch ein Wort zu sagen über den Grenzfall q = — 2, l^2a. 
Die Tangenten de.s Anfangs] mnktes ergeben siuh nach (4) und (5) in 
diesem Falle durdi y* = 0. Wir haben einen vierfachen Punkt mH 
vier ziisammetifallenden Tangentnt (Jiiicl,kehrspitep»inkl). Eine Näherungs- 
kurve ergibt sich als y* -\- x^^^O. Das ist eine Itüekkehrspitz-parabel.*) 
Die Kurve hat eine sehr scharfe Spitze, die alle drei Schleifen a, b, r 
absorbiert hat. Der Kreis um deu Anfangspunkt mit 2a als Kadius 
ist der KrDmmuugskreis im andern Scheitel. Alle Übergänge sind 
hiernucb leicht zu verfolgen. 

Speyer, den IH. November 1005. 

1) UunsL'lbcu Wert erhält mau auch hub (4), vio man flbcrbau))! diu I>i«<l 
kunion mit Q, und 4, lurtsetzen kjiimt«. Die» ift aljer li«i U«^ntiTeni g uu-F 
beqasm und viel weniger anschaulich. 

2i a etwa .Sauerheck. De Oua (Tenbuer 1902) S. SS'U. 
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Äeyer, W. Fr. Differential- und Integralreohniing. Zweiter Band: 
Integralrechnung. (Bd. XI der ^Sammlung Schubert".) XVI u. 
444 S. Leipzig 1905. Göschen. 

Über den ersten, die Differentiab'echnung behandelnden Teil des vor- 
'^^©genden Werkes, ist im Bd. 4, S. 164 des Archivs berichtet worden. Die 
dort gegebene allgemeine Charakteristik gilt auch vom zweiten Teile. Der 
'^^rfasser hat eine in Stoffauswahl und Anordnung selbständige Darstellung 
^©i" Integralrechnung geliefert, welche insoweit eine exakte Entwicklung 
^^8 Gegenstandes abgibt, als dies ohne durchgängige Arithmetisierung 
^'^ÖgrXich ist. Zahlreiche, sowohl zur Einführung der Begriffe, als zur Er- 
läuterung dienende Beispiele sind der analytischen Geometrie entnommen. 
^^« Buch wird mit Vorteil den Studierenden der Mathematik beim ersten 
^^^u^um der Integralrechnung dienen können, während es wegen der Dar- 
^^^Uimg im einzelnen und der Disposition im großen (Fehlen weitergehender 
^^'endungen, starkes Zurücktreten der Differentialgleichungen) etwas weniger 
solche Leser geeignet erscheint, welche die Differential- und Integral- 
nung nur als Hilfswissenschaft betreiben wollen. 
Die Einteilung des Stoffes ist in der Art vollzogen, daß im ersten 
Schnitte die wesentlichsten Grundbegriffe entwickelt werden, die alsdann, 
^ an die systematische Durcharbeitung der Integration der Differentiale 
S^^ngen wird, zu geometrischen Anwendungen verwandt werden. Hier ist 
Buch besonders reichhaltig und bietet an Quadraturen, Rektifikationen, 
aturen und Komplanationen vielseitige Ausführungen. 

Im Anschluß an diese geometrischen Anwendungen der Integralrechnung 

en sich dann hier auch diejenigen der Differentialrechnung, welche im 

n Bande vermißt wurden. Bei dieser Gelegenheit sind einige An- 

^^^x^tungfen über Differentialgleichungen eingeschoben. Dagegen fehlt jedes 

^^»tematische Eingehen auf die Integration einfacher Differentialgleichungen, 

^^^^ Gegenstand, den man sonst gewöhnlich in Lehrbücheni der Integral- 

^^ohnung antrifft. 

Der zweite Abschnitt gibt in einem ersten Kapitel den systematischen 

■"^visbau der elementar ausführbaren Integrale, wobei (hier ein wenig de- 

^^aziert) eine längere Erörterung über komplexe Variabele und Funktionen 

Eingeschoben ist. Den Beschluß bildet das zweite Kapitel, in dem fünf 

^crschiedene Gegenstände zusammengestellt sind. Weiter wird ein ge- 

^rftngter Abriß der elliptischen Integrale und Funktionen nach Legendre- 

*<5obi gegeben. Es finden sich endlich der Satz über Differentiation eines 
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Integrales nach einem Parameter, Entwicklungea von Integralen in Reib 
Behandlung der Integrale totaler Differential au ad rücke, sowie endlich « 
Besprechung der Doppel integrale. Bei letzterem Gegenstande kommen lei 
die geometrischen Ausführungen etwas zu kurz. 

Braunschweig. R. Fricke. 

Herniit« et StieltjeS. CDTreBpoDdanoa publice par les soins 
B. BaiUaud et H. Bourget. Ayec ime preface de E, Picard, Tom 

f8 novembre 1882 — 22 juillet 1889). — Tome II (18 octobre 1( 
— 16 decembre 1804). XX + -177, VI + 4(14. Paris 1905, Gauth 
Villars. Chaque tome 16 fr. 
Es ist wohlbekannt, eiuon wie umfassenden Briefwechsel Charles Hem 
mit fran/ösiecben un<3 ausländischen Gelehrten unterhalten hat, wohlbekai 
welche Rolle diosi-r Briefwechsel in dem Lehen des anerkannten Meis 
und Führers der französischen Schule gespielt hat. Dürfte es doch 
wenige Mathematiker unter seinen Zeitgenossen geben, die mit dem Fracizc 
nicht in Korrespondenz gestanden haben. Aber keiner dieser Briefwecf 
war so intensiv und so fniclitliar zugleich, keiner wurde mil der 
schwiniligkeit eines Wechselstroms von solcher Frequenz geftthrt, 
der Briefwechsel mit Thomas Stieltjes (geb. 29. Dezember 1856 
Holland |. 

Eine Notiz der Comptes Bendns vom Jahre 1882, wo Stieltjes • 
einfache und elegante Ableitung Tisseraudscher Sätze mitteilt, gab 
AnstoÜ HIT Korrespoudeuz , die bia wenige Tage vor seineni Tode (31. 
zember 1894) gedauert hat. 

Hermite gibt sich hier, wie ihn alle diejenigen kennen, denen ■ 
das Glück einer Korrespondenz mit dem Nestor der franKÜsischen Ma; 
matiker zuteil wurde: stete ist ei' hilfsbereit und aufmunternd, wenn c 
andern plöti^Hcho Schwierigkeiten den Mut zu rauben drohen, nie maaf 
ihm die Zeit zur Antwort; mit röhrender Bescheidenheit bewundert I 
anerkennt er die Resultate dfs andern und wird nicht müde, die Originall 
der Gedankengänge des Jungen Freundes ins rechte Licht zu setzen. V 
erfahren aus dem Briefwechsel von Schwierigkeiten , die sich der matl 
matischen Laufbahn von Stieltjes in seiner Heimat entgegenstell 
Hermite weiß Rat. Auf seinen Vorschlag siedelt der Holländer U 
Frankreich über und wird nach kurzer Zeit — Hermite ebnet ihm i 
Wege — zum Professor an der Toulouser Universität ernannt. 

Der Ton des Briefwechsels wird intimer und intimer, je mehr | 
die mathematische Verwandlschiift zwischen beiden offenbart, je n 
Hermite, um mit Jacob! xu reden, des vir aritbraeticus in ätiel^ 
inne wird. In einem der leti-.ten Briefe schreibt Hermite: „M. Kroneg] 
me disait en dinant ä Flanville, oh j'ai eu sa visit«, que nous avioni 
tete faite de la meme maniere; je crois que s'il vous avait conoti» 
binome aurait ete change en trinome". Und an einer späteren Stelle fi4 
Stieltjes Gelegenheit, dem großen Franzosen sein arithmetisches Glaobl 
bekcnntnis abzulegen, worauf dann Hermite erwidert: „Je me sena I 
joyeux de vous savoir en si bonne disposition que vons vous txansfon 
en naturaliste pour obscrver les phenomenes du monde arithmetique. Vit 
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doctrine est la mienne; je crois lyae les nombrea et lea fonctions de l'Änalyae 
ne sont pas le produit arbitraire de notre esprit; je pense qu'iU existent 
en dehors de nous avec le meme caractere de necessit^ que les dioses de 
la realite objective, et que nous lea rencontrons ou les decouvrons et les 
etadioDB, comme lea physiciens, les cbimistes et les zoologistes." 

Und der junge Holländer, erfüllt von aufrichtiger Dankbarkeit gegen 
den väterlichen Freund, fühlt „la necessit^ de ne jamaia cesser de travailler, 
d'etre tonjoars snr la breche pour ne pas lalsser a'endormir l'esprit et le 
tenir en haletne". 

Es ist äberraschend , mit welcher Schnelligkeit er auf jode, von 
Hermite vorgelegte Frage antwortet, und wie sich sein Forsohungsgehiet 
melir und mehr erweitert Die Kugelfunktionen, kubische und bi quadratische 
Reste, Zerlegung einer Zahl in filnf Quadrate, mechanische Quadratur, die 
Hiemannache Trans7endeute £(«), die Theorie der Kettenbräche und die 
halbkoDvergenten Reihen, das sind im großen und ganzen die Gebiete, über 
welche der Briefwechsel gepflogen wird. 

Es ist ein schönes Dpnkmal, das die Herren Baillaud und Bourg«t 

4er Freundschaft Heimifes mit Stieltjes durch sorgsame Herausgabo der 

Korrespondeni; enichtet halien; und die matheraatiache Weit weiü ihnen 

lebhaften Dank! Ich glaube, daß es jedem, der sich entschließt, einen 

Band in die Hand ku nehmen, so ergehen wird, wie es dem Beferenten 

^Tpaagen ist: er wird von dem Eindruck dieser ganz einzigen Korrespondenx 

9^Kckt nnd gefangen genommen werden. Die abstrakte Sprache iler 

^«alysis verliert in dem Munde dieser beiden Freunde an ihi-er Troi^konheit, 

J^ xoweilen wird die Darstellung dramatisch bewegt, „la Uathematiqtin y 

*'*Vient plus humaine", wie sich Hermites Schwiegersohn in der Vorrede 

*«sdrftckt. 

Dem ersten Bande sind die Heliogravüren von Hermite und Btieltjes 
^Qs ihren Setzten Jahren beigefiigt, den zweiten Band eiert ein sehöne« 
"^^Id des fün fandzwanzigjährigen Hermite. 

Berlin. E. Jahnke. 



•* ilfcguerre^ Oeuvres de. Publiees sous les auspices de racadömie des 
^^r scieoces, par MM. Ch. Hermite, H. Poincare et E. Koucb^. Tome U: 
^^^ft Geometrie. Tlö p. Paris 1905, Ganthier-Villars. 

^^^F Uit nicht geringer Spsjmung erwartet, ist endlich, nach liebenjähriger 
^^^^Hae, auch der zweite Hand von Laguerres gesammelten Werken erschienen. 
^*" eothilt sein I-ebenswerk als Geomet«r; gehfireu doch von 140 Abhand- 
*togen, die er hinterlassen hat, mehr als db: Hälfte zur GeoniHtrie, 

Noch Schäler des Lycee Barbet, gelang ihm (IHbS) diu L'lsimg eint» 
^■»blems, das Poncelet und Cbaäles viel beschäftigt hatte, nitmlich die 
Antwort auf die Frage, wie sich die metrischen Eigenschaften der Figuren, 
**»sbe8ondere die Winkelrelationen gegen projektive Traniformatlon verhalt*n. 
I^«r jugemlliche Lagnerre gab die ebenito einfache wie elegant«! iMung in 
^inem Aufsatz: Snr la theorie des fojert. der in <leß N'mvnllnn Anniilm 
^Om AlKlruck gelangte. Bereite in dieser Arbeit macht er ausgedehnten 

Kvom Imaginiren- Weiterliin erkennt er alu mner der ent«D 
Bune Bolle, weh^ der Inhalt des sphKriicheti Dreiecks In der 
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spielt, und dehnt die Theorie der Brennpunkte auf s' 
algebraischen ebeneB und sphäriBcheu Kurren aus. 

Aus der erstaunlichen Fülle von Laguerres Untersuchungen hegnfl 
ich mich liier diejenigen Aber die anallagmatischen Kurven und FlSch 
herauszuheben, welche zu jener Zeit die bedeutendsten Mathematiker I 
schäftigten. Mehrere ihrer wichtigsten Eigenschaften hat Laguerre ai 
gedeckt. Er untersucht zugleich alle Kurven vierter Ordnung, insbesondi 
die dreiapitzige Hypozjkloide , die Kardioide, die Leraniskate, die Cassi 
sehen Kurven und die Raumkurven vierter Ordnung. 

Und noch auf eine, Laguerre eigenste Schöpfung will ich hin weis 
seine Geometrie de direction. „II est peu d'esemples", sagt Poinca 
in seiner Vorrede zum ersten Bande der gesammelten Werke, „i 
fassent mieux voir combien l'idee la plus simple peut devenir fecoi 
quand un esprit ingenieui et profond s'en empare." 'Eine Gerade oder 
Kreis läßt sich als Uahn eines beweglichen Punktes auffassen, aber die 
Funkt kann die Bahn in zwei entgegengesetzten Richtungssinnen dur 
laufen. Diese Überlegung fBbrt dazu, eine Gerade als aus zwei Halbgerai 
(semi-droites) und einen Kreis als aus zwei Zyklen (cycles) bestehend a 
znfafisen. Auf diesem Wege gelingt es Laguerre, den wohlbekannten Tra 
formationen eine neue geometrische Transformation hinzuzni^en. 

,,S'il ftait vrai", sagt Poincare an derselben Stelle, „qu'on ne püt r 
contrer ta gloire sana la chercber, Lagiaerre serait reste toajours ignc 
mais, beureusement, ses beaux travaux lui avaient attire l'estime et bien 
l'admiration des juges les plits competents, et ii ne devait paa att«ndre 
vain qu'on lui rendit jnstice. L'Institut lui onvrit ses port«3 le 1 1 i 
1883." Indessen, Laguerre hat diesen Erfolg nicht lange überlebt, er st 
bereits am 14. August 1886 in seiner Gebortsstadt Bar-le-Duc. 

Berlin. E. J.ittNKE. 



Bonasse, H. Sasais des matäriaux. Notiona fondamentales relativ 
BUX d^formatioiiB älaatiquea et permanenCeH. Bibliothequc 
l'EIeve ingenieur. 150 S. Paris 1Ü05, Gauthier-Villars. 5 fr. 
Der Verfasser hat sich vorgenommen, auf Gmnd langjähriger Venoc 
darzulegen, was das Experiment an gesichertem Besitzstand bezüglich i 
Deformationen zu Tage gefördert hat. Genauer gesprochen, behandelt 
folgende Aufgabe; Wenn man einen Körper dehnt, spannt oder tordiert, so l: 
stehen bestimmte Beziehungen zwischen den geometrischen Variablen, d. 
der Verlängerung!, ^er Durchbiegung, der Torsion auf der einen Seite, n 
den mechaniscbeo Variablen, nämlich der Kraft, dem Kräftepaar auf i 
anderen. Wie lauten diese Relationen und wie lassen sie sich grapbiE 
darstelle nV 

Ich begnüge mich den Inhalt des interessanten Buches durch AagR 
der Kapitelüberschriften anzudeuten: I. Definition und allgemeine Betrat 
tungen Über die verschiedenen Arten der Deformationen. II. Deformatioi 
kuTi-en, und zwar Kurven für den Zug und fflr die Torsion. Die Elaa 
zitfltegrenzen. III. Vollkommen elastische Deformationen. Blastiatäteinodu 
nach Young und Coulomb. Poissonacher Koeffizient o, welcher, bai ,^ 
Dehnung eines kreisförmigen Zylinders, das Verhältnis der (auf die I 
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bezogenen) Änderung des Querschnittsdurchmessers zur entsprechenden 
Andenmg der Zjlinderlänge bezeichnet. IV. Experimentelle Untersuchung 
der yoUkommen elastischen Deformationen, Kritik des Hook eschen Gesetzes. 
V. Zugkurven bei bleibender Deformation. VI. Torsionskurven bei bleibender 
I^efonnation. VU. Über die Theorien der elastischen und bleibenden Deformation. 

Berlin. E. Jahnke. 

JlACfiirlaiie^ A. Vector analyBis and quatemions. Nr. 8 der Mathe- 
matical monographs. 4. Auflage. 50 S. New- York 1906, J. Wiley. 

Dafi Büchelchen bietet eine recht geschickte Zusammenstellung der 
elementarsten Begriffe aus der Vektoranaljse nebst einer Menge einfacher 
l^ungen aus Geometrie, Mechanik und Elektrizität. Der Verfasser legt 
Wert darauf, auch den Quatemionenbegriff einzuführen und seine Bedeutung 
^ der sphärischen Trigonometrie und an der Zusammensetzung endlicher 
Gehangen darzulegen, im Gegensatz zu den neueren Schriftstellern über 
»^ektoranalyse, welche fast durchweg geneigt sind den Quatemionenbegriff 
&bztilehnen. 

Das Werk kann als Seitenstück zu dem in derselben Sammlung er- 
schienenen Büchelchen von Hyde bezeichnet werden, wo die Gr aß mann sehe 
'©ktorenrechnung ihren Interpreten gefunden hat 

Berlin. E. Jahnke. 

^l^essel, L. 8. J. Elementares Lehrbuch der Physik nach den 
neusten Anschauungen für höhere Schulen und den Selbstunter- 
Hcht. 3. vermehrte, umgearbeitete Auflage mit 665 in den Text 
gedruckten Figijren. 2. Bände, XXVI und 1094 S. Freiburg 1905. 
Berdersche Verlagsbuchhandlung. Geheftet 16,00 </^., gebunden 17,60 Jl. 

Das Dresseische Lehrbuch nimmt eine Mittelstellung ein zwischen den 
-•^lirbüchem , die unmittelbar für die Hand des Schülers bestinunt sind, 
^^^ den umfangreicheren Werken, wie z. B. Müller-Pouillet, Wüllner, 
^^inkelmann, Gray, Chwolson usw., die für spezielle wissenschaftliche 
^^dien geschrieben sind. Da das Buch dem neuesten Stande der 
^-^^ysikalischen Wissenschaft angepaßt und in allen seinen Teilen wissen- 
_p*Äaftlich durchgebildet ist, kann man es als ein vorzügliches Werk für die 
^^Hd des Lehrers empfehlen, der seine Kenntnisse für die Zwecke der 
^^*ÄUle vertiefen und sich mit den neuesten wissenschaftlichen Ansichten 
^^^^^raut machen will. Auch auf die praktischen Anwendungen der Physik, 
die Technik ist vielfach Rücksicht genommen. So wird z. B. an einer 
gehenden Durchf^lhrung der Berechnung einer Dynamomaschine die An- 
^^dung der elektrischen Gesetze auf die Technik gezeigt. Daß das Buch 
erster Linie für die Hand des Lehrers geschrieben ist, geht daraus her- 
, daß am Schlüsse jedes Paragraphen die in der „Zeitschr. fär den 
^sikalischen und chemischen Unterricht'^ enthaltene Literatur über den be- 
reiten Gegenstand angegeben ist. Dadurch wird der Lehrer in den Stand 
tzt, für die Ausfühnmg der Versuche sich leicht näher zu informieren. 
Buch kann in jeder Beziehung empfohlen werden. 

Homburg. E. Grimsehl. 
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Vandl, J; EurBgefafitea Lehrbuch der Mathematik für Ingenieid 

Vni u, S27 S. Wieü 190(1, Lelrniann Ä Wentzel. Geb. 9,50 Jl. 

Der Verfasser, ein ühersfleutDaDt, schreibt: „Das vorliegende Buch 
ans dem Bedürfnisse hervorgegangen, jenen technisch gebildeten Offizien 
die eine höhere Ausbildung an der KriegSBchalo oder an den Technisch 
Militfirfachkursen anstreben, einen n:öglicbst gedrängten Leitfaden fB.r ( 
Vorbereitung zur AufnahmsprUrung aus der höheren Mathematik an ( 
Hand zu geben. Es enthfilt demgemäß in einer für das Selbststudium j 
eigneten Form den für diese Auftiahrasprüfung vom k. und k. Reid 
Kriegsministerium vorgeschriebenen PrÜfungsstoff." Und weiter: „In sein 
gegenwärtigen Form enthalt das Buch das zum Verständnis von Vorlesung 
über In genieurwiasen Schäften an einer technischen Hochschule erforderlic 
Minimum an Lebren aus der höheren Mathematik nebst einigen einleitend 
Abschnitten aus der Elementarmathematik, und kann daher als Hilfsba 
fflr studierende Ingenieure wie für Praktiker dieser Richtung dienen." 

Das Buch dürfte seinen Zweck durchaus erfüllen. Nach Inhalt * 
Darstellung macht es einen vorteilhaften Eindruck, der durch eine gr- 
Z&bl von Beispielen und Übungen noch verstärkt wird. Hin und wi^ 
möchte man wohl an der Darstclhmg einiges gelindert wissen. So, "t^ 
der Verfasser die Ordinate eines Punktes auf dem Einheitskreise schl^ 
hin den Binus, seine Abszisse schlechthin den Kosinus nennt. Die k^ 
durch verursachte Verwirrung wird durch die spätere Einfübrung dersel 
Funktionen als „Projektionsfaktoren" nicht völlig beseitigt. So, wenn ^ 
Sinussatz zunächst nur der erste Teil (a : sin a ^= b ; sin ^ = c : sin y) 
bracht wird, der auf den Umkreis byzttgliche Teil aber seltsamerweise 
einige Seiten spater, Ein Exkurs in die analytische Geometrie des Pual 
und der geraden Linie sowie Kapitel Über den Funktions- und Grenzbef 
leiten über zur Differential- und Integralrechnung. Hier ist zu beinex'1 
daß es sich für eine Einführung in die Infinitesimalrechnung empfel 
dürfte, nach der Definition des Differentialquotienten mit dem Differen 
weiter zu operieren. Wenn übrigens der Verfasser bei dieser GelegexL 
erwähnt, daß die Differentialrechnung fast gleichzeitig mit Leibniz 
Newton auch von Fermat erdacht worden sei, so wird hier dem g«"ci 
Franzosen eine Vaterschaft zugestanden, von der er selber nichts t« 
Hieran schließt sich die analytische Geometrie der ebenen Kurven. 
Kegelschnitte erfahren ausführliche Behandlung, und zwar nicht bloß &!■ 
tisch, auch elementargeometrisch. Wie sehr dem Verfasser dieser Ge . 
stand am Herzen liegt., zeigt die Verwendung der Affinitätsverwandtsi^ 
filr Konstruktion von Kegelschnitten. Von transzendenten Knrvcn we:v 
die logarith mische, die Ketten- und die WabrscheinlichkeitsHnie, die Zykl -^ 
und die Kreisevolvente abgehandelt. 

Zum Schluß noch eines, was dem Referenten aufgefallen ist: die 
Wendungen treten in diesem Textbuch für Ingenieure stark in dt-n Hia 
grund, nicht einmal Anwendungen auf einzelne Teile der Mechanik tauff 
in den ttbungen auf. ___ 

Alles in allem: das Buch ist recht gut durchgearbeitet und v^rd^ 
Verbreitung. 
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Ml ler- Foiiillfits Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Zehnte 
vmgearbeitete und vermehrte Auflage, herausgegeben von Leop.Pt'aundliir. 
tJnter Mitwirkung vnn 0. Lummer-Breslau, A. WaQmulli-Graz, 

J, M, Pernter-Wicn, Kar! Drucker -Leipzig, W. Kaufmann-Bonn, 

X Nippolt-Potsdum. Tn vier Bßnden. Erster ßand: Mcciiaiiik und 
Akusbk von Leop. Pfaundler. Erste Abteilimg. 593 Fig. XVI uod 
Ö44 S. gr. 8. Braunscbweig 1907, l'riedr. Vieweg und Sohn. Brosch. 7 J(. 
Die 7.ebntL' Auflage des altbekannten und geschBtuten Werkes wird sich 
"von der vorigen Auflage wesentlich dadurch unterscheiden, daÜ die Neu- 
bea.rbeitung der einKelnen Teile der Physik von verschiedenen bekannten 
I*h3?sikern iihemonimen ist. Mit Recht hebt Leop. Pfaundler im Vorwort 
fae-rvor, daß es einem einzelnen Mann kaum möglich ist, ein Werk von 
nolchem Umfange bei dem stetigen und unaufhörlichen Anwachsen der physi- 
lca.li^chen Wissenschaft allein in solch kurzer Zeit in bearbeiten, daß nicht die 
eT-sten vollendeten Teile des Werkes schon veraltet sind, wenn der letzte Teil 
noch in Arbeit ist. Schon hei der neunten Auflage hatte 0. Lummer die 
Optik mit Erfolg bearbeitet; so ist es selbstvei-stilndlicb und auch im Inte- 
resse des Lehrbuches erwünscht, daß dieses (lebiet in denselben bewährten 
ITänden bleibt. Von den übrigen Gebieten haben übernommen: W. Kaufmann 
den Magnetismus und die Elektriutilt, J. M. Pernter dio Meteorologie, 
A. Nippolt den Erdmagnetismus, K. Drucker die physikalisch -chemischen 
Teile und A, Waßmuth die Wärmeleitung und Thermodynamik. 

Der Torliegende erste Teil des ersten Bandes ist von L. Pfaundler 
«ri*(ier selbst bearbeitet. Ursprünglich hatte H. v. Wild-Zürich die Neu- 
t>^!irbeitung flbernommen und auch schon einen Teil der Arbeit fertig, als 
der Tod dieses Mannes die Vollendung des Mauuskiipts unmöglich machte, 
Pfaondler bat nun den schon von v. Wild fertig gestellten Teil des 
"'«nitskripts mit benutzt Dadurch hat das erste Kapitel der Mechanik 
*'>ö6n ganz besonderen Charakter angenommen es behandelt ausschließlich 
•lie Meßmethoden und Meßwerkzeuge für Langen, Flächen, Volumina, Winkel, 
leiten und Massen mit großer Ausführlichkeit und Gründlichkeit auf über 
^chtüig Seiten. Die Ergänzung, die das Ruch hierdurch erfahren hat, kann 
■Oan jjur mit Freuden begrüßen; denn es ist im hohen Grade erwünscht, 
"^^B jeder Physiker innerhalb des Rahmens eines Lehrbuches Gelegenheit 
"lUet, sich über die präiisen MeÖmetboden und Meßwerkzeuge für die 
*Unda,nentalen Größen der Physik zu informieren, denn nur wenige werden 
■^ »ler Lage sein, sich durch SpezialStudium von besonderen Werken auf 
****sen Gebieten Belehning zu verschaffen. 

Es lag kein Grund vor, in der Anlage der übrigen Kapitel wpsent- 
^*^he Änderungen zu treffen, und es sind diese denn auch, abgesehen von 
'■ginzungen und Verbesserungen und abgesehen von der Aufnahme der neuesten 
^^Baenscbaft liehen Ergebnisse, im wesentlichen unverändert geblieben. Wie 
*•* den früheren Auflagen, so sind auch in dieser Auflage schwierige mathe- 
^**tiBche Entwicklungen vermieden. Dadurch ist das Werk auch verständlich 
JS^Hlieben für solche Studierende, die sich nicht auf Mathematik und Physik 
*■*» Spezialsludiuui geworfen haben. Das Studium des Buches wird durch 
^_e gefällige uni^ klare Sprache und durch die vorzüglich ausgeführten 
* •goren leicht verstHndlich. Ohne Voraussetzung irgend welcher schon vor- 
handenen Kenntnisse werden auch die elementarsten Satze und die ein- 
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facbsten Instrumente und Apparate lieschriebeo, gewiß nicht zum SchaiJoB * 
des Buches. Die schlichte DareteUung der schwierigereD Gehiete ermöglicht 
es auch dem Physiker, sich ohne groSe Mühe rasch Aufschluß zu ver- 
schaffen über Dinge, die seinem Speäal Studium ferner liegen, wenn er ihrer 
KU irgend einem Zweck rasch bedarf. 

Homburg. E. Gruisehl. 

Barhmann, P. Zalüentheorie TellV: Allgemeine Arithmeük der Zablen- 
körper. XXII u. 548 S. Leipzig 1905, B.G.Teubner. Geh. jKl6,geh. Jif 17. 

Von seiner „Gesamtdarstellung der Zahlentheorie in ihren Hauptteilen" 
IUßt der Verfasser hier außer der Reihe den fünften Teil „Allgemeine 
Arithmetik der Zahlenkörper" erscheinen, weil augenblicklich dies Gebiet 
der Zahientheorie das aktuellste Interesse darbietet. Das Buch ist dem 
Altmeister der Zahientheorie. Richard Dedekind, gewidmet. Diese Wid- 
mung kennzeichnet zugleich den Inhalt des Buches, denn es sind haupt^ 
sücblich die Dedekindschen Entwicklungen und Anschauungen, die iu dem 
Werke jur Geltung kommen. 

Es ist die Absicht des Verfassers, alles das, was man über den all- 
gemeinen endlichen algebraischen Zahlbörper weiß, dartuatellen, alle Unter- 
suchungen über spezielle ZahlkSrper dagegen einem späteren Bande \oraii- 
hehaiten. Die allgemeine Theorie läBt sich, soweit sie hier zur Darstellung 
gelangt ist, in drei grOßere Abschnitte teilen: Theorie der Ideale, der Dis- 
kriminanten und der Einheiten. Von den zwölf Kapiteln des vorliegenden 
Werkes sind das 4. bis 6, und das 9. und 10. im wesentlichen der 
Theorie der Ideale gewidmet, nachdem in drei einleitenden Kapiteln von 
zum Teil algebraischer Natur der aligemeine Begriff des algebrMschen Zahl- 
körpers, die Dedekindachen Moduln und die höheren Kongruenzen behandelt 
sind. Die fundamentale Tatsache der Idealtheorie, dafi nach Hinznfügung 
der Ideale zu den Körperzablen in dem erweiterten Gebiete eindeutige Zer- 
legung in Prinifaktoren herrscht, wird in bekannter Weise auf den Fern- 
satz"' zurückgeführt , daß jedes Ideal durch Multiplikation mit einem ge- 
eigneten anderen Ideal in ein Haupttdeal, d. h. eine Körperzahl, verwandelt 
werden kann. Für diesen Kemsatz werden mehrere Beweise gegeben, zwei 
im Anschluß an Dedekind, ein Beweis von Hurwitz und in einem 
sp'äteren Kapitel ein Beweis von Hubert, der den Galoisschen Zahl- 
körper zu Hilfe nimmt. Besonders hingewiesen sei auf den Beweis von 
Hurwitz, der mit Hilfe eines dem Euklidischen Algorithmus analogen 
Verfahrens die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen erschließt ond von 
hier aus den Kernsatz gewinnt. Dieser Beweis ist nicht nur wegen der 
erwähnten Analogie bemerkenswert, sondern auch deshalb, weil hier der 
Kemsatz gleich in der schärferen Form herauskommt, daß es von jedem 
Ideal eine Potenz gibt, die Hauptideat ist. Daraus läQt sich dann ohne 
weiteres schließen, daß man an Stelle der Ideale durchaus wirkliche alge- 
braische Zahlen setzen kann, die nur nicht dem betrachteten Rationalitäts- 
bereich angehören. Gerade im Hinblick auf die gegenwärtige Entwicklung!" 
der Theorie ist es aber für den Leser von Wichtigkeit, diesen Gedanken- 
gang klar zu erfassen. 

Das 7. Kapitel ist den Diskriminanten gewidmet, das 8. der Diricbleti 
sehen Einheilentheorie. Im 7. Kapitel werden auch die 



kaafl 



»elungeti herangeKogeii , bei deiiea neben den Zahlen 
norh unbestimmt«, also Formen, benutzt werden. Der Verfasser hatte ur- 
*prünylich die Absicht, die Dedekindsche und Kroneckerstbe Theorie 
'Jer Ideale nebeneinander darzustellen, hat aber diese Absicht faUen lassen, 
um den Umfang seines Werkes nicht altznsehr wachsen üu lassen. Der 
iielf-reBt kann darin dem Verfasser nur zustimmen ; nii;ht ebenso unbedingt 
tann er es aber gutheißen, daß auch die Gittertheorie ganz, mit StiU- 
sohweigen Übergangen ist, weil durch Hinzuziehung derselben manchem 
Leser der Zugang siur Theorie doch vielleicht orieichtert. wilre. Denn so- 
wohl die Theorie der Ideale wie die der Einheiten gewinnt dadurch an 
A-üschaulichkeit, und an die letzte hatte sich ungezwungen die Theorie der 
Periodischen Approsimationsprozesse flir mehrere algebraische Zahlen au- 
S'^^chlosBen, welche die Verallgemeinerung der gewöhnlichen Kettenbruth- 
»Dtwricklung bilden. Die Theorie dieser Prozesse gehört aber sieber /.u 
»ifier allgemeinen Theorie der algebraischen Zahlen, denn ihre Periodizität 
»-St eine allgemeine und gleichzeitig charakteristische Eigenschaft derselben. 
Das letzte Kapitel des Werkes gibt im engen Anschluß an Bilbert 
*i»e Theorie des Galoisschen Zahlkörpers, scheinbar im Widerspruch mit 
^^a- allgemeinen Tendenz des Werkes, aber sachlich durchaus berechtigt, 
«^nn der Galoissehe Körper kann nicht als spezieller Körper aufgefaßt 
^^■«»"den. In einem Anhang endlich wird ein kurzer Abriß der Hensel- 
s<ilien Untersuchungen, die sich auf die Reihenentwicklung der algebraischen 
Taillen beziehen, gegeben, hauptsächlich um die Lehre von den Diskrimi- 
***^itenteilern zu vervollständigen. 

Zusammenfassend kann mau sagen, daH die Darstellung, die der Ver- 
*^sser von den Grundlagen der allgemeinen Arithmetik der Zahlkörper ge- 
S^^lien hat, klar geschrieben und leicht lesbar ist, so daß das i 

*^** gelegentlich empfohlen werden kann. 

Bonn. Ph. Fürtwanglek. 

^■^jrer, I. W. und Czap, E. Die praktieohe Wartung der Dampfkessel 

und Dampfmaschinen. Dritte Auflage. IV, 191 S. mit 21G Abb. 

Leipiig 1906, B. G. Teubner. Geh. J( 3,50, geb. JC 4,30. 

Das Buch soll ein Lehrbuch sein für Dampfkessel- und Dampf- 

tt» a^pliinen Wärter sowie für Fabrikbeamte ohne technische Vorbildung. Der 

loJiilt ist ein sehr reicher, denn er umfaßt so ziemlich alles, was heim 

DampfiiesBel- und Dampfmaschinenbetriebe von Wichtigkeit ist. Ich fürchte 

***&""■, daß in einigen Abschnitten mit Rücksicht auf die Kreise, für welche 

da« IJuch bestimmt ist, zu weit gegangen ist, unter anderem beim Kapitel 

"^T Steuerungen. Die Abbildungen lassen zum Teil an Deutlichkeit zu 

****schen übrig. Ich bezweifele z. B. , daß einem Maschinenwörter oder 

^"-o^Qi Fabrikbeamten ohne technische Vorbildung die Wirkung der auf 

" *7 abgebildeten Moorepumpe, selbst au Hand der beigefügten Beschreibung 

. *5 weisen durfte. Dem Bestreben, möglichst kurz zu sein, sind offenbar 

■ j'^'B« Erklärungen zuzuschreiben, die zum mindesten ungenau sind. So z. H. 

j~^^ auf 8. 125 ausgesprochene Behauptung, daß die Expansion des gesättigten 

^^^'*>pfes nach dem Mariotteschen Gesetze erfolge, oder S. l.'>5 daß der Zweck 
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3es Reeoivers mir der sei, durcli Zuführung von Wärme den Dampf i 
pansionstlihiger zu machen, usw. Im itUgenieinen wir<i lias Buch aber i 
Kreiaen, für die es bestimmt ist, namentlich in anhelrauht seini>ä billig 
Preises aicherlich sehr willkommen sein, was ja auuli schon aus der ]' 
wendigkeit einer dritten Auflage hervorgehan dürfte. 

Grunewald. R. Vateb^I 

Brause. K. MaBchinenelemente. 241 5. Mit 305 Abb. 
Julius Springer. Preis geb. J{ ii. 

Das Buch ist ein Leitfaden für Berechnung und Bau der 
elemeute und zunächst als Lehrbuch für technische Mittelschulen geds^ 
Der Verfasser war dabei beBtrebt, ein kurzgefaßtes, wohlfeiles Bück. 
schaffen, welches die allgemeinen Gesicbt-sp unkte enthalt, von denen ' 
beim Entwurf und der Herstellung der Maschinenelemente auszugeke 
und welches die Hauptform^ln zur Berechnung dieser Element« zusu 
faßt. Man kann dieses Bestreben nui' gut heißen und muh ziigestehei 
Verfasser sein Ziel erreicht hat. Denn trotz des knappen Umfangt 
des, namentlich in anbetraoht der sehr hübschen Ausstattung, 
billigen Preises, enthalt das Buch die Grundztige lür die Berechnung^ 
wichtigen Maschinenteile. Durcli die zahlreichen Angaben ' ~ 

nung notwendigen Ko effizienten, durch die bei allen wichtigeren Abschni 
eingefügten Reche üb ei spiele und nicht zuletzt durch die große Zahl 
facher, aber im allgemeinen recht kliirer Abbildungen mrd das Buch vi» 
willkomraeu sein, die sich des hohen Preises oder der beschi^nki 
wegen in das Studium auafiihrticher Werke, wie z. B. des von Bacli,! 
vertiefen können. 

Grunewald. B. Vati 

Flscber, 0. Theoretiaohe Grundlagea für eine Mechanik der lebt 

Körper. Mit speziellen Anwendungen auf den Menschen sowie ^ 

einige BewegungsTorgiiuge au Maschinen in müglichsl elementarer u 

anschaulicher Weise dargestellt. Mit ti7 in den Text gedruckten Figur 

uud 4 Tafeln, Leipzig und Berlin 1906, B. fi. Teubner. X u. 37^ 

Preis gebunden ^. 14, — . 

Wer wie der Verfasser seit mehr als zwanzig Jahren auf einem 8 

gebiete tfitig gewesen ist, der wird mit berechtigtem Stolze RflckbUok^L 

das Erreichte halten. Wenn er noch dazu als ei-ster und cinisiger Koni 

die Grundlagen dieser Wissenschaft sich erst schaffen muSte, so wird 

durch Weiterverbreitung der gescbafienen Methoden andere zur Bearbeila 

von Kiiizelfragen anzuregen und sie mit dem nötigen Rüstzeug ) 

gern bereit sein. Ans diesen Erwfigungen besonders ist die Entstehti 

vorliegenden Buches zu erklären, und wir möchten gleich hier i 

es seinen Zweck sicherlich voll erreicht hat. Es wird — so zweif«^ 

tticbt — in weiten Kreisen Interesse t^r die Mechanik der Gelenkl 

erwecken und sowohl dem Techniker, der die Bewegungsvt 

schinen studiert, als auch dem Mediziner, der sich die Mechanik von ( 

Verbindungen am menschlichen Körper zu bearbeiten vomlmuit, Htm 

retischen Grundlagen und die Methode der Forschung an die Hand f 
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Für 'den Mathematiker — das sagt der Verfasser selbst — hätte eine viel 
kOnere Darstelhing genügt.. Bedurfte es für diesen ilherhanpt einer solchen 
Acleitimg? Öind nicht die „theoretischen Grundlagen" aui.-h Hir dieses 
Spezialgebiet in Lagranges analytischer Mechanik enthalte» ? üewiß, wer 
aber die Mähsale kennt, die selbst die Darstellung der Theorie der einfach- 
sten Gelenkverbindung verursacht — das Problem von Ulocke und Klöppel 
mid iaa des Pendels mit kardanischer AufhiLngung sind typische Beispiele 
— ' wird die Vorteile zu schätzen wissen, die die vom Verfasser eingeführten 
.,red linierten Systeme" liefern. Wie einfach gestalten sich die Differential- 
g'leichungen für die dreigliedrigen ebenen Gelenkketten, von denen aus- 
gegangen wird, bei Einfilhnmg der „Hauptpunkte" und „Hauptstrecken", 
«üe in einCaehen, durch Addition von Vektoren zu erhaltenden Be7,iehungen 
Äu den Sc hweri' unkten des Ganzen und der Teilsysteme stehen. Die 
Oleiehimgen werden aus der zweiten Lagrangeschen Form gewonnen, sie er- 
fahren aber sodann noch eine ganz elementare, nur von den einfachsten 
TJefinitionen der Kräfte Gebrauch machende, dabei durchaus elegante Her- 
leitung, die auch den in die Prinzipien der höheren Analjsis nicht eingeweihten 
Medizinern verständlich sein muß. Aus pädagogischen Gründen wii'd dieses 
spezielle und sodann das zweigliedrige räumliche System vorausgeschickt, 
^älirend die allgemeine ebene ri-gliedrige Kette und die räumliche allgemeine 
sotlani) ausführlicher behandelt werden. Auch dem Mathematiker wird dieses 
Aufsteigen vom Besondem xum Allgemeinen bei den immerhin nicht leicht 
KU öbersetienden allgemeinen Gleichungen erwünscht sein. 

Im folgenden speziellen Teile werden diejenigen Aufgaben behandelt, 
Rlr welche die Theorie entworfen wurde, und die der Verfasser in einer 
K'oBeQ Zahl von Abhandlungen der k süchs. Ak. bearbeitet hat. Nur 
Über eine spezielle Verwendung der Gleichungen haben wir (dieses Archiv 
f3 ) 9, G6 f.) berichtfit. Hier war durch eine Art k in eraato graphischer 
Ä-ufnahraen des menschlichen Ganges die Möglichkeit gegeben, in den 
Sleiehungen alle Kräfte graphisch zu he^timmon imd die einzig noch un- 
liefeaunten Muskelkräfte abzuleiten. Die Vorteile der Theorie haben sich 
lü«r durch das schöne Ergebnis gezeigt, daß jene es sind, die den Gang 
d«S Menschen viel stärker beeinflussen, als die Schwerkraft. ludessen sind 
*>« physiologischen Aufgaben viel mannigfaltiger. Es werden eine Anzald 
"OH solchen, die die Statik und Kinetik der M,uskeln betreffen, zur völligen 
'^sung gebracht, so daB ?.. B. die zur Gleichgewichtsstelluug des Annes 
'^•»ter dem Einflüsse der Schwerkriift und eines Unterarmbuugers gehörigen 
•Koordinaten tabuliert und danach die.sf Stellungen zeichnerisch wieder- 
gegeben und die durch Kontraktion eines Muskels entstehenden Bewegungen 
'"■•^nigstens in ihrem Beginn in gleicher Weise klargestellt werden. Dieses 
*Uch in exakter Weise für den ganzen Verlauf einer Bewegung zu voll- 
'>tiagen, gelingt im allgemeinen nii.'ht wegen der meist unüberwindlichen 
°'^Wierigkeiten, welche sich der Integration der Diflerentialgleichungen ent- 
Ksgfttistellen. Nur im hesondern Falle ist dm'ch die hier möglichen Ver- 
?*cKtäsaigungen die Int-egration möglich gemacht, uud damit die durcli eiltiti 
^*«kel für sich allein erzeugte Bewegung ermittelt. Aber die Wahrschein- 
™^>lteit spricht nicht dafür, daß bei einer Bewegung überhaupt je nur ctK 
■■Ustel tatig ist, so daß gerade hier sehr viel dankbare Arbeit übrig bleibt, 
Itircb die es gilt, die Komplikationen in Summationen einfacher Fälle aufzulösen. 
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Zum Sclilusso zeigt, der Verfasser, wpli'hon Nutzen die TechniV nos 
ileii in dem Buuhe eingeföhrfen Begriffen zielieu kann, indem er das Problem 
der Schöbkurbelbewegung beliandelt und dabei die wichtigp Frage des 
Massenausgleiches wenigstens bei-fliirt, die durch moderne Untersuchungen 
in den Vordergrund des Interesses gerückt ist. Den Schluß bildet die Be- 
handlung des Pendels, das mit seiner Linse gelenkig verbunden ist. Die 
Schnelligkeit, mit der man hier zum Hinschreiben der Bewegungsgleichungen 
gelangt, lassen in der Tat die „theoretischen" Grundlagen Uußerst praMisdi 
und ihre Verbreitung als sehr empfehlenswert erscheinen. Ein ausfBhrliches 
Register erleichtert den Gebrauch 'des auch sonst recht übersichtlichen Bucbes. 

Charlottenburg. H, Sauter. 



T. Neiiraayer, Anleitung su wiBsenaohaftliolien Beobaohtongen aaf 
Beisen. Unter Mitwirkung zahlreicher Gelehrter herausgegeben. In 
zwei Bänden. Dritte Auflage. XXIV u. 844 S. XV u. 880 8. 
Hannover 1906, Mai Jänecke. Preis Jl 49. 
Rechtzeitig zum 80. Geburtstage des hochverdienten Heraasgebers ist 
die dritte Auflage des in dieser Vollständigkeit und Zuverlässigkeit einzig 
in der Weltliteratur dastehenden umfassenden Werkes erschienen. Wenn 
in den 18 Jahren, seitdem die zweite Auflage die Presse verlassen hat, so 
mancher weiBe Fleck auf den Erdkarten sich gefüllt hat, manches Licht 
über die Natur fernliegender Länder und Meere ausgegossen wurde, die Er- 
forschung menschlicher Sprachen, Gewohnheiten, Einrichtungen uns er- 
achlossen wurde, wenn überhaupt die Detailforgcbung auf ollen Gebieten der 
Erkenntnis sich über die Welt verbreitet hat, so hat dieses Buch einen 
wesentlichen Anteil daran. Die eingehende „Anleitung" ist die notwendige 
Voraussetzung für das Gelingen jeder Forschung, sie kflrzt die Vorbereitung, . 
sie verhindert sonst so liaufige Mißerfolge. Demnach ist daa Buch jedem ^ 
Forschungsreisen den im wahren Sinne des Wortes unentbehrlich. Damit ist.^ 
freilich die Bedeutung des Buches keineswegs erschöpft. Auch demjenigen,. . 
der sich etwa über die Grundzüge der Pflanzengeographie, oder über die^» 
landwirtschaftlicJien Kniturge wachse naher und femer Zonen mit leicht«^ 
Mühe gute Kenntnisse schaffen will, dem, der diese Kenntnisse seiner^ 

ächülem zu übermitteln hat, dem, der in der Heimat sich — sagen wir 

die Erforschung des Lebens in einem Binnensee zum Ziele steckt, kann di»-Ä 
Lektüre 'les betreffenden Abschnittes in diesem Buche nicht dringend genu^_ 
empfohlen werden. Wer — wie der Referent — diesem Buche weitest^^ 
Verbreitung ivünscht, der ist sich zugleich bewußt, daß er die Anregnst — 
zu dankbarer Spezi alforschung in die weitesten Kreise der Studierten un-^^ 
Laien trägt, eine Anregung, die für den Ausbau der Wissenschaft, die j^S 
heute auf immer ausgedehntere Ein zelbeob achtun gen angewiesen ist, nt^^ 
vorteilhaft werden kann. 

Die Namen der >Iitarbeiter dieser neuen Auflage bürgen dafür, dik— J 
die in den letzten 18 Jahren gemachten Fortschritte der Wissenachafl uix^ 
der Forscbungstechnik die gebührende Berücksichtigung erfahren haben. D»-S 
ganz neue Methoden eine eingebende Besprechung erfahren, nimmt bei d*BMi 
isicht des ewig jungen Herausgebers nicht wunder. So hat 8. Finst^nH 
einen Beitrag über „die Photogrammetrie als Hil£unittel der ^^H 
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länd^aofiialime" geliefert als Ei^änzung der diesmal von P. Nagel bear- 
beiteten ,^ufiiahme des Reiseweges und dea Geländes". Der geologische 
Abschnitt Btanunt noch von dem küralich dahingegangenen F. Frhr. von 
nicbthofen, dem bei der Korrektur dieser seiner letzten Arbeit die Feder 
entglitten ist. Hier hat der Verblichene noch die neuesten Ansichten über 
^1 Vulkanismus berücksichtigen können. Als neuer Bearbeiter der Erd- 
btbenbeohftchtungen ist G. Gerlaad eingetreten, der dieselben etwas anders 
wJeuchtet, scharf und klar nach den internationalen Vereinbarungen auf- 
laßt und die Fragen, die für die Lösung der verschiedenen Probleme zu 
beantworten sind, einheitlich und streng gliedert. Die erdinagnetische For- 
schung wurde in zwei verschiedenen Abschnitten behandelt, nämlich je nach- 
O^tti sie an Land oder an Bord geübt wird. Für die Landbeobachtungen 
Wurde auf die Frage des Einflusses der geologischen Formation in den Ver- 
lauf der erdmagnetischen Kurven eingegangen, während für die Messungen 
^ö Bord den neuesten Erfahrungen, inshesoadere der deutschen Südpolar- 
e^pedition Rechnung getragen ward. Bei beiden Abschnitten finden wir 
emo sehr anregende Auseinandersetzung der Grundlagen und rechnerisch 
B^ßau durchgeführte Beispiele. Auch der Neubearbeitung der Ebbe- und 
Fluterseheinungen, bei der die neueren Foi-schungen von G, H. Darwin u. a. 
"^'^oksichtigt und auf die Behandlung der harmonischen Analyse gebührend 
6"»g«gangen wird, steht auf dem neuesten Standpunkte, wie der vorher- 
g®nencle, die nautischen Vermessungen behandelnde. Der Abschnitt über 
die Äleeresforschnng ist den geltenden internationalen Vereinbarungen ent- 
^*"ecbend umgearbeitet, imd die dem ersten Bande beigegebene Karte der 
,*eresgtröintmgeii zeigt, wie keine andere irgendwo, bis lu welchem Punkte 
""■^Ser Zweig der Forschung gediehen ist. Zu den älteren Wetterbeobaoh- 
^^'^een, die wieder durch die bewährte Feder J. Hanns geschildert werden, 
^^*^ eine Ergänzung durch die an Bord vorzunehmenden Aufzeichnungen 
*"***rseits, sowie durch die neueste Beobachtungstechnik in Form von 
"^^chenaufstiegen , die W. Koppen ausführlich darstellt. Aus der bo- 
^Hrten Feder von J. PlaiJmann stammt die diesmalige Bearbeitung der 
"*** freiem Auge und mit einfachen Instrumenten anzustellenden astronomi- 
f^*^«n Beobachtungen, welche den in den letzten Jahren gerade unter der 
^>lnahme dieses Mitarbeiters gemachten großen Fortschritten gerecht wird. 
Die Schwierigkeiten, welche sich den für koloniale Zwecke so besonders 
. **^litigen hydrotechnischen Untersuchungen entgegenstellen, werden den- 
■i, ***8*n, die das von v. Lorenz*Liburnau bearbeitete Kapitel, das die 
-^"**ödprinzipien, nach denen hier verfahren werden soll, wenn auch in ganz 
K^meiner Weise auseinandersetzt, gelesen haben, sehr viel geringer er- 
'*einen. Den Schluß des ersten Bandes machen einige aktuelle „Winke 
. 5***" die Ausführung und Ausrüstung für Forschungsreisen" von G. Wis- 
*^^oiiua, die dazu beitragen werden, manche vergebliche Mühe zu ersparen 
^***1 den Reisenden zu sehütKen und zu schonen, la einem Anhange ist 
**> maritimen, meteorologischen und hydrographischen Arbeiten, die dem 
^^lisondcn empfohlen werden können, ein ansehnlicher Kaum gewidmut, be- 
^^ttdere wird durch einen Plan, der die Methoden der Aufnahme und die Be- 
^«ihnungen der kaiserlichen Marine enthält, die Anordnung der zu machenden 
'^uiieidmongen klar beleuchtet. In einem andern Anhange wird noch zu 
"hetongen über die gewaltigen Klima Veränderungen angeregt, die in geo- 

*nbJ< der Malheiulik uud FüjBik. III, Bgitao. XII. 18 
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logisch BD Zeitepochen eingetreten sinä. Eine Reihe anderer Er^nzunge 
Erörterungen und Tafeln macht den Schluß dieses ersten Bandes aus, d 
für die Leser dieser Zeitsclirift das gröBere Interesse haben wird. Di 
auch der zweite Band eine Fülle von belehrendem, anregendem Mateiia 
für Porseher und Laien enthält, deuteten wrir schon an. Wir fOrchten abi 
mit einem weitem Eingehen die uns angewieseuen Grenzen zu überschreit« 
Charlottenburg. _ ._ _ H- Samtbr. 

Fleming, J. A, EUektrisolie Wellen-Telegraptüe. Deutsch von E. Asc 

kinaß. Mit 53 Abb. VUI, 185 S. gr. 8". Leipzig 1H06, B. G. Teubn. 

Geh. je 4.20, geh. J( 5-—. 
Das vorliegende Ruch umfaßt vier Vorlesungen, welche der Verfass 
als „Cantor-Lectures" 1903 vor der Society of Ärts za London gehalt 
hat. Wenn wir nun auch bereits zahlreiche Bücher über drahtlose Te 
graphie besitzen - — ich nenne nur das ausgezeichnete Werk yon Rigli 
Dessau — , so wird sich meiner Meinung nach doch auch das vorliegeni 
sicher zahlreiche Freunde erwerben, wegen seiner besondem Eigenart. S. 
ist begründet, wie der (Übersetzer mit Recht hervorhebt, in der innigen Vr 
Schmelzung imd gleichmäßigen Beherrschung von Theorie und Praxis; un 
gerade die letztere kann dem physikalischen Leserpublikum nur erwüuscl 
sein. Aber auch die theoretischen Darlegungen sind überaus durchsichtig de 
elegant, so daß der Lehrende manche Anregung in dieser Hinsicht haben wir 
Hinzugefügt sei, daß die Übersetzung tadellos ist. Man braucht demnach ke: 
Prophet zu sein, wenn man dem Buch eine weite Verbreitung voranssag 
Breslau. Cleu. Scuaefeii, 

Loreatz, H. A. AbhaadlungeD über theoretiacbe Fbysik. I. Band. Ers^ 

Lieferung. Mite Fig. 298 S. gr,8". Leipzig 1906, B.G.Teubner. Geh. Jlf 10,- 
Es ist aufs ireudigste zu begrüßen, daß die Verlagshandlung B. • 
Teubner es unternommen bat, die wissenschaftlichen Ai-beiten Lorentl 
gesammelt herauszugeben. Denn unter diesen Abbandlungen befindet si 
kaum eine, die nicht nachhaltigen Einfluß auf die Entwicklung der Wiss* 
Schaft gehabt hAtte. Dies gilt nicht nur von den augenblicklich im Vord« 
gründe des Interesses stehenden Arbeiten über die Elektronentheorie, sondta 
auch von den in der vorliegenden Lieferung vereinigten Abhandlungen ■ 
dem Gebiete der Mechanik, der Thermodynamik und der kinetischen Theo- 
der Gase. Es sind Im ganzen elf Abhandlungen in der vorliegon<fl 
Lieferung enthalten. Es sei gestattet, wenigstens auf zwei derselben ■- 
merksam zu machen. Die erste von diesen ist neu, nUmltch ein Teil eia 
Vorlesung des Verfassers, und führt den Titel: „über den zweiten Hau., 
satz der Thermodynamik und dessen Beziehung zu den Molekulartheori^ 
Die große Tragweite und Fruchtbarkeit dieser Zusammenhänge hat a 
erst kür/.Ueh wieder in den Planckschen Untersuchungen über das S1r~ 
lungsgesetü des schwarten Körpers gezeigt. Die andere, betitelt „Ober J 
Gleichgewicht der lebendigen Kraft unter Gasmotekülen", beschäftigt ■ 
mit den Untersuchungen Boltzmanns über das Maxwellsche VerteillM 
k gesetz. Ihre Bedeutung ist zu bekannt, als daß hier mehr als ein Hii^B 
Edaranf gegeben zu werden brauchte. fl 
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Es ist zu hoffen, daß die Fortsetzung des Werkes nicht allzu lange 
auf sich warten lassen wird. Für den Physiker ist es unentbehrlich, der 
Inhalt wird aber auch gewiß jeden Mathematiker interessieren. 

Breslau. Clem. Schaefer. 

Ebner ^ F. Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. VIII, 197 S. 
8®. Mit 93 Fig. Leipzig 1906, B. G. Teubner. Geb. Jl 4.—. 

Bas vorliegende Buch will einerseits das große Werk von Loria er- 

gäiizen, insbesondere in bezug auf die Roppelkurven jeder Gattung, und es 

soll andrerseits „dem mathematischen Unterricht an technischen Mittel- 

scHrQen ein weites und fruchtbares Gebiet der Anwendungen erschließen, 

d&s bisher aus Mangel an einer zusammenhängenden Darstellung fast ganz 

▼^z^achl&ssigt werden mußte". Beide Absichten, das wollen wir vorweg 

s^S*^!^, erreicht der Verfasser vollkommen. Freilich mußte infolge der 

^''^©iten Absicht manches elementarer dargestellt werden, als es fttr die erste 

^fesicht gut war. Wir glauben aber, daß der Verfasser, nachdem einmal 

l>^ide Zwecke verfolgt wurden, den richtigen Mittelweg eingeschlagen hat. 

Das Buch enthält zunächst einen kleinen Exkurs über die zykloidale 

-^■■^lipsenerzeugung, sodann ein Kapitel über die Schubkurbelbewegung und 

ß^Jx großes Kapitel über die Dreistabbewegung, bez. die Koppelkurve. Die 

^Gbandlung ist analytisch und sehr durchsichtig. Überall sind auch die 

_^t;reffenden Polbahnen in Betracht gezogen. Die Einhüllenden der Stäbe 

^^^^d ja wohl technisch nicht wichtig, vielleicht hätte aber doch die Astroide 

^^i der elliptischen Bewegimg erwähnt werden können. Die Koppelkurven 

^^■^d für die verschiedenen Getriebe bis ins einzelne übersichtlich diskutiert 

^od viele Fälle mit anschaulichen Figuren belegt. So exakt sind aber die 

^^ßx^Jen doch nicht, daß sie der Verfasser im Vorwort selbst hätte loben müssen. 

^^ii" erwähnen folgendes. Fig. 4 dürfte außerhalb B^B^ keine Wende- 

P^XÄkte mehr haben; Fig. 5 müßte in B^, wie Fig. 76 (S. 139) die y-Achse 

Wendetangente haben; in Fig. 10 liegt C unnötigerweise gerade auf 

'^xx Kreis; die Kurven der Figuren 16a, 16b u. 69 haben deutliche Ecken 

nur scharfgekrünmite Stellen; in Fig. 27 und 29 imd bes. in Fig. 44 

*^'t fier Mittelpunkt von AB sehr imgenau; in Fig. 69 soll C^ A' um sich 

^^Ibst verlängert den zweiten Zweig treffen — man muß es aber um das 

^ ~S" Tache verlängern. Merkwürdig ist auch, daß auf S. 142/44 der Erfinder 

^^s Inversors durchweg Peancellier statt Peaucellier heißt. 

Es folgen noch zwei Kapitel, kurz und gut, eines über höhere Parabeln 

Hyperbeln mit Einführung des Differentialquotienten und Integrals imd 

^■^^ letztes über die zyklischen Kurven im Anschluß an die Arbeit von 

^^hilling im 44. Bd. der Zeitschr. Math. Phys. Vielleicht trägt dieses 

^-^pitel mit dazu bei, die einzig mögliche, schon seit mehr als 20 Jahren 

^^kannte Einteilung der zyklischen Kurven in weiteren Kj-eisen Wurzel 

^^«Sen zu lassen. Erwähnt sei nur noch, daß in Fig. 93 die Ziffern I', 

"^ ) in' fehlen. Auch hätte angegeben werden können, daß die »stern- 

^i^igen Trochoiden« (S. 186) schon seit Guido Grandi »ßhodoneen 

\B-osenkurven)« heißen. 

Speyer. H. Wieleitner. 

18* 



Vermisclite Mitteilnngen. 
1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und LebrsBtze. 

186. Fdr T, y als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in der 
Ebene möge ein nicht zi^rlalletider Kugebchnitt durch eine beliebige Gleichung 
2. Grades in t, y gegeben sein. Dann sollen die Koordinaten jr, y eines 
Kegelsclinittpunktes als i'ntionale Fuiiktiüneo (2, Griule^, mit i]einsellK>n 
Nenner) eines Parameters dargestellt werden. 

Königsberg i. P. W. Fr. Mever. 

187. Wenn man von einem Punkte eines Kegelschnittes die vier 
Schnittpunkte eines zweiten Kegelschnittes auf diesen projiziert, so erbalt 
man die Schnittpunkte eines dritten Kegelschnittes, welcher den ergt«n 
Kegelschnitt im Projektionszentnim berührt und in den Schnittpunkten der 
anderen Polare dieses Punktes schneidet. 

Hohminden. 0. Kobek. 

188. Die Summe der Quadrate der Binomialkoeffiiienten der (-J)"" Potent 
ist gleich und die Summe 

"'+e)r,vö)(i')+ö)(V)+ •■■=!■ 

Für ein positives ganzes gerades n ist 



'-(:)■— ^ni)= 



nach Beweis dieser Gleichung ist die Summe der positiven und die der 
negativen Glieder in S anzugeben und der Wert von S für ein beliebiges 
n, soweit die Reihe dafür konvergiert, aufzusuchen. 
Für positive ganze n und beliebige v ist: 

■+a)(nc^rva)(:)r+;^') 



+a)(:)rrv--{ 



Die Reibe lättt sich auch siunmieren, wenn n eine negative g&UKe Zahl 
oder wenn r -|- w eine nicht -negative ganze Zahl ist 

Königsberg, Louis Saalschötz. 
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B. Lösungen« 

Zu 172 (Bd. XI, S. 132) (H. Wieleitner). — Gegeben ist eine 
BemouUische LemnisJcaie mit der Achse AB =^ 2a und dem Mittelpunkte 
M. Eine beliebige paraUel zur Achse gezogene Gerade treffe die Kurve der 
E^e nach in P, Q, Q\ P ; durch die Punkte M, P, Q' wird der Kreis ge- 
legt, dessen Mittelpunkt X sei. Zu bestimmen ist der Ort von X, wenn die 
FdraUele zur Achse ihre Lage ändert^ und aus dem Ergebnis soll eine ein- 
fache Konstrükäon der Lemniskate hergeleitet werden. 

£rste Lösung: Man nehme MA zur Polarachse eines Polar- 
koordinatensjstems oder zur positiven o;- Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und setze / 

MP^MP' = rj, M^ = MQ' = r,, 
^ AMP' = BMP' = ^1 , ^ AMQ = BMQ' = ^,. 

Aus der Polargleichung der Lemniskate r =» ayao^ 2%" folg^ sodann 

(I) rj = a* cos 2^1, r| =» a* cos 2-^, 

und außerdem besteht die Bedingung 

(n) rj sin ^j = r, sin ^j. 

Hieraus erhält man 

cos 2^1 sin* ^1 = cos 20-2 sin* ^^ , 

(cos 2^1 — cos 2'^j)(l — cos 2^1 — cos 2^,) = 0. 

Der erste Faktor auf der linken Seite der letzten Gleichung bezieht sich 
anf zwei synmietrisch zur ^-Achse liegende Kurvenpunkte und kommt da- 
her nicht in Betracht; mithin ist 

(m) cos 2^1 + cos 2^2 — 1. 

Weiter findet man aus (I) 

cos 2^1 = ^, cos2^, = J, rj-f i = a«, 



(IV) 



t o. «* + '"! -So. a* — rf 

cos*«-! = —TT-t^ J SUr&i = o 1 » 

So. «* + ''l -Sa. a' — rl 



Es ist nun X der Durchschnittspunkt der Mittelsenkrechten von MP und 
MQ\ Die Gleichungen dieser Mittelsenkrechten sind 

(V) a? cos -^i + y sin -^1 == I fj , — x cos ^^ + y sin ^j = ^r^. 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit sin d-^ , die zweite mit 
^ 0| und subtrahiert, so ergibt sich 

|a;(8in 2-^1 + sin 2^2) + y (sin'-^j — sin'^^) = \{r^ sin-^i — r^ sin-O-j) 
oder mit Rücksicht auf (H) und (IV) 
(VI) a*a?(sin2^i + sin2^j) — y(rf-r|) = 0. 

Quadriert man femer die Gleichungen (V) und subtrahiert, so erhält man 
«'(cos*^! — cos*'^,) + a;y(sin20i + sin 2^3) + y\^^^i — sin*^»)=-iM— i) 



oder 

(Vn) (r\ — ^x* + 2a*x!f(aia 2»i -\- am 2»,)— (rj — r|)y' — ^a'(JI^ 
Multipliziert man jetzt (VI) mit — 2y imd addiert daza (VII), so fiiul 

01 ->1)(i«'-«'- »■)-(>■ 

Der erste Faktor auf der linken Seite dieser Gleichung ist im allge 
von NaU verschieden; mitb-in ist 

die Gleichung des gesuchton Ortes von X. Dieser ist der Kreis 
mit dem Radius |ay2. 

Dieses Ergebnis Rihrt zu folgender einfachen Konsti-uktion der 1 
kate mit der Achse AB ■= 2 o : 

Man zeichne um den Mittelpunkt M von AB den Kreis m 
Badius la^ä, nehme auf ihm den Punkt X beliebig an, doch % 
^ AMX'> ih" ist, und aobiago um X den dureh M gehenden 
Die gemeinsame Sehne beider Kreise sei CD; sie geht durch die II 
von MX. Das von X aus auf die Achse AB gefällte Lot treffe 
F-, und die durch F parallel zur Achse gezogene Gerade achneide da) 
X in den Punkten Y und Z. Dann liegen Y und Z aul" der Lenu 
Beweis: Da F die Mitte von TZ ist, so haben die Punkt« 
Z von der Geraden CD gleiche Entfernung; mithin ist, wenn man 
und Z aus auf MX die Lote YR und ZS fUUt, ER = ES, ood g 
die Mitte V(m MX ist, 

XÄ+ XS=MS.. 
Ferner ist ^ MXZ ^ 2MYZ ^ 2AMY 

"" ^MXY=2MZY^2BMZ\ 

*'^**' XH = X r ■ cos -MX r = MX ■ cos 2 BMZ; 

XS= XZ-ooB MXZ" MX-ZQi'iAMY; 
XÄ + 2S = JlfX = JlfX(cos24Jtfr+ cos 2 BMZ). 
Daraus ergibt sich 

co8 2^Jtfr+C08 2Baf:Z= 1, 

Gleichung (m). Mithin sind Y 



I 



und diese Gleichung entspricht äi 
Punkte der Lemniskate. 

Prenilau. 

Zweite Lösung: Die Gleichung der Lemniskate ist: (jjj 
— 2o'(j:* — j/') ■= {Achse 2a)^2). Man bringt die Kurve zum! 
mit der Geraden y = konat, = if^ und erbalt für die Abszissen der 1 
punkte den Wert: d = ± V'a' — yj i a/a* — 4 jj. Der Kreis ' 
durch die drei Punkte: 



W. Stege«^ 
im 
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zu legen; hat sein Mittelpunkt die Koordinaten a, /3, so ist sein Badius 
=»yc*+~^ und seine Gleichung hat die Form: 

rc* — 2ofa; + y* — 2ßy = 0. 

Damit kommen für a und ß die Gleichungen: 

2ax^ + 2ßy^ « a:J + yf , 2ax[ + 2ßy^ = x^* + y!, 

woraus folgt: 

^" '^ ?:^$" = ^1 + a?; 

•Cm ~^ JU-\ 

^P y. («;-«.) ^1 y, ' 

nun ist aher: 



folglich wird: 

W 5}|S = j/, +i/2«'«Tyf- 

Um die Gleichung des Orts der Mittelpunkte zu erhalten, eliminiert 
^*^ 3^1 ; es wird: yj = Tr — ' ferner kommt: 

4«« = 2(a« ~ y\) - 2^^ l/2a* + yf = - 4/3« + 4a*. 
^® Gleichung des Ortes ist also: 

^ Mittelpunkte dieser Kreise liegen somit auf einem Kreis um den Mittel- 
P^^kt der Lemniskate, der durch die Brennpunkte geht. 

Aus (l) und (2) läßt sich nun eine Konstruktion der Kurve ahleiten. 

J^ Seien A und B die gegehenen Brennpunkte, dann beschreibt man um 

^ Afitte von AB = 2a den Kreis mit Radius OA^ a und errichtet 

*^ -45 in das Lot. Femer macht man auf ^ J5 die Strecke 00 = ay2 

^^ errichtet in auf 00 das Lot h. (Dieses ist dann Scheiteltangente 

^^ Lemniskate.) Sollen nun die Kurvenpunkte auf einer Parallelen l zu 

"^ -ß in beliebigem Abstand (aber ^ — j gefunden werden, so verbindet man 

^^^ Schnittpunkt D von l und h mit 0, macht OC => OD + DC und 
^«ht im AbStande OE=\OC/ zu AB die Parallele, die den Kreis in 
r^ Und F' schneidet. Um F und F' beschreibt man die durch gehenden 
^^^ise, die auf l die 4 Kurvenpunkte ergeben. 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmann. 

. Dritte Lösung: Subtrahiert man in der Lemniskatengleichung 
vAchse 2 a), die man in die Form bringen kann 

(1) a^ + y\y^ + «2) = (a* - 2y«)a;* 

^iderseits 2a;^yyy^ + «^, so erhält man nach Radizierung fßr x (bei kon- 
^^Utem y) die quadratische Gleichung 

('-^) x'-y Vy^ + a« = xVa^^y* - 2y)/y^ T^" 



(3) 
(4) 
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le der beiden Quadratwurzeln mit doppeltem Zeicbeii nebmel 
■ nuadratische Gleichungen für x. Wir setzen nun 



- 2y» - 3y )/y* + «' - V^ — 4j(7j - 2| ■ 



Dann wird aus (2): 



-2|a: + y»— 2 7,y — 0. 



dem Mittel - 
(3) vind U) 



Dies ist die Oleichnng eines Kreises durch den Ursprung mit dem Mittel- 
punkt {^, tj) und dem Badius Vs + V- Wenn man aber (3) 
quadiiert und addiert, so ergibt sich 

(5) !■ + ,._}„>, 

Die Kreisgleichung lautet also; 

(6) (« - 8' + Ol - <,)' 

Endlich kommt noch aus (3) 

(7) t, = l(y + l/y' + «"»), 

sodab (1) durch (r,), (6) and (7) ersetzt ist Nun ist (5) der Kreis um 
den Mittelpunkt der Lemaiskate durch ihre Brennpunkte. Auf diesem^^ 
Kreis läuft der Mittelpunkt des Kreises (6), der denselben Kadius hat, alsr-^ 
durch den Mittelpunkt der Lemniskate geht. Die beiden weiteren Schnitt^^^. 
punkte dieses Kreises mit der Lemniskate liegen auf y ^ konsl. Darait- ^ 
ergibt sich der Kreis (5) nls der gesuchte Ort. 

Konstruktion: AÄ' sei die Achse der Lemniskate, der "'"— 
punkt, F und F' die Brennpunkte, B und B' die Mittelpunkte Ton OKZIZ 

bez. OA'. Ist nun y = kotisl. -^ ON gegeben, so schneide diese Parall- _, 

zur Achse das in B auf dieser errichtete Lot in 0, CB' die Ordinat*^_^ 
achse in M. Dann ist MC =- J "[/y* + a*. Da OM = Jy, erbalten — - ^^ ^ 

sofort o§' = t,, = i(y + i/y*+~ä^3, OQ" = ./^ = 1 (y _ i/y« + o<). ::^c:, 

Achsen parallelen durch Q' und ö" schneiden den Kreis (5) in 0' und 4 

bez. in 0" und O". Das sind die Mittelpunkte der Kreise (6), die .^k 
y = ftow.sf. die Leraniskat«apunktfl ausschneiden, und zwar schneidet KL^r~^ 
{0') diese Gerade in Pj,Pf, der Kreis (0^ in P,, Pj, der Kreis (0'> i 

I\,Pj und Kreis {O") in Pj. P^. 

Im Texte der Aufgabe würde es daher besser heiBen statt „nicht i 
ein and erfolgende Schnittpunkte": „nicht zur Ordinatenachse symmetr 
Punkte". 

Aussig (Böhmen). 

Eine Ähnliche Liisunji 
gelaufen. 

Vierte Lösung: Indem ich zum Teil die Bezeichnungs weise des Hem 
Stegemann und andrerseits die Rechnungen des Herrn C. Hoffmann benütw, 
will ich die Konstruktion des Herrn Stegemann etwas modifizieren. I^h 
verliingere noch XF Ws zum Schnittpunkt G juil Ali und dann XG ^H 



stud. math. JoBEF Kbug. 
i Herrn J. Rose {Nivelles, Belgien) «j 
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sieb selbst bis zum anderen Schnittpunkt« X' mit dem Kreis über AB ^ 2a, 
Dann ist 

FX ■ FT -(ß- yMß + Ji) - f («' - »; + «i /2o' + ,;). 
Dieser Ausdruck ist aber das Quadrat von 

Daher ist ^i ^ p^t ^ j-j^ . j.^-^ 

d. h. die Punkte X, X', F, Z liegen ebenfalls auf einem Kreise mit dem 

Mittelpunkte G. Die Konstruktion der Lemniskate lautet dann: Zeichne 

Ober AB '^ 2a als Durchmesser den Kreis, ziehe irgend eine Sehne 

XX.' J_AB und über XX' als Durchmesser den Kreis, sodann noch den 

Kr^is um X (bez. X') mit dem Radius a, der den zweiten (Aber XX' 

gezeichneten) in F, Z schneidet. Die Punkte 1', Z beschreiben die Lemnis- 

ka-te, F ist der Chordalpankt der drei zur Konstruktion verwendeten 

Klrieiae. Ä und B sind die Brennpunkte der Lemniskate. Ist -^ A MX >■ 45", 

so sind die Punkte Y, / nicht aufeinanderiolgend , wie ursprünglich ver- 

I^LKig^; ist aber ■^AMX<^4&'', so folgen T, Z aufeinander, ohne zur 

C^^'dinateBachse symmetrisch zu sein. Die Einschränkung, die Herr Stege- 

■*i &nn gibt, darf nach der Bemerkung des Herrn J. Krug in Wegfall kommen. 

Gibt man dem Kreis um X (und X') den Radius b 4^ a, so ist das 

*-»rzeugni8 der Punkte Y, Z (Y\ Z") eine Kurve 8. Ordg., die man sich 

*^^dit zeichnet. Sie hat die Gleichung 

<^*> [(i» + /)»-2oV + 2tV + ("'-6'}M'=--»('''~6')V(//* + 26»), 

■^^«Iche für 6 = a offensichtlich iu das Quadrat der Lemniskatengleichung 
Q^*>ei:geht 

Man sehe femer die zwei Antworten, die auf eine Anfrage des Unter- 
?^icTineten im Interra^d. des math. 13, 1906, S. 165 — 168 von den Herren 
^-- Jlalo und H. Brocard einliefen, sowie eine dritte von V. Retali 
Ot>d. S. 353). 

Die Anregung den allgemeineren Ort (1) zu untersuchen, erhielt der 
■^^■Ofgabensteller von Herrn stud. math. H. Wittmann. Daraus ergab sich 
^*ö in Eede stehende Eigenschaft und Konstruktion der Bernoullischen 
***»«miskat«. 

Speyer. H. Wieleitneh. 

Eine weitere von Herrn stud. math. A, Wieferich (Münster) ein- 
e^^sandte Lösung isf im analytischen Teil der Lösung des Herrn C. Hoffmann 
^■iniich und gibt die KonstaTiktion von Herrn Stegemann. Red. 



Zu 173 (Bd. XI, 132) (G. Kober). — Werden die Ecken eines Drei- 
*-''*A-j mit einem vierten Punkte seiner iSjette verbunden, so liegen di« drei 
-^p*tikte, in denen die harmonisch zugeordneten Eckenstrahlcn die gegenüber- 
'•«"ÖrtMiw» Seiten schneiden, in der dem MÜ/MrI»rAc» Punkte harmonisdi «*- 
9*<W(in«/«i Tramversaie. Weldic Enirloppe hat in der Ebene ünes Kegel- 
*^*inlls dityenlgr Transversale eines Potardreifcks, ilnrn harmoniseh sugenrdnetrr 
■""""(feH Ki-gclschnitt bcscltrcAUf Welcher Punkt der Ebene bescliretbt dieselbe? 
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Nehmen wir das Dreieck als Fundamentaldrcieck , so findet man die 
GleichoDg der harmonisch zugeordneten Transversale eines Punktes 
-P(lpS,.U. indem man 

(1) A^z,^jj:8 = 

als Eubik auffaßt und die gerade Polare zn 7' sucht (s. etwa Wieleitner, 
Theorie dir algebr. Kurven. Leipzig, Göschen 1905, S. 17 ff.). Die Gleichung 
dieser Transversale wird dann 



(2) 



=5-, 



dii 



s3:J-'+j;,|-'+;r,S,- 



Polardreieck bat, ist (U 



;d suchen, wenn der Pol P den Ke{ 
H, die Koordinaten von T, so hat i 



A = o,«,-* + o,«,-" + ö 



Die Gleichung eines Kegelschnittes. 
Siiljila geschrieben) 

(3) Ke=«,|H- 
Es ist nun die Enveloppe von T ; 
schnitt K beschreibt. Sind u,, tr,, 

(4) #u^ = |,-i. (.-=1 

Vermittels (31 erhält man sofort die Gleichung der Einhüllenden in L 
koordinaten 
(6) 
oder 

(5*) lK=a^il\u\-\- a^u\u\-\-UiU\u\^0. T 

FOf die Transformation 2u Panktkoordinaten hat tnas aus (5) und (4) ili 
Koordinaten des Jeweiligen Berührungspunkt«« Q (vgl. a. a. 0. § 9) 
i6x,^-2a,ii-', oder 

Jiif. Kurve A wird also ton einPm Piinlctc Q beschrieben, dessen Koordinala^^ 
lim Kuben der Koordinaten des Purtl^te» P jiroporlional siml. " 
(3) erhSlt man als Gleichung von A in Punktkoordinateu 

(7) A = a'xf + 44 + al4 = 

oder rational gemacht 

(7*) A = (£t,jj + B,4 + <i,r^)»— 27a,o,oX^J^ = 0. 

Die Kurve ist also eine Cj (6. Ordg. u. 4. Klasaej. Ihre Singularitäten erget 

sich au8 (5*) und (7") folgendermaßen. A hat auf jeder Fiinilniiirnti1-r ■ g" 

zwei Spitzen in den Punkten, wo K die Seiten schneidet, mit je der b^s-_« 

Seite als gemeinsamer (Doppel - )Tangenle. Außerdem muS A auch n.« 

Doppelpunkte hohen. Für diese muß 



l 



(8) l"^ = 3(., 
oder 



x,a,3:jiJ+,:^_, — 



|(.,x; + . 

kv', + • 







l 



YermiBchte Mitteilungen. 283 

sein. Dieses System ist offenbar durch die Werte 

(10) «la?? --«s^J —«8^1 

erfüllt Es gibt also vier Doppelpunkte mit den Koordinaten 

-1 _1 _1 

(lO*) i»! : a:» : «8 -= «1 * • ± «2 * • ± «8 * • 

Was die Gestalt von A betiifiPt, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens kann das Fundamentaldreieck reell sein. Damit dann K reell sei, 

muß einer der Koeffizienten a^ negativ sein. Infolgedessen werden die 

Boppelpnnkte sämtlich imaginär, während vier Spitzen reell sind. Man 

kann nun sofort alle Gestalten der Kurve übersehen, wenn man bedenkt, 

daß das Viereck dieser vier Spitzen in ein Quadrat projiziert werden kann. 

Man hat dann nur o^j » als unendlich ferne (Gerade, x^^^ und o^ = 

als rechtwinklige Achsen zu nehmen imd «j == a, = — «, ■= 1 zu setzen. 

Diesem Falle entspricht nach Konstruktion und Gleichung die reguläre 

Astroide (vierspitzige Hypozykloide). Die Kurve A ist aUo eine reelle Pro- 

jtktion der regulären Astroide, eine sogenannte i^ Projektive Astroide^ (vgl. 

Loria, Spezielle Kurven, Leipzig, B. G. Teubner 1902, S. 226). Sind 

^ = und jj = schiefwinklige Achsen, 4?3 = die unendlich ferne 

^rade, a^^a^, so ergeben sich Amesedersche Astroiden (Loria S. 229), 

°iid wenn aJ^ = 0, rc, =» rechtwinklig sind , die Evoluten der Ellipse und 

Hyperbel (s. Wieleitner, Zeitschr. math. nat. Unterr. 87, 1906, S. 249—252). 

Es kann nun aber zweitens das Fundamentaldreieck konjugiert imaginäre 

Seiten haben. Sei 

^^Jixi muB, wenn die Kurve reell sein soll, a^ == a^ = a sein, und es lautet 

^ Gleichung 

(12) A' = [2«(j» - j«) + «,05«]» - 27«»«,(jJ + il)4 = 0. 

*»« sind dann nur zwei Spitzen reell (auf x^ == 0), aber auch zwei Doppel- 
Punkte (auf E, = 0, wenn a > 0, a^> 0; auf jj « 0, wenn a > 0, a, < 0), 
'^^ man aus (10*) leicht ableitet. 

Um eine typische Form zu erhalten, setzen wir etwa j^ = 1, Ej '^ y> 
^3 ^«=« X für rechtwinklige Koordinaten, a, =» 2a. Dann ergibt sich 
Cl 3) a; = 4(0:* - y* + ly - 27(1 + y^x' = 0. 

^^^©se Kurve A© hat auf a? = die beiden Spitzen mit den Ordinaten 

^ '*** + 1 ; auf y = die beiden Doppelpunkte mit den Abszissen a: = ± Yj 
^^d zwei imaginäre Schnittpunkte (a; = ± 2^); auf der unendlich fernen Ge- 
^'^den zwei reelle Punkte (Asymptoten y = ±\x) 

^^d zwei imaginäre Doppelpunkte (y = ± ia?)/2 ). ^^^5^;;-;^^ Ä^ ^^^^ 

*^>^ Gestalt ist die der beigegebenen Figur. Die ^^^>^ •' ^^^^^^ 

^^Txe K ist also eine reelle Projektion der durch " " -^^0>i'^^0' ' 

^ie Figur gegebenen Kurve, eine imaginäre Prqjek- >^'^'^^\ \ /^^'^^S^ 

^^on der regulären Astroide, Dieser Typus scheint <^^^ V ^^ 

^c>ch nicht näher untersucht worden zu sein. 

Da die Aufgabe projektiv ist, läßt sie sich ins Dualistische umwerten, 
^^ wir nur andeuten wollen. Dem ersten Typus entspricht die Kreuzkurve 
\Uma S. 210), dem zweiten die Bernoidlische Lemniskate. 

Speyer. H. Wieleitner. 
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I 



Die Frage, welcher Punkt, der Ebenn die Kurve A = beschreibt, 
ledigt sich dadurch, daS seine Eoordinatea x^ t x^ '. Xg = «j Sj : c,|j : »-y-_J 
nicht nur der Gleichung t" + j^ + t^ = Ö, sondern auch den 
GleiehuDcen 



'- + 



(1+1)=".^ 


^..1! 


(1-^1)=".^ 


^«.i! 


a-+i)=".* 


:«,i; 



und dessen Tangenten dreiseit 



genügen. Er ist also yom Sehnen dreieck 
des Kegelschnittes K 

■ («iSi^ + "iSi^ - "j^s^) = f^ 
das auf T = liegende Zentrum. 
Holztninden, 



2. Anfragen nnd Antworten. 

33. Wenn in einem (natttrlich spitzwinkligen) Dreiecke eine HGkn 
durcli die beiden anderen halbiert wii'd, so liegt der Kosinus des Winkels, 
von dessen Scheitel die halbierte Höbe ausgeht, zwischen ^ und 0. Ändert 
man das Teilungs Verhältnis und läßt auch äuScra Teilungen za, so kommt 
man auf eine allgemeinere Aufgabe. Ist hierüber etn'as verSfientlicht? ■ 

Halenaee. P. Zühlke. H 

33. Existieren Untersuchungen über die von den Geraden der Ebene ein- 
gehüllten Kurven bei derjenigen Bewegung einer Ebene in sich, die durch 
Kurbelgetriebe (Gelenk viereck mit einer festgestellten Seite) vermittelt wird? 

Speyer. A. Wieleitner. 

Zu 6 (III. 85) {E. Jahnke). — Der Satz ist von dem nur allzu frfth 
verstorbenen Oberlehrer Dr. H. Kühne verallgemeinert und in folgender 
Form ausgesprochen worden: 

Das Zeigersystem [/i, . . , A^], wo die h der Reihe l . . . n entnommen 
sind, wo femer die li der Größe nach ^i Kfij <.■■■<. Ii„ geordnet sind, 
werde mit deutschen Buchstaben Q, C,e bezeichnet. Es sei nua (a.«" 
fft,i^=l'''n) eine beliebige quadratische Matrix mit nicht verschwindenä 
Detenninant« und (t(,j) die zu ihr reziproke; dann ist bekanntlich 

^a,,-n,j = rf,j ('', f, A= 1, ...n)(dj, = 1, rf^^-O, /< + *)■ 



Nun setze 




-,»)_„ 






Vermischte Mitteilungen. 285 



d entsprechend 



dann ist: 



7*/ 



«ce fc = ^1 . . . k^], 



i 

wotei über die verschiedenen c summiert wird und Öq^ nur dann von 
verschieden ist, wenn Q mit e übereinstimmt, dann aber den Wert 1 an- 
nimmt (vgl. Math. Ann. 66 (1903, 258). 

Berlin. E. Jahnke. 



3. Kleinere Notizen. 

Cber konrexe Karren mit einer Überall dichten Menge von Ecken. 

Herr Jensen hat in einer Arbeit: Sur les fonctions convexes et les 
inegalites entre leurs valeurs moyennes (Acta Mathematica Bd. 30, p. 175 — 193) 
ein analytisches Beispiel einer konvexen Kurve gegehen, welche in der 
Umgebung jeder Stelle Ecken besitzt. Man kann nicht leicht aus jeder 
perfekten linearen Menge geometrisch eine solche Kurve auf anschauliche 
Weise aufbauen. Es sei P eine solche nirgends dichte perfekte lineare 
Punktmenge, welche bekanntlich durch eine Intervallmenge {^y)(v= 1,2,3,...) 
definiert wird. 

Wir denken nun diese Menge P als Wertmenge { y ] der Werte y = f(z) 
einer standig wachsenden höchstens zweiwertigen Funktion auf der y-Achse 
in folgender Weise ausgebreitet: 

Mittels einer ähnlichen Abbildung (d. h. einer Abbildung mit Aufrecht- 
erhaltnng der Ordnung) entspricht jedem rationalen Werte x, der Abszissen- 
^lue ein Intervall 6^ der Intervall menge [S^] mit den oberen und 
unteren Endpunkten y, und y^. Diese seien die zu z^ gehörigen beiden 
Fünktionswerte. Im übrigen aber sei die Funktion y » f(x) eindeutig, und 
zwar mögen den Punkten der Menge P, welche Grenzpunkte einer unend- 
lichen Reihe von Intervallen {6 ] sind, diejenigen irrationalen Punkte ent- 
sprechen, die in ähnlicher Abbildung Grenzpunkte der entsprechenden { x^ ] sind. 

Diese Funktion ist, da infolge der ähnlichen Abbildung zu größeren 
^Werten größere y- Werte gehören und umgekehrt, eine ständig wachsende 
^luMon. Wir wollen es durch geeignete Wahl der Abbildung einrichten, 
d&ß sie far a: =- selbst Null, aber fftr negative x negativ, für positive x 
positiv ist. Zugleich ist sie aber auch das, was man eine möglichst stetige 
Funktion nennt. Geht man nämlich von einer überall dichten Menge von 
Stetigkeitsstellen der Funktion aus und bildet nach rechs und links die Ab- 
leitungen, so erhält man wieder genau die sämtlichen Funktionswerte. 

Da in einer Intervallmenge { d, } die Zahl der Intervalle S^ > /i, wo 
^ eine willkürliche Zahl ist, endlich sind, falls man sich auf einen endlichen 
^^ich beschränkt, so erkennen wir, daß die Integrierbarkeitsbedingung 
^ unsere Funktion erfüllt ist, da ja diese Intervalle zugleich die Größen 
UM Sprunges an den Unstetigkeitsstellen haihinitm. 
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X 

Das Integral F(x) = / f{x) dx der Punktion f{x) ist überdies, da sie 



möglief tst stetig ist, so beschaffen, daß eindeutig wieder F\x) = f(x) ist. 
Die Funktion F(x) ist die verlangte konvexe Fu^^cHon. In der Tat ist der 
Differenzenquotient 

^ '^ X — x^ 

für X ^ x^ eine ständig wachsende Funktion. Denn er besitzt eine Ab- 
leitung nach o;, die gleich 

^ ^ '^ X — «1 (x — Xj)* ^™ (o: — x^y 

ist. Wir formulieren jetzt den ersten Mitielwertsatz für integrierbare 
Funktionen in der genaueren Form: 

Ist f{x) eine höeftstens zweiwertige integrierhare Funktion im Intervalle 

(a . . . [>), so ist 



Jf{x) dx^Qj^a)' Mim) , 



wo M(f{x)) einen Wert bedeutet ^ der derartig besdtaffen ist, daß f{x) im 
Intervall größere und kleinere Werte annimmt, falls nicht alle Werte mit 
Mf{x) zusammen f etilen^ d. h. Mf(.r) ist ein innerer Ptmkt des Intervalls der 
Ordinatenirerte von f{x) zwischen a und h. 

Der Satz folgt unmittelbar aus der Definition des bestimmten Integrals. 
Ist die integrierte Funktion monoton, so ist die Ordinatenmenge begrenzt 

6 

durch f(a) und f{b) und also M(f(x))<f(b) oder J^f(x)ix<f(b)(b — a\ 

was auch unmittelbar klar ist. 

Wenden wir diesen Satz auf den Zähler von 0'(x) an, so folgt sofort 

X 

ß'{x) dx = F(x) - F(x,) = (x ~ X,) M(f{x)) < fix) {x^x,), 

also ist stets (Z>'(a;) > und <Z>(a;) eine ständig zunehmende Funktion. 
Setzen wir jetzt x^ < x^ und 2ar, = Xj + a'j, so ist 



F(x, ) - Fix ,) ^ F{x^ F(p^) 

WS ^■"" iC« ava """* «C« 



oder da 



a?5 ajj ^ ^v^i ^)» 
Halle. Felix Bernstein. 
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Über einen Satz Ton Steiner. 

Steiner hat in dem Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 2 (wiederabgedruckt in seinen gesammelten Werken, Bd. 1, S. 161) 
folgenden Satz aufgestellt: 

,Jst im Baume irgend eine Anzahl n beliebiger Punkte gegeben, und 
ordnet man dieselben auf willkürliche Weise, zieht dann aus dem ersten 
nach dem zweiten die Gerade Ä'^ aus der Mitte der Geraden Ä nach dem 
dritten Punkte die Gerade B\ aus dem Punkte, welcher von der Geraden B^ 
von ihrem Anfange an gerechnet, das erste Drittel abschneidet, nach dem 
vierten Punkte die Gerade C; aus dem Punkte, welcher von D das erste 
Viertel abschneidet, nach dem fClnften Punkte die Gerade 2>; aus dem 
Punkte, welcher von D das erste Fünftel abschneidet, nach dem sechsten 
Punkte die Gerade E usw.; multipliziert hierauf die Quadrate der genannten 
Geraden nach der Ordnung mit den Brüchen 



1 S 8 4 6 



n-1 



SO hat die Summe aller Produkte, nämlich die Summe 

allemal einerlei Größe, in welcher beliebigen Ordnung man auch die 
gegebenen Punkte aufeinanderfolgen läßt/' 

Dieser Satz läßt sich nun in folgender Weise verallgemeinem: 

Es seien n im Bawme beliebig gelegene Punkte gegeben und in wUl- 

kärlicher Beihefifolge mit P^, Pj, • • •, P^ bezeichnet, sei der Schwerpunkt 

dieses Punktsystems. Man ziehe die Gerade OP^ und teile die Strecke 

OPi =» li durch den Punkt Q^ so, daß das Verhältnis der gerichteten Strecken 



OÖi:«iPi = l:^ 

ist, wo II eine beliebige ZaM, ausgenommen nur die ZaJilen — 1, — 2,"«, — n, 
bezeicftnet. Darauf verbinde man den Teüpu/nkt Q^ mit dem Punkte P^ und 
teile die Strecke Q^P^^^l^ durch den Punkt Q^ so, daß sich 



verluät. Weiter verbinde man den Punkt Q^ mit dem Punkte Pj und teile 
die SUrecke Q^P^ =» l^ durch den Punkt Q^ so, daß sicJt 



verhält. So fahre man fort, schließlich verbinde man den Punkt Q^^i, der 
die Strecke C^jP^^i = ^„_i so teüty daß sich 



verhält, mit P^ und setze Q^_^ P^ = l^. 

MuUipUHert man dann die Quadrate der Strecken l^, l^,-'-, l^ der 
Eeihe nach mit den Brüchen 

\t fi + 1 f* + ♦* — 1 
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so hat die Samnf S aller dieser Produkte. 



^ + 1 



V + 



c + 



^V + -- + '^ 



i + n 



stets denselben Wert, in wdeher beUebigm Wiise man auch die gegi^entm 
n Punkte aufeinanderfolgen läßt und w^dien Wert auch fi haben mag, und 
zwar ist S gleich der Sutmne der Quadrate der Abstände der gegebenen 
n Punkte von ihrem Schicerpunkte. 

Für 11 = erhält man den Steinerschen Sati als speziellen Fall. 
Für fi = oo ist S unmittelbar die Summe 

ÖPi' + ÖP,* H i^ ÖPj. 

Die Figur schließt sich stets, da Q„_i P„ durch liic durchgehen muß 
nnd von im Verhältnis 1 : fi + n — 1 geteilt wird. 

Der Satz, dessen Bevreis sich mit den elementarsten Mitteln der 
analytischen Geometrie führen lüBt, findet vielleicht öfter als hübsches 
ÜbungsbeiBpiel in ihr Verwendang'. 

Jena, 30, April 1907. B. Haussnbr. J 



Ein Beitrag zum isoperimetrischen Problem in der Ebene. 

Steißer beweist die bekannt« Eigenschaft des Kreises unter BenutKung 
des Satzes, daß der Ümfaugswinkel im Halbkreise ein rechter ist, uochdenh.^ 
er gezeigt hat, daß rechtwinklige Dreiecke auftreten mÜ3sen. In folgende»^ 
Beitrag soll eiji etwas anderer Weg eingeschlagen werden, 

Ein in einer Ebene gegebener, sich nicht durchsetzender, geschlüssene--« 
Linienzug von endlicher L&nge umschließt eine Fl&che von bestiaimtecs:] 
Inhalte. Zu jedem Punkte X der Linie kann man ein- eindeutig einax) 




Punkt F so bestimmen, daß der Linienzug durch das Punkt-epaar X, . 
halbiert wird. Desgleichen gibt es zu jedem Punkte X ein-eindeutig eiaa^ö 
solchen Punkt /^, daß die Gerade XX die von dem Linieiuug umacblossei=Mi 
Flüche halbiert. Ist der Linienzug z.B. ein Dreieck ABC, und laßt m^^ 
X mit A zusammenfallen, ao ist Y auf VC der Berührungspunkt des i.^^^ 
Seite a anbeschri ebenen Kreises und Z ist der Mittelpunkt von a. 

Wir untersuchen nun einen Linienzug, bei dem für jede Lage voB .^^H 
) zugehörigen Punkte Y imd Z zusammenfallen. Sei also X, T fäa 1^^| 
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liebiges Punktpaar und X\ Y' ein benachbartes, so muß zunächst XX' = YY* 
sein und der Schnittpunkt M von X Y und X' Y' wird innerhalb der Fläche 
liegen. Nehmen wir XX' sowie YY' als geradlinig an imd setzen 



X 



Y 



80 folgt aus der weiteren Bedingung A XX'ilf = A YY'M die Gleichung 

a; sin I = y sin iy . 

Wählt man nun X" zwischen X und X\ so liegt der zugeordnete 
Punkt r" zwischen Y und Y\ und es ist XX" == YY". Schneiden sich 
die Geraden XY und X" Y" in M\ und setzt man XM'= x', YM' ^= y\ 
so folgt aus der Bedingung A XX"M' = A YT'M' die Gleichung 

ic' sin J = y' sin ri . 

Da aber a; + y = a;' + y', so ergibt sich a; = rc', y = y\ M' fällt mit Jlf 
zusammen und endlich ist XX' | YT. 
Es folgt also der Satz: 

Ein im Endlichen gelegener, geschlossener^ sich nicht durchsetzender 
^Anienzug von der Eigenschaft, daß durch jeden seiner Punkte eine Gerade 
9^t, die Umfang und Inhalt zugleich halbiert, ist eine Figwr mü Mittelpunkt. 

Als Beispiel sei etwa erwähnt die 

^^pse, femer ein Polygon mit gerader 

^ckenzahl und parallelen Gegenseiten. Jede 

^«fcb den Mittelpunkt gehende Strecke XY 

"eißt; ein Durchmesser der Figur. 

Mit Hilfe des soeben bewiesenen 

oatz^s kann man nun einfach zeigen, daß 

Mew- allen Linien gleicher Länge in einer 

-^^e»i« der Kreis die größte Fläche um- 

^^€^ßt. 

Zunächst ist sofort klar, daß die 
gesxx^hte Maximalfläche gegebenen Um- 
lan^^g von einer nach außen überall kon- 
^®5^^ Linie begrenzt ist, also ein Oval 
^^*^ muß, oder ein „gewöhnliches" Poly- 
^^5^ ^ dessen Seiten geradlinig oder krumm 
seii:^^ können. Man wxlrdc ja sonst durch Überbrücken einer etwa vorhandenen 
^^^ j)ringenden Ecke eine Figur von kleinerem Umfange und größerer Fläche, 
*^^^ durch ähnliche Vergrößerung eine Figur von dem gegebenen Umfange 
^^ noch größerer Fläche erhalten. 

Sei nun k die gesuchte Linie, und bestimmen wir zu irgend einem 

w^ir Punkte X den zugehörigen, den Umfang halbierenden Punkt F, so 

^OÄ die Gerade XY auch den Inhalt halbieren. Denn wollte man be- 

*^^^pten, daß der Teil XÄY größer wäre als XBY^ so spiegle man jenen 

'^^ X Y] dann würde das neue Stück XÄ ' Y mit XÄ Y zusammen eine 

^^g^r ergeben, die bei demselben Umfange eine größere Fläche einschlösse, 

^^ XAYB, Die Figur k hat demnach die Eigenschaft, daß durch jeden 

^hrer Punkte eine den Umfang imd zugleich den Inhalt halbierende Gerade 

?^^t; sie hat also einen Mittelpunkt, 

AiehiT der MftUiematik and Physik. HL Beihe. XII. 19 




Flg. 2. 
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Weiter aber ergibt sich sofort, daß die Tangente in Y auf XT MHJt^ 

recht stdien muß, deun andernfalls würde die Figur XÄYA\ die mit i^ 
gleichen DDifang und Inhalt hat, ein» einspringende Ecke bähen. Darftt\ 
aber folgt unmittelbar, da6 alle Üurchmessi^r von 1; einander gleich siti^ 
k ist also ein Arm. 

Dresden. A. Wittisg. 



Über einen KeometrUclien Satc Ton Dtrlrhlet. 



1 



In einer seiner klaasiai'hen Abhandlungen gab Dirichlet') 
geometrischen Satz in der Ebene an, der später auth ic seine Zalilentheorii 
aufgenommen wurde — allerdings in einer etwas geänderten und einfache) 
Form. Dieser Satz laßt sieb, wie der vorliegende Aufsatz zeigen sc 
sehr leicht auf den Raum ausdehnen ; in seiner ursprünglichen ') Fasstt 
lautet er folgendermallen: Es sei eine geschlossene ebene Kurve geg«b 
und a der Inhalt der von ihr begreuKten Fläche. F((s) soll die Amahl C 
Gitterpunkte inneriialb der Flüche bedeuten; dieselben werden ans iv 
Systemen von zur i/- und x-Achse parallelen Geraden (die voneinander 
uin die Strecke « resp. h abstehen) gebildet. Falls nun die Kurve fll 
jedes MaB hinaus wächst, dabei aber immer sich selbst ähnlich bleibt, Tr^=*J 

(■) li», m^-"^,. 

Im in. Supplement v-ur Zahlentbeorie wird der Satz etwas and^^^ 
formuliei't: es wird nämlich angenommen, die FlUcbe sei unveränderli *^ 
und endlich, die Abstände ä der äquidistanten Parallelen konvergieren a^fc^^' 
gegen die Null. Dann wird behauptet und bewiesen, daB 
(2) Um F{e) ■ <J* = <f 

ist 



CM.1X1 



Den so gefaßten Satz wollen wir nun auf den Raum erweitern 1 

zeigen, daH, falls eine einfach zusammenhängende, geschlosso rm- e, 
endliche Fläche F vorliegt (F sei das Volumen des von ihr umschlas)erM.«D 
Körpers) und wir ein räumliches Punktgitter haben, das aus drei Syste»!r»«i 



den Koordinat«nachse 
hung 



1 äquidiatant«n {ä sei der Abstand), 
parallelen Ebenen gebildet wird, die GI1 
(a) Um GÖ'=V 

richtig ist; dabei bezeichnet G die Anzahl der im 
liegenden Gitterpunkte. 

Wir denken uns den Körper in kleine Prismen, die 
sind, zerschnitten; die Achse eines jeden Prismas sei 
parallele Punktreihe, der Querschnitt der Prismen ein Quadrat vom Flici»««- 
Inhalte ä' (Fig. 1.). So ist nun jede zur ai-Achse parallele Reihe von Punid*''' 

1) K«chercbes sur diverseB apphcatioDs de l'analyae infinit^Bimale k \a th*^«"i 
<lea noinbrea. Crelle. Jouni, f. Math,, Bd. 19, pag. 324 -= Werke, Bd. 1, pag. ■*>' 

3) Vorles. ab. Zahlentbeorie, berausgeg. von K. Dedekind, 4. Aufl. i t)"'. 
Supplement IH, {% 130), pag. 311 

3) Recherchen etc % 1. 



senkreclit 



i des Kürf»"*" 



I- Achse pu»JJ«l 
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von einem Prisma umschlossen, in dessen Achse sie liegt; die Höbe eines Prismas 
wi mit A bezeidmet (Fig. 2.). Dabei soll bemerkt werden, daB, falls der Eärper 




"» stellenweise konkaver ist, dies bei der BeweisfQhmng kein Hindernis 
"^ weil wir ihn dann so in andere Teilkörper zerlegen, daB diese auf der 





"-^■^ 










yi 




^4Xa 


— ä.„ 


.T.„ 


















// 


^ 



E^'Uen Oberfl&che konvex sind, und fflhren dann den Beweis fUr jeden 
^rper einzeln. Nach den Grundprinzipien der Infinitesimalrecbnung(Eubatur) ist 

(4) 



lim ^P= lim ^hS' — V), 



'^' J'.^' J' 



*• ja U* das Volmnen eines jeden einzelnen Prisma« bedeutet. (Die Sam- 
"**>wi ist über den ganzen Körper zu erstrecken,) Wenn n die Anzahl der 
"f der Achse der Prismen liegenden Oitt«rpunkte bezeichnet, so ist (Fig. 3) 

[5L * - (« - 1)^ + t, + £, (0 ^ I ., I + 1 1, 1 ^ 2d) , 

1} P sei das Totumen eines einzelnen Prisma«. 
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also auch 
(6) 
Somit ist 

^P^_^{nü^ + eS'')^6'G +^tS^ weil ^n = G. 

Die Summe '^eS^ ist auch gleich Ö'^c6^\ diese letzt« (^ i 
höchstens gleich dem zur y£-Ebene parallelen Querschnitt des i 
also jedenfalls endlich {= f."), somit konvergiert S^tS* gleichzeil 
6 gegen Nnll, A. h. eH ist lim ^(ä* = Um C ■ d = 0. Es ii 
lin. ^P=Umd»G, somit ist die anfangs behauptete flieichi 
UmGd*= V hewiesen. 

6 = 

Diesen Satz köimnn wir so formulieren, daß er dem ursprüi 
Dirichletschen Satze ganz analog ist, und sagen: Es sei ein Köi 
Räume gegeben und V sein Volumen. Ff V) soll die Anzahl der rSa 
Oitterpunkte bedeuten, die aus drei zueinander senkrechten Ebenen 
gebildet sind; die Abstände von je zwei benaehbarten Ebenen seil 
d, h, c. Der Körper soll über jedes Mafl hinaus wachseu, dabei abei 
sich selbst ähnlich bleiben; dann ist 



(0^1. |£1). 






= 1. 



Dieser Satz ist inhaltlich gleichbedeutend mit dem frllheren, ka 

leicht auch selbständig bewiesen werden, was jedoch dem Leser Qberlai 

Piume. M. KmbuJ 



Über «Ine bekannte El^nsckaft 4er Zahl 30 and Ihre Terallgemef 

Es ist bereits des Ifingereu bekannt, daß 30 die größte Zahl i 
Eigenschaft, daß sämtliche unter ihr liegenden, aa ihr tuilerfreniU| 
I'rim^nhlen sind; die Zahl 1 werde hier aU Prim/ahl angeschen, j 
wurde dieser Sata zunächst mit Hilfe des Tsehebysi 
,Z wischen a uml 3 a liegt wenigstens eine Primzabt, wo a irgenfl 
Zahl bedeutet." Später zeigte Herr Landau'), daß es niehlf 
sei, beim Beweise dieses Satzes auf den Tschebyscbefschei 
zugehen, und bewies die oben erwähnte Eigenschaft der '/ 
AbschälzuDg einer unendlichen Iteihe. Herr Dehn regt* 
an, e? zu verbuchen, selbige Eigenschaft der Zahl 30 ohne 1 
von unendlichen Reihen zu beweisen, und zugleich diese 
verallgemoinern, d, h, zu untersurhen, ob es nicht 
der Eigenschaft gibt, daß alle zu ihr teilerfremden und unterl 
Zahlen höchstens 3 oder 3 Primfaktoren enthalten. Im folgl^ 
es denn versucht, zunächst in Nr. 1 fttr jene oben erwäh* 
der Zahl 30 einen Beweis zu geben, der im wesentlichen J 
Induktion stützt; in ganz analoger Weise soll in Nr. ' 

1) Vergleiche diejes Archiv 1. 188—1*3, 1901. 
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daß es auch eine größte Zahl von der Eigenschaft gibt, daß alle zu ihr 
teilerfremden und unter ihr liegenden Zahlen höchstens zwei Primfaktoren 
entKalten. 

1. a) Ich betrachte das Produkt Ä^^p^p^p^ "Pn^ ^^ i'i =" 2, ft = 3, 
Pi =5, i>4 =» 7 ist, femer p^, p^, Ptj "- Pn sämtlich Primzahlen sind und 
endlich auch noch i?6 < i>6 <C i^7 "' '^Pn ^^^' ^^^ diesem Produkte sondere 
icli ab das Produkt der % ersten Primzahlen, also B ^^^ p^p^p^ . .. p^^ wo * 
der Bedingung genügt: n — % + 1 <C.p^. Für A '^ p^p^p^ . . . p^ bekomme 
icb also etwa: B ^ p^p^ p^p^ = 2 • 3 • 5 • 7. Nun ist aber J5 == 2 • 3 • 5 • 7 

Vi?i Pt • " Pti da PsPePi^ 11 • 13 • 17 ist. Füge ich zu diesem Ä weitere 



auf die früheren und aufeinanderfolgende Primfaktoren hinzu, so kann ich 
stets zu Ä mindestens 3 solche Faktoren hinzufügen, ehe ich zu B, um immer 
D^och der Bedingung n — * + 1 ^i?,- zu genügen, einen Faktor hinzufügen 
Dauß, da ja die Differenz zweier Primzahlen > 2 ist. Füge ich aber immer 
nur dann, wenn ich zu Ä wieder drei Faktoren hinzugefügt habe, zu B einen 
F^rimfaktor hinzu, der überdies noch kleiner ist als jeder der zu Ä hinzu- 

Icommenden Primfaktoren, so muß auch stets J5 < )/ J bleiben für w ^ 7. 
Äe-weise ich nun noch, daß es eine Zahl ^> 1 und <^PiP2P3 - • - Pi gibt, 
^ie zu PtP^Pz ' ' ' Pn teilerfremd ist, so ist sicher auch Q^ ^CPiP^ > - - Pn 
teilerfremd zu PiP^ -" Pni ^^^^ nicht mehr sämtliche zu PiP% . . - p^ teiler- 
fremden Zahlen sind Primzahlen. 

b) Es ist {P\PiPi . . . Pi-i) — 1 teilerfremd zu p^p^ . . . i>|_i, also 

sind auch alle Glieder der arithmetischen Reihe {p^p^ • • • Pi-i) — 1 

~^~ ^{PtPi " ' Pi-i)^ ^^'^ < ^ '*CPi ist, teilerfremd zu PiP^ . . • Pi-v unter 

den Gliedern dieser Reihe ist aber höchstens ein Glied durch p^^ ein Glied 

durch Pi^i usw., endlich höchstens ein Glied durch p^ teilbar; denn wäre 

(l>i ft . . . A-i) — 1 + ^1 {PiP2 " -Pi-i) ^d auch {p^p^ . . . jp,._i) — 1 

~^ ^{PiPi ' ' ' Pi^i) durch Pt^ai wo < tf < (n — i) ist, teilbar, so müßte 

B-nch Zj — l^ durch Pi^„ teilbar sein, und das ist unmöglich, da l^ sowohl 

wie li<iPi^fj sind. Da die arithmetische Reihe aber p^ Glieder hat und 

nnr n — i + 1 Faktoren von der Form Pi^„ vorhanden sind, so muß sicher 

w-egen n — i -^ 1 <CPi ein Glied der Reihe zu p^p^ ^ ^ - " Pn teilerfremd sein, 

und da jedes Glied zu p^p^- . Pi^i teilerfremd ist, so muß sicher ein Glied 

^^T arithmetischen Reihe zu ^^j^g ••• Pn teilerfremd sein. 

c) Es existiert also eine Zahl ^ > 1, die den Bedingungen genügt: 



Q < Vpi Pi " ' Pn ^^^ Q ^^ PiPi '• ' Pn teilerfremd. 

"^'Jd dann Pi<, p^, p^t " • Pn^ p^ + i ^i© n + 1 ersten unmittelbar aufeinander- 
zulegenden Primzahlen, so muß q mindestens einen Primzahlfaktor >!?„ ent- 

?^Jten. Aus Q^<CPip2" Pn folgt also fürn ^ 7 allgemein i?S ^-i <i?ii>2 • • • l'n- 
*'^ ist aber auch 

jp? = 172<2.3.5.7.11.13==p,i),...i?e, 
*®*"ner 

l>J=13^<2.3-5.7.11=;?,l?,...i;5 

Und 

Pi= 11^ <2'3'6 7 =^p^p^p^p^. 

^^^o gilt allgemein der Satz: 
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Das Quadrat der (w + l)ie« Primioid ist kleiner als das ProdM ä 
n ersten PrimeMcn, wenn nur « ^ 4 ist. 

d) Kein Produkt von n aufeiDanderfolgesden Primzahlen hat il1^b.-H~As 
fllr n ^ 4 die verlangte Eigenschaft; dasselbe gilt aber auch von jede«: ^»J 
Multiploffl eines solchen Produktes, da dann immer da» Quadrat des kleinstem» ^.' 
in diesem Multiplum fehlenden Frimfaktors kleiner ist als das Produkt d^».^^ 
vorhergehenden Primfaktoren, uro so mehr also kleiner ist als jenes MultrJ-Xj 
plum. Die Zahl 2 - 3 ■ 5 = 30 endlich hat die verlangte Eigenschaft; wün^i-»j 
eine Zahl m den Faktor 2 oder 3 oder 5 nicht enthalten, so müßte si>^^ 
falls sie auch noch die verlangt* Eigenschaft haben soll, schon < 2' od».^^ 
3' oder 5^ sein. Da endlich noch kein Produkt von 30 mit einer ZaF..^^ 
auQer 7 (fllr T ist der Beweis oben schon gegeben) die verlangte Eiger^^^ 
Schaft hat, da dann stets T^ kleiner als dieses Produkt und zu diese^^^^. 
Produkt teilerfremd ist, so muB mithin 30 die gröBt« Zahl sein von d.^^ ^ 
Eigenschaft, daß sämtliche unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahl -Ca^y. 
Primzahlen sind. 

'i. a.) DaB es eine größte Zahl von der Eigenschaft gibt, daB a^^^;^ 
nater ihr liegenden, zu ihr teilorfreraden Zahlen höchstens 2, 3 oder g=r- jjj 
gemein a Primfaktoren enthalten, wo 1 nicht als Primfaktor gilt, ist ber^^^its 
von Herrn Maillet') bewiesen worden, doch auch nur mit Hilfe des ol^^B>en 
erwähnten Tschehyschefschen Satzes. Um analog wie in Nr, 1 nun zn 

beweisen, dafl es eine gröBte Zahl gibt von der Eigenschaft, daß alle nr — M'ter 
ihr liegenden , zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens zwei Primfaktt^» 3~«b 
enthalten, betrachte ich wieder das Produkt A '^ PiP^Pt ■ ■ ■ P«- "^^ 

jetzt ist p, = 2, P| = 3, jjj = 5, p, — 7, j?j = 11 , ferner p^. jj,, . . _ Ji, 
Primzahlen sind und endlieh Pe < P] < Pg < ■ ■ ■ < p, ist. Von die-«— v^™ 
Produkte sondere ich wieder ab das Produkt der i ersten Primzalm-IÄ «"i 
also .B == Pi Pi . . - P,-, wo ( wieder der Bedingung genagt: n — i + 1 <Z. -Pc 

z. B. für ^ = p,ps...ft,, B — p,j>j ... Ps = 2-3-5-7-ll^ Nnn_ ^ 

B-2-3.5-711<2-717-29<V2-3-5 • -^37 ^ ^p,p,"ft'.Tr_^3,i 
Also bleibt wie in Nr. 1, da ich zu A stets erst drei IVimfaktoren hiw::»-^''" 
nehmen kann, ehe ich zu B einen Faktor hinzunehmen muB, für » ]>"~ 12 
auch stets ß = PiP, . . . Pj < KPiPj ••■}'„ — V^- 

b) Nun eiistiert, wie in 1 b) bewiesen wurde, stets ein p<p^PjPj.- - Pi< 
das teilerfremd ist zu p,PjPj - ■ - P. ■ Sind also wieder wie in Nä— — ' 
Pi> P|T Pj • • ■ P,i Pn + i ^'8 n + 1 ersten unmittelbar aufeinanderfolger:» ^"^^ 
Primzahlen, so muß g wenigstens einen Primzahlfaktor >p„ enthalt«n, es fic^lgt 

Es ist aber ».-»-»-<■''■ 



also wegen p" ■< j}^ pj 

Lf»,= 37»<2-3-5 
i>Jj = 31»< 23-5 
;^„ — 29» < 2 ■ 3 - 5 
pI - 23» < 2 ■ 3 ■ 5 
pI — 19» < 2 3-5 
p» - 17» < 2-3-5 



1) Vergl. L'Inlermödia 



^12, p; + i<PiP,. 

...29-31 =p,PtPs. 

... 23-29 =^j),ftp,. 

... 19-23 =p,p,Pj.. 

...17-19=p,p,p,.. 
(-5... 13.17=p,p,p,.. 
I-5-7- 11 -13 =p,p,p,p,P5P, 
des M»tbt!maticien« VII, 1900. 
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und endlich 

i)J =- 13» < 2 . 3 . 5 . 7 . 11 =i)ii>8i>3l>4l^5 . 

£s folgt also allgemein der Satz: 

Die dritte Fotene der (« + i)ten Primzahl ist Meiner als das Produkt 
der n ersten Primzahlen^ wenn nur « ^ 5 ist. 

c) Kein Produkt der n ersten unmittelbar aufeinanderfolgenden Prim- 
zahlen hat also für n > 5 die verlangte Eigenschaft; dasselbe gilt von jedem 
Moltiplum eines solchen Produktes. Die Zahl '2-3-5'7 = 210 hat die 
verlangte Eigenschaft, aber auch noch die Zahl 6-210 = 1260; nicht mehr 
hat aber m = <-210 für t^7 die verlangte Eigenschaft, da ja, wenn t 
den. Faktor 11 nicht enthält, 11» < m und zu m teilerfremd ist, und wenn 
t den Faktor 11 enthält, wir auf den oben schon erledigten Fall zurück- 
kommen, wo m das Produkt der n ersten Primzahlen, n ^ 5, enthält. Ent- 
hält endlich m den Faktor 2 oder 3 oder ö oder 7 nicht, so müßte m, 
^^irenn es doch noch die verlangte Eigenschaft haben sollte, schon < 2» oder 
3* oder 5» oder 7» sein. Mithin ist 1260 die größte Zahl, die die ver- 
^^^tngte Eigenschaft hat. Alle Zahlen, die diese Eigenschaft haben, sind: 

X, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 30, 36, 42, 

, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96, 102, 108, 114, 120, 150, 180, 210, 

240, 270, 300, 330, 420, 630, 840, 1050 und 1260. 

Zusatz: Um zu zeigen, daß es eine größte Zahl gibt von der Eigen- 
daß alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfremden Zahlen höchstens 
»i Primfaktoren enthalten, beachte ich den Umstand, daß die Differenz 
Primzahl und der übernächsten > 6 ist. Ich sondere also wieder wie 
^-'i ISt. 1 und 2 das Produkt der i ersten Primzahlen B = p^p^ ... p^ ab von 
^«m Produkte A^= p^p^ ... p^^ doch so, daß jetzt * der Bedingung genügt: 
V** — * + 9) <i),. Ich kann dann stets zu A erst 8 Primzahlen hinzu- 
^«lunen, ehe ich zu B zwei Primfaktoren hinzufügen muß, um immer noch 
Bedingung zu genügen: n — i + 1 <!>,•. Also bleibt auch, da ich zu A 
4 mal soviel Primzahlen hinzufüge als zu J5, auch immer J5* < -4> 
es nur eine erste Absonderung B *^ p^p^ .. . p^ gibt, für die B^<CA 
; daß es eine solche gibt, zeigt der Versuch. Indem ich analog verfahre 
in Nr. 1 und 2, finde ich dann, daß 30030 die größte Zahl ist von 
Eigenschaft, daß alle unter ihr liegenden, zu ihr teilerfreraden Zahlen 
Höclistens drei Primfaktoren enthalten. 

Münster, Juli 1907. H. BoMfflL 



TeraUgemeinerung der Aufgaben 145 (P. Epstein) und 165 (F. Sekl«f«0» 



Geht man in 145 von der ursprünglichen Ebene zu einflr 
j^^Ue über (etwa durch Parallelprojektion), so erhält man den Brfg ^AHe 
r'^^'^den, die aus zwei festen, ähnlichen und ähnlich liegende 
^«Uien von gleicher Länge ausschneiden, umhüllen eine gewifli 
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ilbeiuo folgt aus dem Satz 165 durch Übergang zum af^nen Räume: JV.1 
Ebenen, die aus zwei festen, äKnlichdD und ühnlicli liegenden EUipsoi' 
flficbengleiche (und daher kongi-uente) Ellipsen ausschneiden, iimblUlen 
gewisses elliptisches Paraboloid." 

Aussig, Böhmen. stad. math, J. Kruu. 



4. Bei der Redaktion eingegangene Büeber. 
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Auf S. 118, Torletüt« Zeilw, int statt „Gebiete" 
3. 178 sind Z. 14 v. u die Worte „1. und" 
T. u. lies II. atAtl 11. 



über hyperboMdische Würfe. 

Von J. Neuberg in Lüttich. 

Ich nenne hyperbokndisclies Quadrupel oder kürzer hyperbolaidischen 
^urf den Verein von vier Erzeugenden derselben Art eines Hyper- 
■^oloids. In der neueren Geometrie bilden oft vier analoge Ecktrans- 
^^rsalen eines Tetraeders ein solches Gebilde und ersetzen die drei sich 
einem Pnnkte treffenden Ecktransversalen des Dreiecks. Dies ist 
'- B. der Fall mit den Höhen des Tetraeders; mit den Geraden, welche 
Le Ecken und die Berührungspunkte der gegenüberliegenden Ebenen 
^^^it der eingeschriebenen Kugel (oder irgend einer eingeschriebenen 
^^uadrik) verbinden usw. An Stelle von zwei Perspektiven Dreiecken 
"tireten oft zwei hyperholoidische Tetraeder auf, d. h. solche, deren Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Ecken oder, was dasselbe ist, deren 
Schnittgeraden der entsprechenden Ebenen einen hyperboloidischen 
^^nrf abgeben. 

Die folgende Abhandlung enthält bekannte Tatsachen^), mitunter 
»r auch einige neue Sätze. Sie hat zum Hauptzwecke, stärker als 
gewöhnlich in den Lehrbüchern und Zeitschriften geschieht, die 
^ixifachsten geometrischen und analytischen Methoden hervorzuheben, 
^maa hyperboloidische Würfe zu erkennen. Ich selbst habe öfter diesen 
Oegenstand behandelt') oder Beispiele angegeben. 

L Es seien m^, m,, m,, m^ vier von den Ecken des Tetraeders 
-^A^A^Ä^ ausgehende Geraden, welche die gegenüberliegenden Ebenen 
*Ä den Punkten Jtf^, Jlfj, Jtfj, M^ schneiden. Wenn sie einen hyper- 
^oloidischen Wurf bilden, so geht durch Ä^ eine Gerade w^, welche 

1) Die nachstehenden Betrachtungen zeigen unter anderem manche Analogien 

^* den Untersuchungen von 0. Hermes: ,,Sätze über das Tetraeder, welche dem 

^ Dcsargues über ebene Dreiecke analog sind" im Programm des Cölnischen 

^*Uu«iums, Berlin 1866, S. 1—25. — „Über homologe Tetraeder**, Joum. fftr die 

^Q und angewandte Mathematik 56, 218—246, 1857. 

2) Ich führe nur an: Nouvelle Correspondance mcUhematique , Band Y, 1879, 
ö 316—320; Memoire sur le Tetra^dre, 1883, veröffentlicht in den M^moires de 
^«l^mie rojale de Belgique. 

"^«ohiT der Mathematik and Physik. IIL Reihe. XII. 20 
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«(j, Wj, ^n^ trifit und folglich der gerueiDsame Schnitt der Ebem 
^,m,, -!i«'3, A,)n^ ist. Nennt man P,, P3, P, die Schnittpankte 
(-4,;if,, A^A^)t^{A^M„ A^A^), (A,3I^, A^A^), so sind die Geraden 
--(jPj, AgFg, A^P^ die Spuren der Ebenen A^ni^, A^ni^, A,m^ in 
der Ebene A^A^A^, und als solche müssen sie sich in einem Punkte 
,V, treffen, was man oft vermittels des Cevaachen Satzes erkennen 
kann. Ähnliche Bedingungen tinden statt in den andern Ebenen des 
Tetraeders: aber es genüfj^en drei Bestätigungen. 

Beispiele: Die Geraden, welche die Ecken des Tetraeders mit dem 
Mittelpunkte der den gegenüberliegenden Dreieckeu eingeschriebenen 
Kreise verbinden, bilden einen hyperboloidischen Wurf. So auch die 
Ec.ktransversalen, welche durch die Lemoineschen Punkte der gegen- 
überliegenden Dreiecke gehen. 

2. Es seien jetzi A^A^A^A^, B^B^B^B^ zwei byperboloidii 
Tetraeder; die Geraden AiB^, A^B^, A^B^, A^B^ mögen m, 
beißen. Die Koordinaten der Punkte B,, B^, B^, B, in bezug auf das 
Tetraeder A^A^A^A^ bezeichne ich wie folgt: 

"11 «1» «IB t^M ■ --ßl- 



^en- 



(!) 



Die Gleichungen der Ebern 



,...B„ 
■ ■ ■ -ß., 
... B,. 

, ^i'"», -ii»'( sind: 



(II) 



Damit diese Ebenen eine gemeinsame Scbnittgerade n, haben, 
man setzeu 



Ähnlich findet man die Bedingungen für die Bchnittgeraden 11,, rt,, : 



Da das Produkt der ersten und dritten Gleichung gleich ist 1 
Produkte der zweiten und vierten, hat man nur drei verschiedene ] 
dingungen. 

Wenn man beachtet, daß einzig die Verhältnisse der Koordinaten 
eines Punktes in Betracht kommen, können die Koordinaten der 
Punkte Bj, Bj, B^ mit aolchen Zahlen multipliziert werden, daß 1 
•'ii — "u' "ai "* ''lai "11 — "14 erhält; dann geben die drei letzten 1 
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dingungen sofort: a^j = «34, a^ = «g^, ccjj = Ojj. Dieses Ergebnis kann 
man folgendermaßen ausdrücken: 

Das Tetraeder B^B^B^B^ ist hyperbolöidisch mit deni Bezugtetraeder 
A^A^A^A^, wenn die Matrix (I) der Koordinaten der Ecken syntr 
mebrisck ist oder nach Multiplikation der Zeilen mit geeigneten Zahlen^) 
symmetrisch wird. 

Wir werden jetzt immer die Symmetrie der Matrix (I) voraus- 
setzen. 

3* Die Gleichungen der Geraden m^, m^, m^y m^ sind 



x^ 



X, 



a 



IS 



a 



18 



x^ 



X. 



x^ 

«14 

x^ 



cc, 



11 



a, 



18 



CC, 



14 



05, 



X. 



X, 



CC 



81 



a, 



81 



a 



84 



X, 



Xn 



or. 



a 



41 



a 



41 



a 



48 



Man kann die Nenner als Koordinaten dieser Ecktransversalen auffassen 
nnd sie in der symmetrischen Matrix 



a 



12 



«18 «14 



m 



«21 



«, 



83 



a 



u 



«31 «82 



«84 



a 



41 



a 



42 



a 



43 



mit leerer Hauptdiagonale aufstellen. 

Die Gleichungen (11) der Geraden w^ werden jetzt 

«34^ ^^ «42*^8 ^^ «23*^4 5 

hieraus schließt man die Eoordinatenmatrix der Erzeugenden zweiter 
-Wider Regelfläche m^m^m^m^, welche durch die Punkte A^y A^y Ä^y Ä^ 
gehen: 



(IV) 



a, 



84 



«84 
1 

«14 
1 



1 


1 


«41 


«18 


1 


1 



a 



41 



a. 



a 



41 



18 



«11 



a, 



18 



CC 



81 



1 
«11 



1) Ans dieser Regel kann man leicht die von Herrn E. Jahnke angegebenen 
^^gtingen der vierfach hyperbololdischen Tetraeder ableiten (Archiv (3) 8, 81). 

20"* 
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Man nenne komplementär die Elemente a^^ und a^^, 0^3 und ce, 
a^^ und (x,3 einer symmetrischen Matrix vierter Ordnung; dann ge 
man von (UI) zu (IV) über, indem man die Elemente durch die u 
gekehrten Werte der komplementären Elemente ersetzt. 

4, Es seien jetzt 2h y Pif P99 Pi ^^^ ^ ^^^ Ebenen des Tetraede: 
AiA^A^A^ liegende Geraden. Wenn sie einen hyperboloidischen Wurr 
bilden, trifft die durch ih gehende Ebene A^A^A^ die Linien p^ Ps» & 
in drei Punkten Q^; Qzy Qu welche auf einer Geraden q^ liege 
Diese Punkte sind offenbar die Schnittpunkte (jp^j A^A^j {p^, -^i^^^ 
(p^, A^A^)'^ die EoUinearität wird oft in den Anwendungen mit 
des Satzes von Menelaus bestätigt. Ahnlich verfahrt man 'in d»- 
anderen Tetraederebenen. 

5. Betrachten wir jetzt ein Tetraeder B^B^B^B^, dessen Elben^ 
die entsprechenden Ebenen des Grundtetraeders A^A^A^A^ in v 
hyperboloidischen Geraden p^^ p^, p^^ p^ schneiden. Die Gleichun 
der ersten Ebenen seien 

",i ^*i + ".2^ + w<3^8 + Wa^4 = (f = 1, 2, 3, -4). 

Die oben genannten Punkte (),> Q^f Qa genügen in der Eb m . ^ -ne 
A^A^A^ den Gleichungen 

^2 = \)f f'sS^S • **24^4 ^^ ^f 

^3 = 0, U„X^ + U^^X^ — 0, 

^4 = ^\ "42^2 + ^43^3 =" 0. 

Drückt man aus, daß sie auf derselben Geraden liegen, so ürrm.^^^^ 
man die Bedingung 

M23«'34"42 = W32«'43M24- 

Fährt man auf diesem Wege fort in den anderen Eoordini^'it^ ^^" 
ebenen^ so gelangt man zum folgenden Schluß: 

ircMM die Sclmittffcradef^ der Ebenen eines Tetraeders B^B^J^^m^ -^ 
fwi7 de9% Ebeftni des KoordiMatefitetraeders A^Al^A^A^ einem hyjperb^^^^' 
dischi'pi Wurf bildcM, sa sind die Koordinaten der ersten J^enen ^^ 

Klemmte eipier sitmnwtrischefh Matrir oder werden es noA Mnüti^^^?*^' 
kation der Zeila\ mit passendet^ Zahlen. 

Mau kann die Größen (mu, ii^, h^^\^ \u^^, «,„ 14^, ... als K^c^^'" 
dinat^n der in den Koordinatenebenen liegenden Geraden JP|,^ p^ ^ P^ 
auffassen. 

Der Überjjang von der Koordinatenmatrix der Geraden jp|,jp^,p^ 9 ^* 
zu der Koordinatenmatrix der Geraden q^. q^, q^^ q^ geschieht, "^^® 
schon oben ^Ä^ an^redeutet wunle. 
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Das Dualitätsprinzip hätte uns erlaubt sofort die Schlüsse der 
ei letzten Nummern aus den vorhergehenden abzuleiten. 

6. Sind ztcei Tetraeder A^A^A^A^, B^B^B^B^^ so beschaffen, daß 
Verbindungsgeraden der entsprechenden Echen einen hyperboloidischen 

'VFtirf bilden, so kommt dieselbe Eigenschaft den Schnitten der entsprechen- 
den Ebenen zu. 

In der Tat, die Koordinaten der Ebenen des Tetraeders B^B^B^B^ 
sind den ersten Minoren der Matrix (I) gleich und sind somit die 
XUemente einer zweiten symmetrischen Matrix. 

7. Ein Tetraeder und sein PoUetraeder in bezuy auf eine Quadrik 
sind hyperbolcädisch. 

Zum Beweise genügt es die Gleichungen der Polarebenen der 
Scken des Koordinatentetraeders hinzuschreiben. 

8. Jede lineare Verwandtschaft verwandelt einen hyperboloidischen 
Wurf in einen andern hyperboloidischen Wurf. 

Es gibt auch andere Verwandtschaften, welche die hyperboloidische 
Lage beibehalten. Die Matrix (1) bleibt noch symmetrisch, wenn man 
die Elemente durch ihre umgekehrten Werte ersetzt. Legt man nor- 
male Koordinaten zugnmde, so verwandeln sich die Ecktransversalen 
^^ ihre isogonal verwandten (oder winkeltreuen); führt man bary- 
^^ntrische Koordinaten ein, so werden die Ecktransversalen durch ihre 
^öotomisch verwandten ersetzt. Auch kann man die Elemente einer 
^y<n metrischen Matrix einmal als Punktkoordinaten, ein andermal sie 
^der ihre umgekehrten Werte als Linienkoordinaten ansehen. 

9. Nach einem Satze von Desargues schneidet jede Transversale 
*x^ drei Paare gegenüberliegender Seiten eines vollständigen Vierecks 
^^d jeden diesem Vierecke umgeschriebenen Kegelschnitt in Punkte- 
P^^iren einer Livolution. Eine Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Schneidet eine Transversale u die Seiten eines Dreiecks A^A^A^ 

^^ dMi Punkten B^, B^, jBg, und sind C^, C^, C^ die zu B^, J?,, B^ 

^^xxjugierten Punkte einer Involution, so gehen die Geraden A^C^, 

^»C,, A^C^ durch einen und denselben Punkt A^, und alle durch die 

'X* Punkte A^, A^, A^, A^ gelegten Kegelschnitte schneiden u in zwei 

^8«ordneten Punkten derselben Involution. 

Den ersten Teil dieser Umkehrung habe ich kürzlich folgender- 
auf den Raum ausgedehnt^): 




1) Siehe Matheeis, 1904, S. 83. Einen einfachen synthetischen Beweis hat 

H. De Vries in den Wiskundige Opgaven, 1904, S. 136 gegeben: Er pro- 

-_b nämlich die Involution {B,C\, B^C^, B^C^, B^C,) aus jeder Ecke des 

^^tarteders AiA^Aj^A^ auf die gegenüberliegende Ebene und wendet dann den 

^-«^«limeiriBchen Satz an. 



f J, NEfM 

Sdtucitiä eine Transcersale u die Ebenol des Tdraedi^rs A^AfA^A^ 
1 den Punkten £,. i?,. B,, B^, und sind C^, C„ C,, C, die xugeordnOm 
f Punhie einer auf u liegenden Involutiim , so bilden die Geraden ^C,. 
A^Cj. Ai ( ', , A^ C, «»leM hyperbolouiisdten Wurf. 

Der analytische Beweis kann sehr einfach geführt werden. £^ 
seien (fi, ft, fai ft)) iSx 9»' !/s> Ha) ^^^ Koordinaten der Doppelpunkte 
7'', G der Involution, auf das Tetraeder A^AfAgA^ bezogen. Die Koor 
dinaten der Punkte li,, (\ welche die Strecke FG harmonisch teilen, 
sind Ton der Form: 



Bj.-.Xf^ + fig^, i-f^i-fin^, Vsi 
C, . . . If, - iig,, V,-f?.. V. ' 



l^9»> ^fi + I^Si- 



Da aber i^, in der Ebene A^A^A^ liegt, hat man A/*, -i- ftg^ »0: 
man kann alao setzen ^^ffi, /* " ~ /"u und die Koordinaten von C, 
werden 

9if,+!>ift, (/if,+ffji, ffifi+Sifu Vih^-üJi- 



Setzt man also g/^ -f (;,/| ■ 
Punkte C„ C,, C„ C,: 



) ist die Koordinat«nmatrix detr 



«M «13 

«a. «M 



Da sie symmetrisch ist, hat man den obigen Satz bewiesen. 

Der korrelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A^AfA„A^ und eine Ebeneninmlution i 
der A<^e u. Die au den Ebenen uA„ uA^, uA,, uA^ konjugier^P^-^^f„ i 
Ebenen der Involutiim schneiden die entsprechenden Tetiaeder^tenea 
vier hgperbolwdischm Geraden. 

10, Folgender Satz scheint mir neu zu sein: 

Eine Ebene (i sdineidet die Ebenen des Tetraeders AiA^A^Ai^ m 

den Geradeti rf,, rf,. d^, d^. Man bestimmt die Pole Jt^, Z>,. /),, f), 

dieser Geraden in basiiij auf einen in der Ebene fi lieffemien K^^^^fi 
achniti K. Dann bilden die Eddransversiüen AiJ/,, A^D^, A^D^, Ä^-^Ji^ 
einen liiiiierMoidischen Wuif. 

Es seien in bezug auf das Tetraeder Aj.-i^A^A, 

(i,*, + /i,a-, + ^.a;, + ft,,Xj= 0, f(u) =^/li«itt,- 

I Gleichungen der Ebene n (in Puuktkoordiuaten) und einer darc 
len Kegelschnitt K gehenden Quadrik (in Ebenenkoordinaten). B-^-^ 
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zeichnet man mit /i(i*), ^sOO» /sC^)^ /iO^) ^® halben Derivierten der 
-Punktion f{u) nach u^, u^, xi^, u^, so sind die Koordinaten der Pole 
^^T l)eiden Ebenen ft und A^A^A^ bzw.: 

fi{l»)y fM> fM^ fMf 

flu fitJ tisy /u' 

-^1 liegt auf der Verbindungslinie dieser Pole; mithin sind seine Ko- 
^i'ciiiiaten von der Form 

^^*ixt man sie ein in die Qleichung der Ebene fi, so kommt: 

'Mxd folglich 

^ = M, Q /i(f*)- 

-Mitlin sind die Koordinaten von D^: 



in sieht sofort^ daß die Koordinatenmatrix der Punkte D^^D^^D^, D^ 
symmetrisch ist. 

Der korrelative Satz lautet: 

Man gibt ein Tetraeder A^A^A^A^ und einen Kegel zweiter Ord- 
r^%tr^9tg mit beliebiger Spitze P. Die Polarebenen der Geraden PA^, P^j 
„ PA^ in bezug auf den Kegel treffen die Ebenen des Tetrasders in 
Geraden eines hyperboloidisdien Wurfes, 

11. Im Vorhergehenden haben wir die geometrische Deutung 
«iner symmetrischen Matrix vierter Ordnung gegeben. 

Ohne Beweis erinnere ich hier an die Deutung einer schief- 
symmetrischen Matrix: 

a b c 

— a de 

-b -d f 

-c -e -f 0. 

*^ Zeilen geben die Koordinaten der Ecken (oder Ebenen) eines dem 
^ooirdinatentetraeder zugleich ein- und umgeschriebenen Tetraeders.*) 

12. Die Systeme (III) und (IV) (3) fallen zusammen^ wenn 

1) Neuberg, Sur les tetraedres de MÖbius (M^moires de la Soci^t^ Royale 
^eiencea de Li^ge, 1884). 
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Der ScUuß liegt D&te, dafi die Geraden m, , Wj, m^, 
einem Punkte begegnen. Um dies zu bestätigen, ersetzen wir in (III) 
die Größen «j^, tt^^, a^^ durch ihre Werte - ,-,--- und schaö'ea die 
Nenner in den Zeilen weg; dann bekommt das System (IIl) die Fol 



OOlfl 



wo /S — — ' ^- - und K das Produkt ((„«„ bedeutet. Die Eooq 
naten des Schnittpunktes der vier Geraden sind ß, a,,, ttj,, o,^. 

Nafktrng. — 1. Nimmt mau in Nr. 7 fUr die Klassenquadrik den 
Kugelkreis, so sieht man, daß die vier Höhen eines Tetraeders einen 
hyperboloidischen Wurf bilden.'j 

2. Eine reziproke Verwandtschaft verwandelt zwei perspektive oder 
hyperboloSdische Tetraeder in zwei Tetraeder derselben Art. Bei einer 
polaren Korrelation in bezug auf den Kugelkreis gelangt man so zu 
dem Steinerschen Satz über orthologische Tetraeder') nnd i 
allgemeinemng desselben. Diese Bemerkung über orthologische Te- 
traeder habe ich erst kürzlich in Herrn Kötters Bericht über i 
Entwiekelung der synthetischen Geometrie gelesen.^) 

3. Als Analogen zn dem Satze über den Lotpmikt einer G^rmi 
in bezug auf ein Dreieck*) hat Herr Pr. W. Meyer folgenden 1 
ausgesprochen: 

Mtm jfriyjiiiiere die Ecken des Tetraeders A^AfA^A^ oiihogonat ( 
eine beli^ige Ebene [i, and aus den Projektionen jB,, li^, Bg, B^ faSi 
tnan die Lote b^, fc,, 6,, ö, respektive auf die Ebenen A^A,A^, A^A^.^^ 
A^A^Aj. AiA^Ag. Dann bilden die Geraden ft,, 6j, b^, b^ einen hi/p^. 
holoidischen Wurf. 

Denselben Satz hatte ich im Journal de Bourget, 1891, S. 24 n^ 
einer Erweiteruüg als Aufgabe vorgelegt, Icli wenle hier nur aof i 
zweiten Teil eingehen; er lautet: 

li Herr W. Fi. Meyer bat in mefaieren AufaHtxen die Rolle des Kug«l! 
betont, so noch in diesem Archiv (3) 12, IBS. 

S| S. meine Abbaudlniig „Über orthologische Tetraeiler" io den Monatshi 
für Math, und Physik 18, S13— 218. 

3) Jahieebericht der Deutschen Math.-Ver. V, S, ä72, 

4) K. Cwojdxineki, Dor Lotpnukt, ein oeu er merkwürdiger Punkt dvi Di 
ecks, AicbiT (S) 1, 171—190; E. Jahnke, Bemerkung zu diesem Aufsntiie, l,ISI-li 
J. Neuberg. Verwandtschaft zwischen einer Geraden und deren Lotpunkt, 8, S9— I 
W. Fr. Mejrer, Lotpunkt eine» Dreiecka, 1, 372. 
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Man bestimme die Hohenschnitte C^, C^, Cj, C^ der Dreiecke B^B^B^y 
S^BJB^, B^B^B^, B^B^Bq imd fäUe aus diesen Punkten die Lote c^, Cg, 
^3, c^ auf die Ebenen A^Ä^Ä^, .... Die acht Geraden b^, c^ liegen auf 
demselben Hyperboloid §; die aus den Mittelpunkten D^j D^, D^, D^ der 
Strecken B^^Cy^, ... bezüglich auf die Ebeneti A^A^Ä^, . , , gefällten Per- 
pendikel treffen sich im Zentrum des Hyperboloids §, und die acht Punkte 
B^, C^ liegoi auf einer gleichseitigen Hyperbel 

Die Oerade c^ ist parallel zu b^ und trifft b^, b^, b^. Denn die 
Geirade ij, welche senkrecht zur Ebene A^A^A^ ist, ist senkrecht zu 
der- Geraden A^A^] so ist auch c^ senkrecht zu A^A^'^ auch ist die 
Geirade Bj^C^, welche senkrecht zu B^B^ steht, senkrecht zu der Ge- 
raden A^A^f da diese sich in B^B^ auf die Ebene fi projiziert. Hieraas 
folgt, daß die drei Geraden b^, c^, ^iQ sic^i iji einer zu A^A^ lot- 
reohten Ebene befinden. 

Wir haben somit vier Paare paralleler Erzeugenden des Hyper- 
boloids §; die Mittelparallelen dieser Paare treffen sich offenbar im 
Zentrum von §. Der Schnitt der Fläche § mit der Ebene [i ist ein 
Kegelschnitt, welcher durch die acht Punkte B^, C^ geht; da aber C^ 
dex- Höhenschnitt des Dreiecks B^B^B^ ist, ist dieser Kegelschnitt eine 
gleichseitige Hyperbel. 

Wenn das Viereck B^B^B^B^ ein Bj-eisvierek ist, fallen die vier 
PxiTikte D^ zusammen ins Zentrum des Hyperboloids ^. 



Über das Problem, eine Fläche IL Grades in einem der 
^Bstalt und 6röAe nach gegebenen Eegelscbnitte zn schneiden. 

Von W. Ludwig in Braun schweig. 

(Schluß.) 

7. Die Ellipsen auf den Hyperboloiden. — Nachdem wir für den 
^1 I 1 alle nötigen Überlegungen ausführlich dargestellt haben, können 
''^^^ Uns im folgenden kürzer fassen. Im Fall H 1 haben wir 

^c:<c<o, a;<a;<o, o<a;'<a;; K<k\,, a;;<a;; 

*^^^ muß das gesuchte Intervall (A„ ^ A ;^ A^) wieder zwischen A^ und 
-j^ Und außerhalb sowohl von A« und A« als auch von ky und Ay liegen. 

^^^ solches Intervall ist immer vorhanden; es ist bei ihm A^ gleich 
, ^^ici größeren der beiden Werte kä und Ai und immer ko = A?. Da 

*^ ^ des Intervalles negativ sind, kommt es auf A^ au, und wir finden 
wie vorher: 
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Sollm auf einem einniatiteli^en HyfMrMoid , dessen Halbarjisem 
S < © und 6 - Y— 1 sind. rffUe. Ellipsen von den Hnlbadisen A>£ 
liegen, so muß sein: entweder 



o< 



md B^a 



I 



I £ 2 ^ 1 und .4 ^ 58 . 
Femer er^bt sich: 

Beim einmanleligen Hyperboloid gehören die Ebenen, die aiis ihm i 
Ideinsten Klipsen aller reell möglichen Arten ausschneiden, den , 
büschdn um seine beide» reelle» Achsen a». 

Im Falle IQ 1 haben wir 

Aä < a;' < , < A^' < A,; , < Vy < i; ; a; < i.::, Vi < ly -, 

also ist das Intervall {A„ < «l ^ K.) wieder zwieclieD l't' und /li begriffen: 
aber wir braueheu, da ea positiv ist, seine Grenzen nicht zu bestinimeu, 
sondern erhalten ohne weiteres dtfs — übrigens unmittelbar einleuchtende 
— Resultat: 

-4ms detii eweimanteligen Hyperboloid Icann mau reelle Ellipsen aller 
Gestalten find Größen aasschneiden. 

8. Die Hyperbeln auf dem einmantdige» Hyperboloid. — In den 
Fällen II 2 und II 3 ist s < 0; wenn s von — oo bis wächBt, geht 
«' von 1 bis und u" von — oo bis 0; deshalb ist ff'> > ff", und 
vir haben 

ij < a; < < x[!, < c A'; < < a;. 

Die Jl des gesuchten Intervalles {A^ < A ^ i^) miiasen jetzt also 
außerhalb des Intervalles von X^ bis A'j und sowohl zwischen Xä und 
X'ä als auch zwischen X" und Xy liegen, und zwar sind zwei Möglich,' 
keiten vorhanden: 

(a) Sie sind, unter der Bedingung, daß A'/ < Aj, n^ati 
A„ = Xä oder = Xy und X^ = X', ist. 

(b) Sie sind, unter der Bedingung, daß X!. > A'-I, [lositi 
A„ = X'i und A„ = Al' oder = Xy ist. 

Hinsichtlich der Bedingung (llij kommt es im Fall II 3b und 
II 3s gar nicht auf die Grenzen A„ und A^ au, im F^l II 2a nur anf 
die obere Grenze: i->|A!<|, und im Fall II 3b nur nuf die untere: 
'ir > X"i. Dagegen mOssen wir bezüglich der Bedingungen 



und 

I 



X-} < A', oder . 




>1 




(b) A;>A,:;oder/ = ^.^°.'<l 
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und 

f 

Y 

Jiocli unterscheiden^ ob | c < 6 oder | c | > 6 ist. 

Da - — 7-^ = 1 — y<y" stetig von oo bis 1 abnimmt ^ wenn s von 

— oo bis wächst, ist für \c\<ib die Bedingung (b) unerfüllbar; 

^'^g^en ist (a) erfüllt, sobald s < —-^—^ ist; im Fall einer stumpfen 

Hyperbel muß dann außerdem noch r > | Ajl^l == Y ^<y' sein. 

Ist \c,>b, so wird (a) durch alle negativen Werte von s be- 

^^"^edigt, (b) aber nur, wenn -Z— ^ ^ s < ist; daraus folgt, daß 

J^*zt alle spitzen Hyperbeln möglich sind und von stumpfen die, 
för die 

«ttt^eder - oo < s ^ ^^i^ und r > | bö' ist oder ^^^^ ^ s < 0. 



Die gegebene Hyperbel habe nun die Halbachsen Ä' und B' • V--T; 
ist vermöge der Gleichungen (6 a), wenn die Hyperbel stumpf ist, 

-4' = J.*= --, B' = — . ^= - -i und B'> Ä' und, wenn sie spitz ist, 

^'* = B«- l^jl^, B''- -- ^« = 2^ und ^'>B'. Eine Bedingung 
-^1 ^s ^$2 geht hiemach im Fall einer spitzen Hyperbel über in 

^^*id im Falle einer stumpfen Hyperbel in 

^^"tzen wir -p — ^' = I ^nd -t> = ^; so durchlaufen wir alle spitzen 

^^^^<ä darauf alle stumpfen Hyperbeln, wenn wii* | von — (x> über 
"^^ + oo wachsen lassen; von iy kommt dabei nur der positive Zweig 

^ "^i (S + |yF-r4|) in Betracht, der stetig von über 1 bis + oo 
^^&<5hgt. Demnach erhalten wir als Bedingung für die spitzen Hyperbeln: 

^^^*^d fElr die stumpfen: 

i (:>^=^l + !l/^^+4 ) ^ ^; ^ i (|>/-^ ' + |l/=T+4 i); 



hiermit drückt s'icii imser Ergebnis folgendermaßen i 

Aaf dttem einmanieligm Hyperboloid, dessen HaUiadisen St < ? 

und ß V— i sind, lictfen reelle Htfpirbdn vm den gegebenen Hatbadtsen 

A' und B' 'Y— 1 unter folgenden Bedingungen: 

Ist S > S8, so sind alle spitzen Hijperbdn möglich, für die 

tmd alle stumpfen Hyperbeln, für die 

S<|^<<» tmd ^'^33. 



Ist e<g 

möglich und fo 



ist. 



J 



, so sind alle spitzeti Hyperbeln ohne Eins^dmkmi^. 
den stumpfen Hyperbeln die, für die entweder: 



.<r>o lind A'^i 



4 



Analog wie früher fügen wir noch hinzu: 
Hie Ebenen der stumpfen Hyperbeln, die rmi jeder auf t 
manleligen Hyperboloid möglichen Art die größten Achsen haben, gdiiS^^ 
dim Ebenenbüschel um seine größere reelle Achse ati. 

Für die hier auftretende mannigfaltige Spaltung der Bedinguo^^ 
kennen wir leicht eiueu rein geometrischen Grund angeben'): M i 
größte innere Winkel des Asymptotenkegels des einmanteligen Hyin^^^j 
boloides ist ?> = 2 ■ arc tg „ und der Asymptoten winkel der gegebe^rr^po 



Ist Ö- < 9 



lassen sich mc 



Hyperbel ist * -- 2 arc tg 
Hyperbeln ausschneiden , die der gegebenen selbst ähnlich — ^lir 
„wirklich ähnlich"' — oder ihrer konjugierten Hyperbel ähnlich — ^cdei 
gegebenen „konjugiert ähnlich" — sind. In einem Büschel von paralleJÄ^^ 
Ebenen, die Hyperhein ausschneiden, gibt ea stets zwei reelle Tangent^S* 
ebenen des Hyperboloides; die außerhalb derselben befindlichen Ebenen ^^^* 
Büschels tragen, bei geeigneter Wahl des Büschels, der gegebenen wirUssS»* 
ähnliche Hyperbeln und zwar in allen möglichen Größen. Somit teis:^^ 
wir wieder, daß es immer der gegebenen Hyperbel kongruente Hyperb»" "* 



1) Vergl. hieran: W. Lndwig b. a. 0. Nr. 9, 8. 34 und „Über die ..»-Knrr 
dei einmuiteligeii Hyperboloidea und des h,vperboli»t'hen Parabnloide»". 
AichiT (S) 8, !äO 11. 321. 
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gibt, wenn -j^^tr ist. Die zwischen den beiden Tangentialebenen 

beüridlichen Ebenen unseres Büschels dagegen tragen Hyperbeln^ die der 
gegebenen konjugiert ähnlich sind, die also den Asjmptotenwinkel 
^' = ;r — 'S" haben und die Bedingung ^' > ä — 9 erfüllen. Ist nun 

® ^> 8, also 9> < ö 7 ^^ bestimmt die Bedingung d-' ^x — <p oder 

^^ ^ «r ganz andere (stumpfe) Hyperbelarten als die Bedingung ^< g?; 

^»t aber ß < 33, also (p> -ä> ^ — 9>y so ist dem nicht mehr so, 

sondern wir erhalten nur für '9' > g? oder . > > ~ neue Hyperbel- 

Diese neuen Hyperbelarten aber, von deren Ebenen jede zwischen 
d zu ihr parallelen Tangentialebenen des Hyperboloides verläuft, haben, 
man sofort sieht, je eine oder mehrere größte mögliche Hyperbeln, 
'en Ebenen unter den Durchmesserebenen des Hyperboloides zu 
^'txolien sind; wir haben oben gefunden, daß diese Ebenen, entsprechend 
döir Bedingung J. < 33, den Büschel um die größere reelle Achse des 
H^yperboloides bilden. 

9. Die Hyperbeln auf dem gweimanteligen Hyperboloid. — In den 
Fallen HI 2 und IH 3 haben wir 

a;<o<a;', a';<a;;<o<a;,<a;; 

«Iso bestehen für die k des gesuchten Intervalles {^u^^^ ^o) wieder 
Tsrvrei Möglichkeiten: 

(a) Sie sind, unter der Bedingung A« < A^, negativ, wobei X^ -= A« 
oder =. Ay und A^ = k'^ ist. 

(b) Sie sind, unter der Bedingung y« > Aj^, positiv, wobei A„ = Aji 
^uid A^ = Xa oder = Ay ist. 

Die Bedingung (16) ist im Fall HI 2 mit (b) und im FaU IH 3 
^it (a) unverträglich; also sind nur die Kombinationen HI 2a und 
m 3 b möglich, bei denen r < | A^ , bezw. | r | < A^ sein muß. 

Ist nun a < 1 6 ! (und folglich auch a < ! c ), so ist die Bedingung 
(*) oder 






a 



^**"cli keinen negativen Wert von s erfüllt. Die Bedingung (b) oder 

K_^ £1' ^ 1 

X'-\b'- 0' >"■ 
"*• es nur, wenn 

— — ab 
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ist; dabei ist dann, wie aus dem Verhalten von jv =" i — ; • —y^ folg^y 

K= l'y für - oo ^s <i^±^ und A„= a: für -^^ ^ * ^ ^^±^V 
Ist aber a > 1 6 1, so ist die Bedingung (a) erf&llt, wenn 

ab =^ = 

X" ' i "I 
ist; dabei ist wegen des Verhaltens von jr =» - — ^ • ^— r- , wenn c\> a 

Ol 

ist, immer A„ = A^ und, wenn I c | < a ist, A^ = A« für - ^ — < 5 < ^^ — ^ 
und A, = A'J für ^1±^ <s<0. 

Der Bedingung (b) dagegen genügt jeder negative Wert von s^ 

und es ergibt sich aus dem Verhalten von ,,, = — r-^-r^, daß, wenn 

;c >a, A « A; für - oo < 5 < ^^±^* und A -A« für ^^^<5<0 ist, 

daß dagegen, wenn | c j < a, immer A^ = Ay ist. 

Fassen wir nun zusammen, so erhalten wir folgendes: 

Ist I c I > 1 6 I > a , so gibt es überhaupt keine stumpfen Hyperbeln, 
aber spitze, und für diese ist entweder: 

_oo<s^(^4^*, \r\<\\e\<f 
oder: 

dt «)• ^ 5 ^ (Mi&L' |r|<io|tf"i. 

ca ^ ^ ah ' ^ ^ * ^ 

Ist |c| > a > |6|, 80 gibt es stumpfe Hyperbeln, für die 

(a + 5)« 



ab 



^s<0 und 0<r<\a6', 



und spitze Hyperbeln, für die entweder: 

-oo<s^^^, r\<\\c<,' 
oder: 

^''-t-^''-£>^<o, kl<i«|ff"| 

ist. 

Ist a > I c ; > 1 6 1 , so gibt es stumpfe Hyperbeln, für die entweder: 

~^; ^^^ L y < r < } a <y 

ao — — ca ' " 

oder: 

■'i^*^s<0, 0<r<A|c||«"|, 



ca 
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and spitze Hyperbeln; bei denen s jeden negativen Wert annehmen 
kann und | ^ | < y | ^ | <^ ist. 

Analog wie früher können wir dieses Ergebnis auch so ausdrücken: 
Auf einem aweimantdigen Hyperboloid, dessen Halbachsen % S5 • "j/— 1 
und 6 • ]/— 1. (S5 > 6) sind, liegen reelle Hyperbeln von den gegebenen Halb- 
achsen Ä' und B' y^l unter folgenden Bedingungen: Ist ß<33<?l, 
so sind keine stumpfen Hyperbeln möglich , aber die spitzen, für die 
etUweder: 



oder: 



< J ^ I tiwd J7 ^ e 



^<Ä'^% "^ ^'^?t. 



Ist (5 < Ä < 33, so sind die stumpfen Hyperbeln möglich, für die 

i< 5^1 wnd ^'^a, 

und die spitzen Hyperbeln, für die entweder: 



oder: 



ist. 



0<j.^^und H^d 



|<^!<1 und Ä'>^ 



Ist 8 < (£ < 85, 50 sind die stumpfen Hyperbeln möglich, für die ent- 
weder: 

K^^^^tind H^(& 
oder: 

^ ^ X' ^ « "*^' ^' ^ Ä , 

und die spitzen Hyperbeln, für die 

< ?! < 1 und B>(i 
ist. 

Das läßt sich in folgender Weise zusammenfassen: 
Es muß entweder: 



oder: 



sein. 



< ? < I nnd IT > e 

-A — VI ^ — 



|<5^|«»M?^'^Sl 
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Endlich finden wir noch analog wie früher: 

Die Ebenen der Hyperbeln, die von jeder auf dem zweimantdigen 
Hyperboloid möglichen Art die kleinsten Achsen haben^ büden die Büschd 
um seine reelle Adise und um die seiner beiden anderen Achsen^ der die 
Heinere reelle Achsenstrecke zugehört. 

10. Die gleicJiseitigen Hyperbeln und die Parabeln auf den Hyperbo- 
loiden, — In den Ergebnissen von Nr. 8 und Nr. 9 ist vermöge der 
Kontinuität schon der — dort eigentlich ausgeschlossene — Fall der 
gleichseitigen Hyperbel mit inbegriffen. Der Vollständigkeit halber sei 
er aber noch mit Hilfe der am Ende von 'Nr. 4 angegebenen Mittel 
behandelt: In der von uns benutzten Abbildung entsprechen den Ebenen^ 
die gleichseitige Hyperbeln tragen, die Punkte der Schnittkurven iJo,m 
der Ebene ^ mit den Kegeln (11). Um zu erkennen, wann diese 
Kurven in den positiven Oktanten des Koordinatensystems eintreten, 
werden wir zunächst das Intervall {^u^^^ ^o) aufsuchen, das in dem 
StrahleDbüschel ^ . , ^ 

die im positiven Oktanten verlaufenden Strahlen liefert, d. h. das der 
Bedingung genügt, daß 

a^ — l und c^ — k dasselbe Vorzeichen, 

k aber das davon verschiedene haben müssen. 



ia^ — 



Dann werden wir durch die beiden vom Koordinatenursprung ver- 
schiedenen Schnittpunkte eines jeden dieser Strahlen mit jedem der 
Kegel (11) die zur Ebene o parallelen Ebenen 

— abc 



(19) x + y + z^ 



x(l±\ymX\) 



legen und nachsehen, wann wenigstens eine dieser Ebenen den positiven 
Oktanten durchsetzt, wann also 

(20) —7 1 , ■ .. - reell und positiv 

ist. 

Beim einmanteligen Hyperboloid (a > 6 > > c) ist die Be- 
dingung (18) nur erfüllbar, wenn j c i > 6 ist; dann ist A„ = 6* und 
X^ = a^ oder = c^. Ist A ' die reelle Halbachse der durch m bestimmten 
gleichseitigen Hyperbel, so ist m = — A'^] in (20) handelt es sich also 

darum, daß -7 -i-r\ reell und positiv ist, und das ist für die l 

' ^(i±^'*-!y^l) 

unseres Intervalls immer der Fall, wenigstens soweit das obere Vor- 
zeichen im Nenner in Betracht kommt. Wir haben somit: 
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Auf dem einmantdigen Hyperboloid (8 < 83, S • Y— 1) sindy wenn 
€ > SB, gar keine, wenn ß < 83, alle gleichseitigen Hyperbeln möglich. 

Beim zweimanteligen Hyperboloid (a > > 6 > c) ist die Be- 
dingung (18) nur erfüllbar, wenn ; 6 1 < a ist; dann ist k^ =-» 6* und 
^ =— a* oder — c^. Bei der Bedingung (20) handelt es sich darum, dafi 

-r^^^^^-4^ reell und positiv, daß also A>0 und 1 -^'«. 1 l/X 1 <0 
sein muß; die A unseres Intervalls sind immer positiv, so daß nur noch 
-4'* > _ — d. h. J.'* irrößer als der jrrößere der beiden Werte - und 

r^ ZU sein braucht. Mithin haben wir: 



Auf dem zweimanteligen Hyperboloid (Ä, 83 • Y— 1, S • V— 1 , 83 > 6) 
sindy wenn ß < 83 < Sl ist, keine gleichseitigen HyperlfUn möglich, da- 
iff^en, wenn ß < ?[ < 83 ist, diejenigen, deren reelle Halbachse Ä ^ Ä, 
undj wenn ?[ < ß < 83 ist, diejenigen, bei denen J.' ^ ß ist. 

Die Behandlung der Parabeln, deren Ebenen in unserer Abbildung 
durch die Punkte der Schnittkurven Ä»»!! der Ebene % niit den Kegeln (12) 
dargestellt sind, ist genau analog der Behandlung der gleichseitigen 
Hyperbehi. An die SteUe von (17), (18), (19), (20) treten: 

<17a) X = 0, ^ + A(D-0; 

r^lft \ f^C^"*'^) ^^d c(c+A) müssen dasselbe Vorzeichen haben, 
[ &(&-| X) aber das davon verschiedene; 

(19a) :, + y + ,^-^, 

<20a) ^8>0 oder, da a>0 und n>0, \t>0. 

^^ir erkennen hieraus ohne weiteres: 

Auf den Hyperboloiden sind aJle Parabeln reell vorhanden. 

11. Die Kegel und Zylinder zweiten Grades. — Mit den Kegeln 
hraxaehen wir uns nicht weiter zu beschäftigen; denn es ist ja klar, 
^^ man aus einem Kegel immer einen gegebenen Kegelschnitt aus- 
^^x^eiden kann, sobald es diesem ähnliche Kegelschnitte auf dem Kegel 
P^fiy und das letztere ist stets der Fall, wenn der Kegelschnitt eine 
^^pse oder Parabel ist oder eine Hyperbel, deren Asymptotenwinkel 
^^^t größer als der größte innere Winkel des Kegels ist 

Den elliptischen Zylinder erhalten wir als Übergangsfall zwischen 
^^^U EUipsoid und dem einmanteligen Hyperboloid, wenn wir a > 6 > 
imd c — setzen. Oegen die allgemeinen Falle tritt dann die Ab- 
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weichung ein, daß f ^ x (s, die Formeln (9)) wird und dafi die Raiua- 
korren R^ , als Schuittkurven der Flächen (b. die Formeln (10)J 

x^ ^ X' {''^ — i(j) = und X, ^s-j;qj -^ iji* = 

je in drei Geraden zerfallen, nämlich in die allen gemeinsame, doppelt 
zu rechnende Gerade jfV' und in die Gerade mit den Gleichungen 



^ = 0, 



^0. 



Es handelt sich also darum, zu untersucheu, wann die letztere Gerads 
im positiven Oktanten verläuft: Da auf ihr 

x:ij:z-'~ b(r* — asr + a*s): a(r*-~bsr + b^s) : (h — a)r* 

iet und a positiv, —b und (h — a) aber n^ativ sind, muß r* — asr + a'j 
positiv und r^ — bsr -\- Ä's negativ sein. Wir finden ganz analog, wi« 
früher bei den X, daß es für 4^k<oo immer ein Intervall (r^^^r^rj 
gibt, in dem das stattfindet, und daß r^= ^ba" und r„ gleich dem 
kleineren der Werte ^uö" und ^he' ist; und zwar ist, ebenfalls analog 



(« + 6)', 



^( ■'+ft)' 



wie früher, r^ = J-«ff", wenn s > - . nud r„= ^ba', wenn 4 ^ s ^ 
ist. Daraus folgt: 

Aufeiiwm elUptischen Zylimier, dessc» ßalbadtsen ?!<$* smti, liegm 
reale Ellipsen von den Halbachsen A > B, wenn 



entweder: 
oder: 



o< 



ist. 



= Ä~ 



und V.£B^^ 
^1 und B^^£A 



Der hyperbolische Zylinder ergibt sich als Übet^ange&ll zwiBcheot' 
den beiden Hyperboloiden, wenn wir a > > c und h = setzen; wi» 
beim elliptischen Zylinder zerfallen die Kurven It^ , je in drei Geraden^ 
von denen immer nur eine in Betracht kommt. Auf dieser Geraden ist 



X : y : X = ciy — aar + a^s) : {a — c)r^ : ~ a(r* — csr + c'5), 



i 



and es müssen also, damit sie im positiven Oktanten liegt, r' -~ aar -]- a'ir 
and r* — csr + (-•**■ beide negativ sein. Für s < gibt es immer zwei j 
Intervalle {r^-^r ^r^), für deren r dies eintritt. Das eine lieferte 
die spitzen Hyperbeln imd hat r„ = 0, während, wenn «<|r| istgä 



a > \c\ ist, immer r„ — \ca' wird, 
stumpfen Hyperbeln und hat r., = t 



and r„ = Uta" flir "-^^ ^ s < 0, wenn sb< 

Das andere Intervall liefert 
während, wenn a <. c\ ixt, immei 



Kegelschnitte auf einer Fläche n. Grades. 315 

r^ = ^aö'y wenn aber a > |c| ist, r^ = ^aö' für 5 ^ ~ Za ^^^ 
r^ « ^C(J" für ^-^"^- ^ 5 < wird. Hieraus folgt: 

Auf einem hyperbolischen Zylinder, dessen Halbachsen Ä und ® • Y^i 

smdy liegen reeUe Hyperbeln von den Hcdba^lisen Ä' und B' • ]/^ 1 unter 
folgenden Bedingungen: 

Ist Ä > (£, so sind die spiteen Hyperbeln möglich, für die 

entweder: < ^, ^ g und 5' ^ 6 

oder: « ^ 5^ < 1 ^^ -^' ^ 51, 
Mm2 dUe stumpfen Hyperbeln, für die 

2rf 8 < (£, so sinrf oZfe spitzen Hyperbeln möglich, für die 

und die stumpfen Hyperbeln, für die 

entweder: 1 < 5^ ^ g **w^ B' ^ ß 

orfer: w — T "^ ^^ ^^'^^ -4' ^ ?[ 

ist. Das heißt zusammengefaßt genau wie beim zweimanteligen Hyper- 
boloid: 

Es muß entweder 



oder 



0<J. ^1 und B'^e 

l^f <cx) find ^'^« 



sem. 

12. I>w parabolischen Flächen zweiten Grades. — Die ganze von uns 
angewandte Methode läßt sich auch für den Fall umgestalten, daß die 
gegebene Fläche zweiten Gh-ades ein Paraboloid oder ein parabolischer 
Zylinder ist. Doch können wir bei diesen Flächen unser Problem auf 
viel einÜEU^here Weise erledigen. 

Aus einem elliptischen Paraboloid kann man zu jeder Ellipse und 
aus einem hyperbolischen Paraboloid zu jeder Hyperbel durch reelle 
Ebenen wirklich ähnliche Kegelschnitte ausschneiden^); nehmen wir 

l) Vgl. W. Ludwig, a. a. 0. S. 24 u. 26. 

21* 



: Segelachnitte auf e 



^^^^^Hine solche Ebene, t, so gibt es immer eine reelle und endliche Tan- 
^^^^Hgential ebene des Faraboloides, die ihr parallel ist, und die zu t paral- 
^^^^■lelen Ebenen, die auf derselben Seite dieser Tangentialebene wie i liegen, 
^^^^V schneiden, wie unmittelbar ersichtlich, aus dem Paraboloide dem gegebenen 
^^^H Kegelschnitt wirklich ähnliche Kegelschnitte aus, deren Ächsengrößen 
^^^m keiner Beschränkung unterliegen; also gibt es aach immer dem ge- 
^^^B gebenen Kegelschnitt kongruente: 

^^V Auf dem elUpliscli-en Puraholoid sind alle EUipsen und auf dem 

^^V hyperbolisclien ParaMoid sind alle Hyperbeln reell vorharuiett. 
^H Schneiden wir femer ein Faraboloid, dessen Gleichong 

■ lauti 



sei, mit einer zur .^-Achae parallelen Ebene, deren Gleichung in dar 

Nnrmalform j, , v ■ x j m 

A cos + y sin ~ fl = Ü 

laute, so hat die Schnittparabel den Parameter 



P " laBm'd + öcoB'* — 1(0 — 6) sin»* + 6 1 ' 
Da p von d unabhängig ist, so heißt das: Auf den Parabohidftt sinri 
in ptH-aUelen Ebenen gelegene- Parabeln kongruent. 

Lassen wir nun 6 von 0" bis 90" gehen, so erhalten wir alle 
reell möglichen Werte von p und finden damit: 

Auf dem elliptischen Faraboloid, dessen Gleichung 



X' 



y 



"SZ, SKSl 



ist, sind alle Farnbein mit dem Parameter p möglich, für die 
^'<P^ »'. 
Auf dem Hypcrbolisdien Paraholoid, dessen Gleichung 

ist, sind alle Parabeln möglich, deren Parameter p nicht Ideinet <ä$ der 
Ideinere der beiden Werte 21' und S* ist. 

Als letzte Fläche bleibt uns noch der paraholiscfte Zylinder; sclitieideo 
wir ihn durch eine Ebene senkrecht zu seinen Kanten, so bekomm 
wir eine Parabel von einem gewissen Parameter p^; die Ebenen, die 
durch die Scheite! tan gen te dieser Parabel laufen, tragen Parabeln, deren J 
Parameter alle Werte von bis p^, und die Ebenen, die durch ■ 
Symmetrieachse jener Parabel lauten, solche, deren Parameter alle Wert 
von 2>o ^'^ '^ annehmen; also sind alle Parabeln möglich. 

Breslau, den 3. April 1905. 
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' Schattenkonstruktion für das Plückersche Konoid. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. 1q dem bekannten Letirbuche der darstellenden Geometrie der 
Herren Robn und Papperitz wird in dem Kapitel „Verschiedene 
Flächen" u. a, auch das Plückersclie Konoid eingehend behandelt,^) 

Die beiden letzten Artikel, welche auf diese Fläche Bezug haben, 
sind insbesondere der Sehattenkonstniktion für Parallel b eleu eh tun g 
gewidmet. In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir uns über 
dieses Thema ausführlicher zu verbreiten, als es dort geschehen ist, 
und Tcerden auf ganz elementarem Wege Aufschluß erhalten über den 
Charakter der auftretenden Kurven. 

2. Wir nnterauchen zunächst den einfachen Spezialfall; die Lichte 

strahlen fallen parallel zu einer der beiden Symmetrie-Ebenen der 

J'läche ein. Iij der Figur iat die Achse (a) des Konoides senkrecht 

^M Grundriß-Ebene angenommen, die Torsallinie (t,) läuft parallel zur 

ftojektions-Achse, die Torsallinie (tj) liegt in der Grundriß-Ebene und 

■'ßtlt senkrecht zur Aufriß-Ebene. Die Fläche besitzt also eine zur 

ÄaiViß-Ebene parallele Symmetrie-Ebene, und es soll die Sehatten- 

konstanktion für zur genamiten Projektions-Ebene und unter sich 

parallel einfallende Lichtstrahlen hiqr durchgeführt werden. Ala Leit- 

elhpse (7^) des Konoides wählen wir ■seinen Schnitt mit der durch 

die untere Torsallinie (t,) gehenden aufrißprojizierenden Lichtebene. 

ß^^ Aufriß (Zi) ist somit nichts anderes als der AniriB des durch den 

unteren Kuspidalpunkt (Sj) j^ehenden Lichtstrahles, und der Grundriß L' 

ergibt sich dann als der über S'^a' ala Durchmesser beschriebene Kreis, 

HO {a) der in (t,] gelegene Seheitel von (L\ ist. (Aufr. n ^ i X t,). 

Wir zeichnen nun ein Quadrupel von Erzeugenden ein, von denen das 

eine Paar (e), (f,) durch den beliebigen Punkt {m) auf der Achse {a) 

gelt, während das andere Paar (f), (e,) die (q) in (n) trifft, wo (n) 

der in bezug auf den Mittelpunkt {z) des Konoides (d. i. der HalbieningB- 

[jimkt der Distanz der Kuspidalp unkte (S,), (S^) symmetrisch gelegene 

Punkt ist. Die zwei Parallelen zur Projektions -Achse durch m und n 

stellen folglich die Aufrisse der vier Erzeugenden dar, und zwar fällt e 

mit t, und Ci mit f zusammen. Sind (|U), (v), (/i,), (f,) die Schnitt- 

|HU)kte von (7.) mit beziehungsweise (e), (f), (Ci), (fi), so ist Aufriß 

I 1) Im 2. Bd, d. \.kai\. in den Art. 7S8— 738 (.S. 268 ff.). 
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(t ^ v, = c X £ und r s /ij = f X L, und durch Herabloten in Z 
ergeben sieb die Grundrisse [i',v',it[,vl, welche, mit S^ \^^ S'^, S[,m' ,n', i") 
verbunden, die Grundrisse e', f, e[, fj ergeben. Man sieht, daß eowohl (e) 
und rf) als auch (e,) und (fj) sich senkrecht kreuzen. 

Konstruieren wir nun den Schl^schatten dieses Erzeugenden- 
Quadrupek auf die untere Torsalebeue (die Cirundriß-Ebene). Vorerst 
Bei bemerkt, daß der Grundriß schlage chatten t* von ft,) mit tj zu- 
Bararaeufäilt, während tS = tj ist und zudem, da (Lj laut Voraussetzong 
in der durch die TorsaUinie (t,) gehenden Lichtebene liegt, zugleich 
den G rund rißschlaga chatten L' darstellt. Die Punkte .S^ und S^ sind 
die Schlagschatten der Kuspi dal punkte. — Weil die GrundriaBe der 
Lichtstralilen zur Projektiona- Achse parallel laufen, so ergibt sich ft* 
als Schnitt, von t^ mit ft'/i,', und ;i* ist identisch mit /i', so daß nne 
bereits die Parallelen durch ji* zu c', t, bzw. die Grundrißschlagschatten 
e*, e, der horizontalen Geraden (e) und (e,) liefern. Analog ergibt 
sich v', und die Parallelen durch v' zu f, fj sind die Gnindriß- 
schlags chatten von (fl, (fj). Sind m', n* die Schatten von (»i) und f«), 
so ist klar, daß t', f* sich in »(* schneiden, während, ej, f* durch n' 
gehen. Die Mitte von vi'n' ist dann der Schlagschatten ä* von (z). 

Wir bemerken jetzt sofort, daß das Dreieck m*{^v' ein gleich- 
Bchenkliges Dreieck ist, dessen Höhenschuitt nach M* föllt. Dbt 
Feuerbach sehe Kreis dieses Dreiecke« ist mithin der über S^s* als 
Durchmesser beschriebene Kreis ^. Alle gleichsciienkligen Dreieck^' 
der/m Basis in <lie tj fäüi und deren Schenkel die Grundrißschlaff i 
eiceier im sdbeti Punlie der 'Achse (a) sicii schneidender Erzewfendm* 
rfe.* Plückrrschen Konoiden bilden, Aaten deii feMen Kreis A" zwm . 
Feuerbar h sehen Kreis. 

3. Dei' Kreis A* ist zugleich der Ort der Schnittpunkte der 
Schlagschatten je zweier sich rechtwinklig kreuzender Erzeugenden 
des Konoides, wie e', f, die sich in ij* treffen, welcher Punkt 
als HöhenfuBpunkt im Dreiecke m'n'v' offenbar auf jf liegen 
muß. Die e' trifft .f noch in |' — der Mitte von w'/i'. Fassen ] 
wir 5' als Schli^.schatten eines Punktes (S) der (e) auf, 80 ist (1) i 
nichts anderes als der Halbierungspuukt der Strecke (wifi). 
Aufriß I ist die Mitte von mn, und der Grundriß |' halbiert wi7*»J 
d. i. .Sj(i', Der Kreis yi* ergibt sich folglich auch als Schlagschatten 1 
der Elüpse (^A) auf dem Konoide, deren Aufriß A durch die Geradsl 
oS, (a Mitte von o.S',") und deren Grundriß A' durch den über a'<^1 
als Durchmesser beschriebenen mit jf kongruenten Kreis dargestellt J 
wird, was sich unmittelbar verifizieren läßt. 



1 
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Nennen wir i}' den Schnittpunkt e* X f^ |* den zweiten Schnitt- 
ptmkt von e* mit.^, und verbinden wir beide Punkte mit«*, so istz'l* |{ e*; 
and Ae*m'ij* ist gleichschenklig, da offenbar a*m* = »*rt' — ü'ijJ ist. 
Hjeraos folgt nun ■^^\^Sl~^fi,*m'Sl und -^j^Jä^iS^ — 2 -^ v'm'SJ 
=*- S -^ n'm'S^; d. h. der Bogen ijJSJ ist doppelt so groß als der 




■^gen IJjSJ, und der Schlagschaäen S" des Konoides auf die Grundriß- 
^•ene ergQit sidt demnach als Envdoppe der Verbindungsgeraden gleich- 
zeitiger Lagen zweier Punkte des Kreises jf, die von S\ aus in ent- 
ffeffoi^eseteter Ric/Uung de« Kreis mit yUiehbleibenden Geschwindigkeiten, 
die im Verhältnisse 1 : 2 stehen, durc/ilaufen. S" ist folglich eine 
Steiner sehe Hgpotrochoide mit jf als dem sie dreifach berührenden 
S^ieiklh-eis. 



4. Auf Grund des eben 



wonneiien Resultates sind wir i 
Lage, auf dem Schlagschatten irgend einer Erzeugenden ieo Berährnngs- 
punkt anzugeben. Den Berührungspunkt c* der e* erbalten wir 2. B., 
LDdem wir »;'^* um sieh seibat über |* hinaus verlängern. Diireh 
Zui-ückziehen des Lichtstrahles könnte man jetzt leicht Aufriß t- und 
Grundriß e' des auf (e) gelegenen Punktes (e) der Selbatsehattengrenze (S) 
des Konoides Bnden und auch über den Charakter der beiden Kurven 
Aufschluß erhalten. Wir ziehen es jedoch vor, c' direkt zu konstruieren. 
Zu dem Behufe legen wir durch (ej die Lichtebene. Dieselbe ist 
Tangentialebene des Konoides im Punkte ('•) der (iS'), und zwar ergibt sich 
(e) ab der vou ( jw) verschiedene Schnittpunkt der in jener Ebene gelegenen 
Ellipse {E) des Konoides. Der Uruudriß dieser Ellipse ist der Kreis £\ 
von dem ji'X' als Grundriß der einen Achse von (E) ein Durchmesser 
ist. Die e* als Grundrißspür der Licbtebene durch [c) ist nämlicli 
Tangente in ihrem Schnittpunkte mit der Torsallinie (t,), welcher 
mit fi* zusammenfallt, und die zu e* parallele Tangeute von (E) wird 
von der oberen Torsalebene ausgeschnitten, welche die (E) im Scheitel (i) 
auf (t[) berührt. Da nun der Grundriß von {E) ein Kreis E' ist, so 
finden wir i', indem wir in ji* ein Lot auf seine Tangente e* erricbtea 
und dasselbe mit t,' zum Schnitte bringeu. Man sieht nun sofort, 
daß l' auch in [ijv' liegen muß, denn das rechtwinklige Dreieck 
^i'jli'Sl ist kongruent mit dem Dreiecke X'Slfi*. Der Kreis E' ist 
mithin dem llechtecke /i'/iJi'.S" umschrieben und hat seinen Mittelpunkt 
in IJ anf j1'. Der Schnittpunkt von e' und E' stellt aladann den 
(Irnudriß e' dar, welcher demnach auch einfacher als Fußpnnkt des 
von /i| auf t' gefällten Lotes gefunden werden kann. Auf diese Art 
sind t,', f, ff konstruiert worden. Durch Hinaufloten ei^!;eben sich die 
Aufriese e, f [e^, f\ sind nicht eingetragen, da C, mit /' und f\ mit e 
zusammenfallen). Der Aufriß S der Trennungaliuie ist also eine Kurve 
mit der Horizontalen durch z als Symmetrieachse. Im (inMfiriß S' 
erkc/itten wir tlas yerade Ziieiblitti '), die Faßptmkls/curve tiner 
J<(eitter scheu Hypotroclwidc für ciniti ücheitd als Pol. Es ist nämlich 
sofort zu ersehen, daß der Bogen /i|'.S* des Kreises L' halb so groß 
ist als der Bogen zwischen .Sj und dem nicht bezeichneten Schnittpunkte 
der Verlängerung des Lotes ii[c' mit dem Kreise L'. Die Enveloppe 
der Lote fi[e' ist daher die Steinersclie HyiHttrochoide mit L' eis 
Scheitelkreis nnd S^ als einem Scheitel, 

5. Der in (c) das Konoid berührende Lichtstrahl trifft dasselbe, 
da die Fläche vom 3. Grade ist, außerdem noch in einem Punkte (*„), 

1) Gino Loria, Spezidk algebraieche und tranezeudeDte Kiuren, 
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der offenbar iiaf (E) liegt. Wir erhalten daher c'^ als 2. Sühnittpunkt 
der Parallelen zur Projektions-Achse durch e' mit E'. Der Ort der 
Punkte e^ — der Grundriß 2^' des Schlagschattens (^T), den die 
TränunngBlinie {S) auf die Fläche wirft — ist nun, wie wir zeigen 
können, eine Kardividc, und zwar die Fußpunktalinie von L' für SJ als 
Pol. Zunächst erkennen wir, daß die Tangente in (e„) an (£) offenbar 
ali Schnittlinie der Tangentialebene an das Konoid in (e„) mit der 
TiiDgentialebeiie längs der Mantellinie (e}(e„) an den Lichtstrahlen- 
zyliiider mit der Basis .S" resultiert und folglich nichts anderes ist 
als die Tangente in (e„) an (£). Die Tangente in c,'„ an 2' stimmt 
demnach Uberein mit der Tangente an E', so daß 2^' als Enveloppe 
dur durch SJ gehenden Kreise erscheint, deren Mittelpunkte auf dem 
Kidse jl' liegen, womit unsere Behauptung, J£ sei eine Kardioide, 
Bchun bewiesen ist. 

Da e'^Sl aufgefaßt werden kann als Chordale des Kreises E' und 
lies ihm unendlich benachbarten Kreises durch Ä", dessen Mittelpunkt 
der zu |j konsekutive Punkt auf ,•/' ist, so steht e^^S^ senkrecht auf 
der Zentrale beider Kreise, d. h. auf der Tangente au A' in |J, und 
EiSJea ist folglieh ein gleichschenkliges Dreieck, und die ^onnale 
^ in e^ — die c^|' — geht durch ic' ^ E' >^ A' , weil ^r'A'J als 
Chordale von E' und A' senkrecht auf o'|,' oder also auch auf SJe^ 
rtehen muß. Die Figur e^iSJ.-r'/*,' ist offenbar ein Rechteck, und zwar ist 
Ci«^ Tangente in /i| an L. Die ^,';r' geht verlängert durch «' und vj; 
^w liefert die Taugente in i',' an L' dort, wo sie die verlängerte 
*,i^ trifft, den Grundriß f'^ des Schlagschattens (/"„j herrührend vom 
Punkte (f\. Es liegen daher (d^) und (f'„) auf derselben Erzeugenden (r) 
dea Konoides, deren Grund riß seh lagschatten r* durch e*/* dargestellt 
*ifd, da die Grund rißschlagschatten von e„ und /"„ ja identisch sind 
mit e' bezw. f*. Nun ist e'f" ^ e'j"„, womit beiläufig gezeigt ist, daß 
die Strecke, welche von zwei Schnittpunkten irgend einer Tangente 
dar Steinerschen Hypotrachoide mit der Kurve abgegrenzt wird, 
tuDstante Länge besitzt. Weiter ist unmittelbar eraichtlich, daß die 
Tangenten in zwei solchen Punkten sich rechtwinklig auf dem Scheitel- 
fcreise der Kurve treffen. Wenn wir nun noch bedenken, daß der 
Halbiemngepunkt von ('/* auf yf liegt, weil die Mitte von e'j'„ der 
m' diametral gegenüberliegende Punkt auf A' ist, so erkennen wir 
in A" den Feuerbachschen Kreis des Dreieckes e'fr', der auch 
durch die Mitten der Katheten geht, weshalb ij'e' — 2ij'|* ist, womifc 
wieder eine bekannte Tangentene igen seh aft der Sfeiuersclieti Miipo- 
trtKhohk bestätigt erscheint. Endlieh ist noch zu erwähnen, daß die 



Höhe auf die Hypotenuse in jenem rechtwinkligen Dreieckt' den ÖcbJag- 
schatten i* der durch (t) gehenden Erzeugenden (§) darateUt {.t* ^ i;*}, 

6. Zu denselben Resultaten kommen wir übrigens auch durch 
folgende Überlegungen: Die Ellipse (E) wird von zwei Lichtstrahlen 
in den Punkten (p), (q) berührt. Die Grundrisse p', q' sind die End- 
punkte des zu t[ normalen DurchmeBsers von H'. Diese Punkte (ji), \q) 
gehören selbstverständlich gleichwie (e) der Trennungslinie (S) an. 
Ihrp Schlagschatten p' , q' fallen in e' und ihre Schatten auf dem 
Konoide p„. q„ (von denen p„ hier ein un ei gentlich er Schatten ist) 
liegen auf (e). Die Punkte (p), (q) liegen weiter auf zwei sich recht- 
winklig kreuzenden Erzengenden (p), (q) der Fläche. Nennen wir den 
Winkel, den p'q' oder die parallele und gleichlange p^,q^ (d. i. ein 
Stück von e') mit p'g' einschließt, ip, so ist p' q' = p'q' cos q:' ^-p^q'^cos tp. 
Da -^ S'a'ft' als Normalwinkel gleich -^ S^ii'v'j ist, welcher ebenfalls 
mit <f Übereinstimmt, so haben wir a' ß' = a' S^ cos (p und ziehen 
hieraus wegen a'fi' 4. i'/t' — p'q' den Schluß, daß p'q' =i'Ö3„* = »SJ 
— also konstant ist. 

Weil I' die Mitte von p^q^ ist, so läßt sich Z' leicht konstruieren. 
Wir haben bloß von den Schnittpunkten des Kreises A' mit beliebigen 
durch ö'J gezogenen Strahlen den Durchmesser von A' nach beiden 
Seiten abzutragen. Die 2^' erscheint so als Konchoide abgeleitet 
aus A' und dem um .S" als Mittelpunkt beschriebenen doppelt so grollen 
Kreis für .5J als Pol. Demgemäß treffen sich die Normalen an — ' 
in p'^ und q^ in dem |' diametral gegenüberliegenden Punkte auf .1'); 
die Idontitiit der Z" mit der FuBpunkts kurve von .1' für SJ als Pol 
ist unmittelbar der Figur zu entnehmen. 

Betrachten wir noch die Schlagschatten };>', (|' der durch (p), (g) 
gehenden Erzeugenden (p), (q) des Konoides, so ist leicht einzasehen, 
daß deren auf v/" zu liegen kommender Schnittpunkt i^J kein anderer 
als der £* diametral gegenüberliegende Punkt sein kann, oder also 
der von i;' verschiedene Schnittpunkt von f* und yf. Denn |* als 
Mitte von p'q' ist das Zentrum des Umkreises für das rechtwinklige 
Dreieck p'q'ij!^. Nun ist aber der Radius dieses Kreises dem Durch- 
von ,/" gleich, woraus uusre Behauptung folgt. ^ ist 
wiederum der Fnicrbachsclie A'raj-' dieses rechtwinkligen Dreiecks, 
der also auch durch die Katheteumitten geht, was wiederum auf die 
einfache Berührungspunktskonstruktion für die Tangenten von S" füha 




, Lelirbuch d. darat. Geometrie, 2. Bd., Xvt. 171, S. 182. 




Zur Schattenkonsiruktion für das Plückersche Konoid. 323 

7, In der Figur sind noch eingetragen die Konstruktionen des 
sogleich näher zu charakterisierenden Erzeugeudenquadrupels (i), (i^), 
(')> (Ji) s*™* ^®^ Schlagschatten der vier Geraden, den auf ihnen ge- 
legenen Punkten (i), (ij), (Ä), Qc^) von (S) und deren Schatten auf die 
Grundrißebene. Außerdem sind die auf (L) gelegenen Punkte (g), (Ä) 
von (S) ersichtlich y die den beiden durch (z) gehenden Erzeugenden 
(g), (^) des Konoides angehören. Ihre Grundrißschatten g*, h* fallen 
in tj, und sie gehören zugleich als Punkte g'^, ä^ der L' an, woraus 
folgt, daß der Aufriß L in S^ die Projektions -Achse berührt. Daß 
y' und h' Berührungspunkte der zu i[ normalen Doppeltangente von S' 
sind, ist leicht einzusehen. Die Aufrisse von (^), Qi) fallen zusammen; 
der betreffende mit g und h bezeichnete Punkt ist offenbar ein Scheitel 
von S. Da (i), (ij) als die durch die Mitte von {e)(ß^ und (f), (f^) 
als die durch die Mitte von iz)(ß^) gehenden Erzeugenden des Konoides 
:«ngenommen wurden, so schließen i' und i^ mit t[ einen Winkel 
von 30® ein, während f, f^ gegen t[ unter 60® geneigt sind. Die 
Punkte »', %[ liegen auf ^'; i*, ij sind daher Scheitel von S*. In den 
Punkten (A;), (k^ sind die durch sie gehenden Lichtstrahlen Haupt- 
iangetUen des Konoides, denn der Grundriß des Lichtstrahles durch (k) 
whließt mit k' — dem Grundriß der Erzeugenden durch (k) — einen 

Winkel von 60® ein, also einen doppelt so großen Winkel als V 

mit t^ bildet. Analoges gilt aber von (f^). 

Demzufolge fällt (kj mit (k) und (l\^) mit (fcj) zusammen, 
imd (ij kommt auf (f) zu liegen, während (t\^) auf (fj) enthalten ist, 
-da ja die auf eine Erzeugende fallenden Schlagschatten von Punkten 
der (iS) herrühren, die auf zueinander rechtwinkligen Erzeugenden 
liegen. Die Normalen in i^ und i'^ an 27' schneiden sich in i' (Nr. 6) 
und sind aufeinander rechtwinklig. Daher sind die Taugenten der U' 
in l^, Ajt, II tj, während sie in i^, i[„ zu i[ normal sind und in eine 
Gerade fallen. \a k\ k[ berühren sich demnach S' und 21\ 

8, Wir können nunmehr in die Untersuchung des Aufrisses der 
Kurren (S) und (Z") eingehen. Zunächst zeigen wir, daß S eine 
Kurve 2. Grades ist. Der Gesamtschnitt des Konoides mit dem Licht- 
^trahlenzylinder durch den Kreis jf der Grundrißebene besteht aus 
•der Ellipse {A) und einer Raumkurve 4. Ordnung (H), die offenbar 
"•ymmetrisch zur aufrißparallelen Verbindungsebene von (tj) und (a) 
liegt und daher zum Aufriß eine Kurve 2. Grades hat. Diese Kurve 
wt aber schiefsymmetrisch zum Aufriß S für die Gerade A (oder aS^ 
•als Symmetrieachse und für zur Projektions-Achse parallele Symmetrie- 
^Wden. Daraus folgt dann, daß auch S vom 2. Grade ist. um dies 
•ÄÜes einzusehen, genügt es einen Punkt [ri) von (H) ins Auge zu 
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fassen. Mit (»;) bezeichneten wir den auf (e) gelegenen Punkt der (H). 
Sein Grundriß Schlags chatten ist ij' = e' X f*, hiernach ist ij' auf c' 
und mithin auch i; auf e leicht einzuzeichnen. Nun ist aber »;'i' = |'e* 
und demgomüß tj'^'^^'e' und jj$ = 5'"» welch letztere Relation un- 
mittelbar unsere obigen Behauptungen beweist. Beiläufig folgt noch 
aus ^'tj''^i'€', wegen ^'tx' \\ it[e'„ daß die Nonnale auf e' in ij' 
durch v'j gebt. Da die Gerade ij'v[ in bezog auf tc' zentrisch 
symmetrisch zur Geraden ii[e' liegt, so gilt dies auch für ihre 
Enveloppeu. Mithiü ist der Grundriß H' die Fußpunktelinie tQr SJ 
als Pol einer Steinbrüchen Hypotrochoide mit L' als Scheitelkreis 
und a als einem ihrer Scheitel. H ist somit ein gerades Drei- 
blatt.^) 

Daß nun S speziell eine Parabel ist, erschließen wir, wie folgt. 
Die Tangente an iS in [ ist der Änfriß des Lichtstrahles durch {k\ 
also die Parallele zur Geraden L. Die Tangente in t trifft die ff im 
nämlichen Punkte / wie die Tangente in k. Dieser Punkt ist also Pol 
der (/'. Stellt sich heraus, daß fi die Mitte des Äbstandes der tk 
von ihrem Pole ( ist, so kann S nur eine Parabel sein. Nun ist 
Abstand (3, ih) = Abstand {a'i'i[) = l^'w', femer ist tij = ku, und 
da i( als Mitte von gS^ mit m und a' in einer Geraden li^t, so haben 
wir (3 = Am — Abstand (ra', »"/,) = |a'c)'. Es ist also tatsächlich 
tg — Abstand (jj, ik). Die Eigenschattengrenze (S) selbst ist eine 
Kaumkurve 4. Ordnung, denn der aufnßproji zieren de parabolische 
Zylinder durch 6', geht durch die Torsallinie (tj) des Konoides und 
durch dessen unendlich ferne einfache Leitgerade — die unendlich 
ferne Gerade der Grundrißebene — , so daß der Restschnitt (S) von 
der 4. Ordnung ist. Der längs (Ä) dem Konoide umschriebene be- 
rührende Lichtzylinder 4. Ordnung hat endlich mit der Fläche noch 
die Raumkurve {£) gemein, welche demnach ebeufalls von der 4. Ord- 
nung ist. Diese projiziert sich im Aufriß wiedenim als Kurve 2. Ord- 
nung und zwar el)enfalls al.s Parabel. 

Wir bemerken zunächst, daß .if(aSJ) ein Durchmesser von 2." ist, 
und zwar jener, der die zur Projektions- Achse parallelen Sehnen halbiert 
(wegen p,,^ = ^S„l- D^r Punkt ii„ ist speziell die Mitte von k„t„, 
zugleich auch die Mitte des Äbstandes (u, a). Da uk„ — uu„, ao wird 
die Strecke kgi„ durch w, Ug und ihren Schnittpunkt mit a in vier 
gleiche Teile geteilt, und weil die Timgente an £ und k^ \\ L und jene 
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Da (t,) in der ProjektionBebene liegend an- 
','9 1, 



, H a läuft, so treffen sieh diese beiden Tangenten in einem 
I*Tintte t„ auf A, dessen Entfernung Ton Sj — «„S» ist, womit auch S 
xO-s Parabel charakterisiert erscheint. 

9. Wir gehen jetzt daran, die Schattenkonstrnktion für parallele 
Üj ichtstrablen von allgemeiuer Lage gegen dus Konoid zu untersuchen. 
^Wir arbeiten bloß mit einer Projektion und wählen als Projektionsebene 
<i¥*. E.) die Toraalebene durch die Torsallinie (tj). (Fig. 2). Es sollen 
-<ier Schlagschatten auf diese Torsalebene und die Projektionen der 
IE igenschattengrenze und ihres Sehlag.schattens auf die Fläche kon- 
»truiert werden. Von der Ansführung der Konstruktion im Detail 
sehen wir jedoch al 
S^itouiiu^" wird, 80 
iet tj ^ tJ — dem 
SclilagBchatten der 
Ct,") auf die Projek 
I tioaBebene. Die Pro- 
jektion ti der Tor- 
sallinie (t,) ist eine 
i^^ormale auf tj, und 
ihr bloß mit S; be- 
zeichneter Schnitt- 
punkt mit tj stellt 
"die Projektion der 
Actae (o) des Ko- 
noides und folglich 
«Her ihrer Punkte 
dar. Die Gerade t sei 
^i» Projektion des 
"tirch den Kuspidal- 

PUnkt Sj gehenden Lichtstrahles, und S[ sei der Schlagschatten von (Sj) 
*»if die Projektionsebene. Dann ist t* || tj durch S[ der Schlagschatten 
*on (t,). Die Erzeugende des Konoides, deren Projektion mit ( zn- 
sammenfÜllt, heiße (g), die zu ihr normale Erzeugende {i)). Die 
dttrch (^) gehende Liehtebene schneidet die Fläche in einer Ellipse (L), 
Welche wir als Leitlinie wählen. Die Projektion von (L) ist ein Kreis, 
eleher offenbar in d^ ^ «^ = t' X tJ die zu t) parallele f)' berührt- 
Der a, gegenüberliegende Punkt a, ist auf t, enthalten und kann leicht 
gefunden werden. L ist hierauf über a^a^ als Durchmesser zu be- 
Die Punkte a^, a^ sind ersichtlich die Projektionen der 
JJ (t,), (t,) gelegenen Hauptscheitel («i), (öjl der (L). Der Schuitt- 

von L und ff gehört der Projektion S der EigenschatteiK^ 




grenze (6') an, und //* in t)*(ÄA' I| t) ist der Berührungspunkt der 
Tangente f)' des Schlagschattens i* auf die ProjektionBebene. 

10. Fassen wir wiederum wie in Nr. "i ein Quadrupel (e), (f), (Cj). (f,) 
von Erzeugenden ins Äuge von der Beschaffenheit, daß(t)x(a|=(f|)x(a) 
= ()k), (f) X (ü) = (e,) X (a) = (») und {e)(m) = («)(«) ist, so bilden 
die Projektionen /i, v, ^,, i-, ihrer Schnittpunkte mit (L) die Ecken 
eines L eingeschriebenen Rechteckes ;i//;Vi', , in welchem die Gegen- 
seiten nfij, vv^ II 9 und die Gegenseiten ;t,v, (iv^ \\ t) laufen. Die 
Schlagschatten auf die P. E. der Paare (/*), (ßj) und (r), (i',) sind 
dargestellt durch jt' = ^' x tif^^ und v* "- ^* x vv,. Ziehen wir nun 
durch I'* die Parallelen f, f* zu f, fj, so stellen diese Linien die 
Schlagschatten der bezüglichen Erzeugenden dar, und es treffen sich 
dann e*, f* in vi* und f, c*' in n', welche beiden Pnnkte auf o" ^ g. 
liegen, und zwar in gleichen Abständen von s", der Mitte von S[S^. 

Als Feuerbachsrhen Kreis des Dreieckes »i'fi'i'', für welches »* 
der Höhenschnittpunkt ist, erhalten wir den Kreis ji" über a^e' als 
Durchmesser, und mithin treffen sich die Schlagschatten zweier sich 
senkrecht kreuzenden Erzeugenden des Konoides in den Punkten des 
festen Kreises yf. Im vorliegenden Falle ist ^/* = e' X f* ein solcher 
Punkt. Auf -i* liegen aber auch die Mitten |", ^' von j«'^' und m*^*. 
Betrachten wir diese Punkte als Schatten von (e), bezi eh unga weise (c,) 
angehörenden Punkten, eo ei^eben sich deren Projektionen sofort als 
Mitten von iSJ/i und S^ti,, d. h. yT ist der Schlagschatten einer 
Ellipse (vi) auf dem Konoide, deren Projektion ji der in Äj den Kreis 
L berührende, durch dessen Zentrum gehende, halb so große Kreis ist, 
welcher folghch mit yJ" kongruent ausfüllt und in der Mitte von 
S^flJ den Kreis yf berührt. 

Um den Berührungspiinkt c' der Tangente c' des Schlagschattens ST 
des Konoides auf die P. E. zu ermitteln, legen wir konform dem 
Vorgange in Nr. 4- durch (C) die Lii'htebeue und suchen deren Be- 
rührungspunkt (e) auf (e); der Öchl^schatLen von (c) ist c*. Der 
Punkt (e) selbst gehört der Trennungslinie (S) und der noch vorhandene 
Schnittpunkt (c^) des in (e) das Konoid berührenden Lichtstrahles mit 
der Fläche ist ein Punkt des Schlagschattens {£), den (S) auf < 
Konoid wirft. Der Punkt (c„) wird natürlich auf der Ellipse (£)! 
liegen, welche die Lichtebeue durch (e) ausschneidet. 

Die Projektion der Ellipse {£) ist ein Kreis JS, welcher die e' - 
die Spur der Lichtebene auf der P. E., d. i. der Torsalebene durch (^v 
— in ihrem Schnitte mit tg berührt. Der Kreis £ geht auch durdtf 
S^ und femer durch f^^, welcher die Projektion des Schnittpunktes dexl 
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£rzeugenden (Cj) mit dem durch (ft) auf (c) gehenden Lichtstrahle ist. 

Wir können nun leicht zeigen^ daß §^ der Mittelpunkt von E ist. 

Wir brauchen bloß einzusehen, daß c^ (^iS*) die Normale in SJ an E, 

also einen Durchmesser von E vorstellt. Die Normale an B in SJ 

rniiB aber mit t^ denselben Winkel einschließen, den die Normale in 

t^ X C* mit der tj bildet. Der letztere Winkel ist nun als Normalwinkel 

d^m Winkel (c, t^) gleich, welcher wiederum mit (Cj, tj) übereinstimmt 

v^^rmöge der Symmetrieverhältnisse des Plücker sehen Konoides. 

r>sunit ist ^i tatsächlich als Zentrum des Kreises E nachgewiesen. 

Der Punkt e=^txE der Projektion der Eigenschattengrenze (S) 

ex-^bt sich dergestalt einfach als Fußpunkt des Lotes aus fi^ auf Slii 

Coder c). Der Ort der Pimkte e — die Projektion 8 der (S) — er- 

B€2lieint auch hier als Fußpunktslinie einer Steinerschen Hypotrochoide 

nxit dem Scheitelkreise L und für S^ als Pol. Nennen wir X^ den 

z^weiten Schnittpunkt der 6^^ mit L, so muß zum Beweise dieser 

^«hauptiing gezeigt werden, daß bei einer gleichmäßigen Drehung- 

"^on e um S\j die zugehörigen Punkte ^^, il^ in entgegengesetzter 

^'ichtang auf L sich gleichförmig bewegen mit Geschwindigkeiten im 

^^erliSltnisse 1 : 2. Gelangt bei dieser Drehung e speziell nach g,. 

^o kommt yi nach /üq, /i^ nach S[ und X^ nach h. Der Punkt ft^ hat 

^8o den Bogen ^^^ durchlaufen (über pi) und X^ den Bogen X^h 
vQber v). Nun ist iSJv || ^f^i, folglich arci/jl^ = arc /a^/SJ; femer ist 
^uch wegen /^ii^ II SJä arci/Ä = arc /AjSJ, und mithin in der Tat 
^^c i^ « 2 arc ft^. 

Ziehen wir jetzt durch e die Projektion des Lichtstrahles, die 

"jH^ele zu I, 80 triflPb diese die E noch in c^ — einem Punkte der 

^it>jektion 2 des Schlagschattens (^, und der Schnitt mit e* ist der 

*ujikt 6* — der Berührungspunkt c* der S*. Die Tangente in «^ 

^^immt überein mit der Tangente an die Ey so daß 2 als £nveloppe 

^er durch SJ gehenden Kreise auftritt, deren Zentren auf dem Kreise A 

^egen. Die 27 ist demnach wiederum eine Kardioide mit S^ als Spitze, 

^e auch als Fußpunktslinie von i für SJ als Pol erhalten werden 

^ann. 

^ Um endlich die S* als Steiner sehe Hypotroehoide nachzuweisen, 

ISenügt es, zu zeigen, daß rfe* = 2i2*|* ist. Denn kommt, wie hier 
die ST, eine Kurve als Enveloppe der Verbindungslinien zweier gesetz- 
laSBig auf einem Ejreise jf sich bewegender Punkte |*, ly* zu stände, 
»o ist vor allem klar, daß, wenn e* der Berührungspunkt einer Lage c* 

te beweglichen Geraden S*i^* ist, das Verhältnis _- lediglich in sehr 



einfacher Weise abhängt vom Verhältnisse der Momentaiigeschwiiidig^ 

keiten der Punkte 6* und r'. Ist nun jenes Verhältnis konstant, unu^ 
setzt man voraus, S' beweise sieb gleichionnig auf /f, so gilt da^^^ 

nämliche von if. Die Konstanz des Verhältnisses -^^^- UlQt sic"!^ 
aber wie folgt nachweisen. Es ist AiiiifS'^^ £\m'n*fi*, und dah^^^ 
/t/ij —»»*«*, was die Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke ft/i, P nn::;-^ 
m'v*rf nach eich zieht. Die Strecke /te ist daher mit der zu i"""^» 
parallelen, aber entgegengesetzt gerichteten Strecke m'ij' von gleict^^ 
Länge. Die ne ist femer gleichlang, parallel, aber gleich gerichtet ^^^'~~~- 
30 daß vregen £' als Mitte von »(*fi' derselbe Punkt auch in die M^-^^ 
von ife* zu liegen kommt, und mithin -_. = ^ ist. 

Dieser spezielle Wert des Teil Verhältnisses (6'i)'e') bediii_ __ 
wenn 5* den Kreis jf mit gleichbleibender Geschwindigkeit durchläirz:^» 
daß fj* sich auf dem Kreise yf mit doppelter Geschwindigkeit in e — at- 
gegengesetzter Richtung bewegt, und somit c* auf einer Steinet 
ilyputrodwide abrollt, die jf zum Scheitelkreise besitzt. Ein 
Scheitel derselben erhielten wir durch Drittelung des Bogens |*rj 
dem I* näher gelegenen Teilpunkte. 

Prag, 4. JuU 1904. 



Beitrag zur trigonometrischen Analysis. 

Von Franz Rooel in Limbach bei Chemnitz, 
1. Es folgt aus 

zunächst 

("^"•r . cos ()■ sin ?)) = 1 -(- f cos qo + -j, r* COS 2y + . 

e'""p sin (V sin 91) =- t-t f sin 9 + r' sin 2y -i- . . -i 
und wenn hierin r = ix sec <p, femer 
(2) .m^_p_^ "-^^-C. 
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geaeizk wird, weiter 
^3) cos X ©in (x tan q>) 

^4k) sin X ©in (x tan 9) 

^ö) cos X (Jof (x tan 9) 

■(6) sin X Sof (a; tan 9) 



1--2T **«» + Tr^«*-i- **«• + • 

TT * ^i ~ ¥r ^^» + TT ^'^o ' 



-«rorin @in and Sof die Fon^tionszeichen fOr den hyperbolisolien Sinua 
•bezw. Cosinus bedeuten. 

2. Durch Multiplikation Ton (3) und (5) mit sin x und von (4) und 
v^6) mit cos X ergibt sich 



<7) 



(«) 



8ina;.[a;Pi-i^a^P,+ ... + (-l)-^-^"^P„+x + ... 

-cosa;.[ir««P,-:^«*P*+-" + (-l)-^(^P,. + --- 

sin a;[l-^a;»ft + ... + (-l)-|*J^ «„ + ...] 



voraus durch Ersetzung von sin x und cos x durch Potenzreihen^ 
Multiplikation und Gleichstellung der Koeffizienten hervorgeht: 



(») 



(lO) 






(11) 



-r+')«.+r."")«.+-+c:^;)e.-.+e:::)ft- 

3. Wird (7) in die Formen 



-— P, — — a:*P^H h (— 1)"-^ -^— Po H 



i 



tan :r 



b^^ - i 



X 



In-l 



,^p,+-+(-i)-(,; 

^^*«1ÜT der Mathematik and Physik. HL Reihe. XII. 



- P 

1)! ^«« 

22 



-!+•-] 



gebracht, tan x und cot x durch Potenzreiheu ersetzt und auBmultipliziei 
80 kommt 

(12) 2»?,.-, - P,. + f,") 2=B, ?,.-.+ ■•• 
■■+(-l)""'(!„'"4)ä"""'*— ^• + (-l)■(ü;-2)2■■"'^.-.?.. 
{13) (2« + 1)P„- f "+ ') 2- (2- - 1)B,P„_, ~ 
C»-')2'{2'-l)ü,P,._, + .. -H-l)'('; + .J)2'-'(2--'-l)i(._,f 

+ (-rr*'{'\y)2'-(2--i)B.p„ 

wodurch (lie P ungerader Ordnung durch die P gerader Ordnung and 
umgekehrt ausgedruckt werden. Durch Differentiation von 113}] und 

(13) bezüglich «p gehen mit Beachtung von 

j~ P^ = m Q^^i sec' y, 
wenn noch mit sec' ip gekürzt wird, die analogen Relationen hervor 

(u) (2«+i)e,.-ft,„+f "+ ') 2'A«!,-, -{"T ')2'Ae.._,+-- 

... + (_l).-.(2" + ')2.B.ft, 

(IS) 2»«,._, - (\") 2'(2' - l)B,ft.,, - (';) 2'(2' - 1) B,C,. 

■■ + (-')"(> "l)2'-^'P'— -!)*.-.«. + (- l)"'2'-(2"-l)-B.C., 

wodurch die (^ gerader Ordnung durch solche ungerader Ordnung und 
umgekehrt ausgedrückt werden. 

4. Wenn in (3) und (4) cos x bezw. sin x auf die rechte Seit« 
geschafft und dann sec x bezw. eoaec x durch die gleichwertige Potenz- 
reihe ausgedrückt wird, so ergeben sich 

Sm^xi»nql)-(E, + ^x' + ^I^■■)(xF,-^x'P,-^■■■) 



1,^ + "'\r^B.x'...){^,P,-;;p,...^ 



<Bm(xtaaip)—(— + -- 

und bierauB, da 

Sin (x tan v) = X tau y + — tan* ip + ■ ■ .■ 
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die Beziehungen 

(16) tan»-9=JS.-Qi;_,e, + f;)i;..,^,+ - + (-l)»(^;)i?oft., 

(17) tang»-» <p =. tli): P,, + .1 [(7)(2»-« - 1) B,_, P. - 

- f;)(2»"-* - l)B,_,P, + ... + (- 1)- (^;'^^)i2' -1)B, P,._,], 
aus welchen durch Differentiation bezüglich 9 mit Beachtung von 

dtp "» C08*qp ' d<p ^^ C08*9 

nach Kürzung mit sec* 9 und 2n bezw. 2n — 1 hervorgeht: 

(18) tan»-» 9> - f "-') i;._, P, - f "') -^«-^ -P. + " " ' 

(19) ,^«., = ^^^> + _^^[-(- + >-x-l)^.«, 

5. Da in den Resultaten (12) bis (19) eine Veränderliche auftritt, 
die jeden Wert annehmen kann^ so können dieselben als Ausgangspunkte 
für die mannigfachsten Relationen zwischen Bernoulli sehen und 
Eni ersehen Zahlen gelten. 

Insbesondere kann der einfache Zusammenhang dieser Zahlen mit 
dem Sinus bezw. Cosinus der Vielfachen des Bogens zur Ausscheidung 
aller jener B bezw. E, deren Zeiger einer vorgegebenen Zahl bezüglich 
eines bestimmten Moduls kongruent sind^ verwendet werden. 

So bewirkt die Einsetzung 9=-, l<2)<2u— l,/> UDgerade, 

in (18) das Verschwinden aller Glieder mit E^_^^ wo r = Omod^ 
ist; desgleichen in (12) das Verschwinden aller Glieder mit -B„_i(^_i), 
wo r = modjp ist. 

Femer verursacht die Annahme 9 =* ö~ ? 1 <!> < 2n — 2, in (17) 

den Ausfall aller B^_^, r^Omodp, p ungerade, ebenso in (12); femer 
in (15) und (19) aller S^_^(^_i), r^Omodp; in (16) aller E^_.^^, 

r ^0 modjp und in (15) aller B^_\^^_^y 

22* 



330 Frakz Rooel: 

gebracht, tanar und cota; durch Potenzreihen erp*^ ,jr^b ik Ein- 

so kommt 

(12) 2nP,._. - P.. + (V) 2 ,,^r^e 



•■+(-l)-*(J"4)2*""^.-.^* + 

(13) (2»+l)P,.-f" + '^ ■ .. 

(2--i)2*(2*-l)-B,P,._,+.- ; ''^' 



','/ 



+ (_i).+ir . ;,_^_.., »=4 



mod4 



wodurch die P ungerader •' //i^l» " ••' n = 2| 

umgekehrt ausgedrückt '^vfr'" ' lmod4 

(13) bezüglich g> gehe ,-,. -^ dO^I^-^, ^^0 

♦'' '^ (7^) bis (19) die Zahlen 5 und E ^ 

wenn noch mit sf ;' .-^ j^f^^f^s den für n = 0, n = 1, . . . hervc^ 

f^'^^fjferden^y so erhält man neti€, ei] 
(14)(2n+l)öa i^^ ^^'^rfl*'*^'^^® Ausdrücke und zwar: 

1»! 






(15)2««„ 

wodurc" )i4'^ X* , «*""* «*" 

ümgel 1' ^ , . ^ftl- « + Vi ®« - 'S + ■ • ■ + (s^i -~2)! ®» + (älÖ! ' 

r ' 

@ ^^ /f<)i>'*d (^^) fanden auf anderem Wege bereits J. C. Kapteyn 

f^f^f^ ^fili0 ffDie höheren Sinus^* Sitzungsb. d. Kais. Ak. in Wien 

( Ä^'^rftaO»«!'^ (77, und (78). 

0^ ^p- \ß die B und J^' als Unbekannte eines Systems von Glei- 
jfiP' -^ ^''^^flidet sich schon in den Vorlesungen von Herrn L.Saal schütz 
jL^^^^litchen Zahlen. 
^(^2 B*'''' über die höheren Ableitungen eines Quotienten zweier Funk- 





"^ 


I^B 




•v^ 




^ 


^^aMigen. nicht negativen, den Bedingungen 


^ 




4^1 


BL ^ + 2,», + 3«, + . . . + to, _ t 


', 


♦ 


M 


F- 


^^'Ü 


J 


ijw 


?,- =■ ^ 1 3" =- tan qp , 


, *^ 


A 


Kl B and E auch in Determinaiitenform dargestellt 


"■<, 


m 


Ib die 


Herren Saalschutz and HauBsner gezeigt 


' d 


m. 


rgeben 


Bich hieraus einfache independente Ausdracke 


•■ JM 


Edf. 







5ie Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermeglichen die Bnt- 
Eg einer endlichen oder unendlicJien, nach Potenzen Ton tan gi — t 
Ihreitenden Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe 
eine einzige Art bewirken läßt, erledigt sich durch die aus den bis- 
öerigen Ergebnissen bfry ergehenden Tatsachen: 

a) Zwischen aufeinanderfolgenden { q i bestehen die linearen Be- 
äehnngen (9), (10). 

ß) Zwischen einer endlichen Anzahl gerader I q 1 oder ungerader 
\q\ besteht keine Beziehung. 

y) Es bestehen Nulldarstellungen durch die sämtlichen 
(geraden 1 IPl 
InngeradenJ l^J- 

Denn es ist, zufolge 



«,- 



(l+rt)' + ( !-■!)' 



(28) $"(-1)' ^Q,-i['mk(l+it) + emh(l-iiyi-Bmmil\Ict, 

(29) V(-l)~i~i^P.-i[!ini(l + .()-!in*(l-l()]-co>*StnJ:<, 



(30) V(- 1)' ~P.-|,[coB*(l + iO-eo.*(l-iO] ainiSini«, 

(81) V(-l)'||c.- {[ooaiCl + .Cl + C08t(l -•(!]- CO» tSoliK. 



332 fu» BoQEi.: 

6. Bemerkenswerte besondere FonnelD entstehen dnrr^^ neK^^^^' 
Betzung von rp = y^x in (14), (15), (16): , 

(20) 2"/- 1)'"^" 2» fi^^I C) ^-;m - f ' -T Reihe - 1^ 

(21) ^i- 1)* 2V Q E,^, - 1, n gerr . . 

* = o.*.«... ■ 

(22) 2(-^>^2"^'C)^i«-»- ^■ + -" 

5T tz* t+l /«\ , ^,;«itiTe od«r negatire job« 

(^''J __^^^ t- ij * ^ * V-y ■"*• - > negaÜTe «iifferarff Zahlen 

..^((an. Die Anzahl der Glieder 

^24) ^(— I)V2^(2'— l"» ,':> jedes g jedoch gleich groß. 

•-M,io... -f lirer allgemeinsten Form sind 

"''*■"'■ ./'r^.e.-o, 

7. Wenn in den Fonn ,V' '■ 
Unbekannte angesehen ur <; 

gehenden Systemen bere«" ' ,J*-K P, — 0, 
willkürliche Veränderli' V *' 

■worin ^. 

(-1)»(E._J=" ß' 

(27) E, ^^ftaiüon f(t) = f(~-t) läßt sich entweder du/^ 
worin ^^'^ ungerader Ordnung und eine ganze Fiinkti^ 

' J' (WPj durch P gerader oder ungerader Ordnafl»- 
t^ V''^ 1 ^rücken. 



C'^** 






^rücken. 

Potenzreihü f(t)=f(—t) kann in eine unend-' 
itireder nach Q tou gerader oder von ungerader " 



ßlH-^Mlei, ""'l ""« unendliche Potenzreihe g{t)'~~g{—t) 



*^^ t^Z^ ? »^01 gerader oder von ungerader Ordnnng fort- 

Äi»"' ■■,' 

^ ^^ jji tfgwi durch 1 -^j von gerader M»rf ungerader Ordnung 
^ ^^dÜch viele Arten bewirkt werden. 



'i^^i^^.gi. unendlich viele Arten transformiert werden 
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und a^f ccj^, a^, , . , a^ alle ganzzahligen, nicht negativen, den Bedingungen 

«o + «i + «2 + *'- + a;^=ai + 2cf, + Sa^ + • • • + ta^ =» Je 

genügenden Werte durchlaufen^ und 


ft-^, a^^tany. 

Übrigens können £ und J? auch in Determinantenform dargestellt 
w^erden^ wie bereits die Herren Saalschütz und Haussner gezeigt 
liaben. 

Eür (p = X ergeben sich hieraus einfache independente Ausdrücke 
ftr die B und E. 

8. Die Gleichungen (16), (17), (18), (19) ermöglichen die Ent- 
wicklung einer endlichen oder unendlichen^ nach Potenzen von tan 9) <— ^ 
fortschreitenden Reihe nach den P und Q. Die Frage, ob sich dieselbe 
&u£ eine einzige Art bewirken laßt, erledigt sich durch die aus den bis- 
herigen Ergebnissen hervorgehenden Tatsachen: 

a) Zwischen aufeinanderfolgenden | q \ bestehen die linearen Be- 
«ielixingen (9), (10). 

ß) Zwischen einer endlichen Anzahl gerader I q \ oder ungerader 

\ ^ f besteht keine Beziehung. 

y) Es bestehen Nulldarstellungen durch die samtlichen 



i ««x^den \ jP\ 
' ^^^^i^eradenj \Q]' 



Denn es ist, zufolge 

p (1 + itf ~ (1 - itf ^ _ (i + ty+(i~ty 

(^SS-) V(-l)"^^g. = l[sin*(l + iO + sinÄ(l-iO] = s«^*ßof*^ 
^^Ö) 2'(-"^)'^S^. = ^[«^*(l + *0-sin*(l-iO] = cost@inH 

«aal, 8 

V^) V(- ly j-^ P,- ^[eoBk{l + it)-coBk(l-it)l 8mJfc@in*<, 

(ai) yj (_ i)T ^Q, = \ [cos h (1 + i7^ + cos* (1 - ity\ = cos k fio^kt. 



334 PuHE Rodel: 

Wird nun in (28) und (30) h — aa, a beliebige positive oder negatiT» 
ganze Zahl, und in (29) und (31) k = h-^, h beliebige positive oder 
negative ungerade Zahl, gesetzt, so ist die Summe jeder Reihe = 0, 
wag auch noch der Fall ist, wenn 

a' durch K, = aa\ + ßa\ -\- yaj -|- • • . _ 

and ^1 

b' durch L, = tib\ + ^A; + yij + • • - ^ 

ersetzt wird, worin a,, o,, Oj, . . . beliebige positive oder negative ganze 
Zahlen, 6,, 6,, h^, ... beliebige positive oder negative ungerade Zahlen 
und a, ß, y, ... beliebige Zahlen bedeuten. Die Anzahl der Glieder 
von Ä", und L, ist hierbei beliebig, für jedes e jedoch gleich groB. 
Die gesuchten Nulldarstelluugen in ihrer allgemeinsten Form sind 
demnach 



(32) 



-1) ' 



', -0, 



;33) V(-l)" ^Ä-.P, -0, 

•(34) 2^(_iyi'^.(j)>,_o, 



(35) 



^'-D* &(:)■«.-»■ 



Bieraus ergibt sich nun: 

fl) Eine ganze Funktion f(t) = /"(— () läßt sich entweder durch 
Q von gerader oder ungerader Ordnung und eine ganze Funktion 
g(l) ^ — g{— t), ( = tan ip, durch P gerader oder ungerader Ordnung 
nur auf eitiiiije Art ausdrücken. 

b) Eine imendliche Potenzreihe /'(i) ■= /"(—/) kann in ein© uneiul* 
liehe Reihe, die entweder nach Q von gerader oder von ungerader 
Ordnung fortschreitet, und eine unendliche Potenzreihe g(t)—' — g{ — H 
kann in eine nach P von gerader oder von ungerader Ordnnng fort- 
schreitende Reihe auf unendlich viele Arten transformiert werden. 

c) Darstellungen durch ! q \ von gerader und ungerader Ordnung 
vta. auf unendlich viele Arten bewirkt werden. 
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9. Beispiele. 1. Potenzen von P: 



n-l 



«-1 



<36) Pü » (- 1)~« 2-«-^ 2 2R,_, P,_„ n ungerade 



x = 



9» 



mn — X 



(- 1)« 2' 



(-D-OO+U) ('.") + 



4.(«.l)i('» + i)(«-«)(n--8 



n \ / n — S' 
m 




2 



+ (« l)i(m + l)(n-l) / ^^^ I t»** g- -\ 



■ mn 



<37) i^ = (-l)»2-+»2'^«-x«"— »' »»8«™^« 



XbO 



Kn-.-'i- 1)«2» (- 1)'»-^(;;)(:) + (;)n + 



/ n \ / n— 8" 
+ (_ i)i(".+i)(»-J) / ,^_2 j ( «-2- 



2 + 






2. Po^en^ren von ^: 



mn 



<38) 



^-2-'+»2'^-»^".»-«' »» gei^e 



x = 



9i;,_«-(-i)''2' 



m 



n-2 / n 



+ (-1) • 1«-! 



(-i)"a)(:)+a)f:)+ 



•»2 U^-=^| nll 2 





m- 



«-1 



(39) 



e™- 2— +>2 m;nn-r Q„,.„ ti Ungerade 



xkO 



aw;,-« = (- 1)« 2' 



(-')"(i)(:)+a)r.")+ 



«-« / n \ / n — 8' 



+ (-1) ' h'-» 

2 




n-l / n 



2 



+ (_l)"'^ n-2 



2 




m 



n— 1 
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Fbanz Roobl: 



3. Gerade Potenzen von sec 9: 



(40) 



8ec»>= «,.+ (- l)-^(- 1)»2« (;) Q,,_ 



» = 0,1 



4. Kugdfunktionen -Ki,(x) erster Art: 
(41) JS:.(0 - (- 1)^- 2-»-+» «^ ('"7 «) «,„_, ö,-x, » gerade 

x = 



«..- -(-!)• 2- 



n)Q+a)a)+ 



-(r-)("^vKi)(:)j 



(42) ü:,(0-(-lp'2— ^'n^'fV")»»— -P"-»' "«^g^rade 

x = 



«..-.- (-1)' 2' 



(:)(!)+(;)(:)+ 



.(.4.)r7V(4')("T') 



5. £lemott8ise^ Funktion B (^,nj, nach Schlömilclis Dc/iMäion: 
(43) (- 1)-»+» »2«'»-« B (^', 2m - 1) + » *-~- ^"'-» = 



m 



(2«» — 



1)5^ (- 1)" (2»» - 2x - i)(2»»-««-> - 1) B„_, P,. 



XaO,l 



(^ = tan qp, w > 1), 



(44) (- l)- + i y25— 2 B fit^ 2w - 1) + i ^"^--^ ^«-« = 



m 



- 2* (- D' 

xbO,1 



2x Ux-lj-^— "^«»-1' '»>1' 



(45) 



(- n-'+i 2»"'-i B (" , 2»i) + imfi"-^ - 



Nl 



x = 0,l ^ 
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(46) (- 1)-»+* 2»°-i B (^*, 2mj + imfi'»-^ = 



m 



- (2m!)2(- 1)' —^^^ (2»»-«'<-- 1) B„_, Q,,^,, 
6. Eulersche Funktionen E{t,n) erster Ärt^): 

(47) E(<,«) = (;)£o<--(^)^,<-»+(;;)£,<-*- + ... 

(- 1)"^ Q E„ n gerade, 

(- 1) * C n ) -^«-1 * ** ungerade. 



(i?o-l, ^,-1, E, = 5, £, = 61,... 
Sekanten - Koeffizienten) 

m 

(48) E (,7, 2m) =.(- l)- 2»"'-2| (" l)* ^^ G«) ^".-« ««« 

(49) E («7, 2m) = ß„ + 2«»2 (" l)" ^T^^i GD ^«- «»«+i 






) £E(<<, 2n, - 1) = (- l)".-i2»--^ (- 1)* W(« "i) C« - 1) ^-x-P-- 



kSm-Sx-l 



) iEiit, 2m - 1) - 2«-» + i2 (- 1)"-^ - -Ti^- P5„_,P,, 



x = 0,l ^ 



Limbach^ September 1905. 



1) 8. d. Verf. „Theorie der Eulerschen Funktianen^' Sitzge.-Ber. d. Kgl. Böhm. 
GeeellBch. d. Wies. 1893. XXIII. 



Die Kugeln, die einem unebenen Vierecke eingeschrieben sil 

VuQ |{. HKiiEii in Dresden. 

Über diesen Gegenstand sind im Laufe der letzten fünfzig JaM 
zwei Abhandlungen erschienen: Im 20. Bande der Sitzungsberichte m 
Kgl. Preuß. Akademie der WisHenschaften veröffentlichte JH. T. Müll 
(Wiesbaden) Untersuchungen „Vier die Kugeln, welche die Kanten e£ 
beliel'iffen Tetraeders birühren" (vorgel. i. d. Sitzung vom 13. .Juli 18E 
Die Arbeit bezieht sich in ihrem größten Teile auf die Kugeln, . 
die Kanten einer Ecke, bez. die Kanten einer Seite und äußerere 
noch eine vierte Kante berühren. Nur die Seite 24B beschäftigt st« 
mit den Kugeln, die zwei Paar Gegenkanten berühren. Dabei ist da 
Verfasser der irrigeu Meinung, daß diese Aufgabe nur lösbar sei, vem 
die Summe oder die Unterschiede beider Gegenkantenpaare einande 
gleich sind. — Im Jahre 1882 gab Vogt (Breslau) im 92. Bande vo 
Orelles Journal eine bis auf Einzelheiten in gewissem Sinne ei 
schöpfende Arbeit „Über die ein räumliches Vierseit berührettdcn Kugdn 
£r begründet seine Angnben Über die mögliche Lage der Berühnmgi 
punkte auf gewisse Sätze über Regelschareu zweiter Ordnung, vo 
denen man wohl sagen kann, daß sie dem elementaren Wesen di 
Aufgabe nicht gemäß sind. 

Dasselbe Ziel erreicht man, wenn mau sich lediglich auf die B 
Stimmung der Teilung der Seiten durch die Berührungs kugeln betschräok 
die vollständige Durchführung ist nicht mühsamer, als die Arbeit, d 
man nötig bat, wenn man Vogts Gedankengang vollständig durchfuhr 

In Schlömilchs Handbuch der Mathematik, 2. Aufl., 2. Bd., S. t 
hat der Verfasser im Anschlüsse an andere Beruh rungsanf gaben auc 
einige nicht erschöpfende Bemerkungen über die hier vorliegende g( 
macht, ohne damals mit Vogts Arbeit bekannt gewesen zu sein; au 
S. 360 wird dann aus den Gleichungen der Ebenen, die die Winkt 
und Außenwinkel eines unebenen Vierseits senkrecht halbieren, nacli 
gewiesen, daß die Gleichungen dieser vier Ebenenpaare durch ein 
homogene lineare Identität verbunden sind. Vielleicht ist es nicl 
überÜUssig, von demselben Ausgangspunkte aus, wie in Scblömilch 
Handbuche, die Aufgabe vollständig zu behandeln. 

I)ie aufeinanderfolgenden Ecken des Vierseits seien A, U, C, D, i 
Längen der Seiten seien 

AB = 2a, BC = 2/^ CD = 2c, DA - 2d. 
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Ein Punkt im Innern einer Seite werde mit P, einer auf der Ver- 
längenmg Tor dem Anfangspunkte mit Q, einer auf der Verlängerung 
hinter dem Endpimkte mit B bezeichnet; die Seite^ auf der ein solcher 
Punkt hegt wird als Zeiger angehängt. Sind x^ y, z, t die auf den 
Sehenkeln der Winkel und Außenwinkel A, B, C, D bis an eine ein- 
geschriebene Kugel reichenden Tangenten, ihren absoluten Längen 
nach, so gilt für diese Strecken ein Verein Ton vier Gleichungen, die 
AUS je einer Gleichung jeder der folgenden vier Zeilen besteht: 



Q Ä 



X -^ y -=2a y — X ^2a x — y ^2a 

y + z--'2b 2-y^2h y—z^2h 

z + t == 2c t — z ='2e z — t --^ 2c 

i +x==^2d x-t ^2d t — x^2d. 

Die zugehörigen LösungsTcreine haben die Form 

±a±b ±c±(i; 

^^ Abkürzung soll gesetzt werden 

a + 6 + c-frf=l, a + 6 — c — d — 5, 

a + b + c-d'^2, a-h + c-d-^i), 

a + b — c + d^3, a — b — c + d'-'l, 

a — 6 + c4-rf=»4, ^a + b + c + (J-^H. 

^leht man zunächst Ton den relativen (Großen der Seiten ab, ho lassen 
*ch doch aus den 81 Vereinen mehrere ausmustern, die unbedingt un- 
3noglichy und andere, die nur bedingt möglich, im allgemeinen aber 
^beufaUs unmöglich sind. Um diese auszuschi^iden, braucht man nicht 
*"6 81 Vereine zu untersuchen, sondern kann sie gruppenwmsi) zu- 
*<^Qunen&8sen, dergestalt, dafi alle Vereine einer Gruppe immer zuglcMch 
^^ckgewiesen werden können. Bezeichnet man nämlich einen Ven^in 
^wch die Folge der Berflhrungspunkte, z. tt, J\Qf,Qjt^, so gilt diu, 
^•8 unabhängig Ton der (jrröße von a, b, c, d gilt, in glnichur Wt*is«*, 
'^enn man die 2^iger zyklisch vertuuM^bt; es gilt f^rniT daHsiilbt«, wttnn 
^u die Umlaufsrichtung umkehrt, wobei nur zu heiu'htiui ist, dutt 
<»Dei B und Q gegen einander verinusrlit werden müsHtm Duimili 
8®hören zu einer Gruppe z. Jl 

^.Q.<^rK, (^.MAl\, 'JjiJ'.tJ,, /'„/VVV.. 
Q.R,B,F„ JiJlJ'.Q„ ltj\<jji„ l\QJfJl, 



Es ergeben sieb folgende 15 Gruppen, die durch einen Vertreter und ' 
die dahinter bemerkte Anzahl der Vereine der Gruppe bezeichnet werden: 



1) P„P,P,P^(1); 

10) P^R,Q^Q^(8) 
13) Q^Q,R^E^{-i) 



2) P^P,P^Q^(ß); 

5) P„P,B,«,(4); 

11) P,Q,R,Q,(Sy, 

14) B,g,ß,(?,(2); 



3) P.P.Q.Q.i^) 

12} g,e»e.B.C8); 

15) Q.Q,Q.Q,i2). 




Hiervon sind die Grippen 3), 7), 8), 10), 12), 15) unbedingt unmögUA/i 
Denn P^P^Q^Q^ z. B. bedeutet den Verein 

x+ y'~2a, y + e — 2b, t — z^ic, x — t = 2d, 

woraus folgt « — 6 — c — d=-0, und Gleiches zeigt sich bei 7) und 12). 
Bei 8) hat mau z. B. 

X -\- y ^ 2a, a — y — 2b, t — z — 2c, x — t = 2d, 

folglich y'-'a — b — e — d. Ähnliches zeigt sich bei 10). Bei 15) 
hat man 

t/ — x='2a. s — y = 2b, t — z = 2c, x — t = 2d, 
folglich d + fc + c + f/— 0. 

Die Gruppen 1), 4), 5) 6), 13), 14) sind ebenfalls im allgemeinen 
unmöglich; denn aus allen zugehörigen Vereinen kommt man zu einem 
der SchlüBse: 

a + c^b + d, a + d^b + c, + 1-= c + d, 
die im allgemeinen nicht zatreÖen. 

Hiemadi bleiben die Gruppen 2), 9) und 11) übrig, mit ausammeH 
84 Vereinen. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man vorauBsetzen, daft 
a nicht kleiner als b, v oder d ist. Von den Ungleichnugen 

a + b<c+ d, a + c<b + d, a + d <b + c 
können dann nicht zwei zusammen beateheu; denn aus 

a + b<,c-\-d, a + c<b + d 
folgt 

2a + b + c<b+ c + 2d, a<d. 

Daher besfelil nur eine der vier Voraussetzungen 

l)a + b>c + d, a + c>b + d, o+d> 
2) a+b>c + d, a + c>b + d, a + d<b + e; 
, Z) a-\-b>c-\-d, a + c<b + d, a + d>b + e\ 

4) a + b<c+ d, a + c>b + d, a-i-d>b + c, 
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Die Kugeln, die einem naebenen Vierecke eingeschrieben sind, 
die man aach ersetzen kann durch 



1) 6 > 0, 


6>0, 


7>0; 


2) 5>0, 


6>0, 


7<0; 


3) S>0, 


6<0, 


7>0; 


4) 5 < 0, 


6>0, 


7>0. 



um die Untersuchung zu Kode zu führen, hat man die 24 Vereine 
Nr. 2), 9), 11) aofzulösen, der Ileihe nach diese Voraussetzungen 1) bis 4) 
anzuwenden, und zu ermittein, welche Vereine positive Lösni^en er^ben. 

Die 24 Lösirngsvereine sind aaa folgender, sofort veratändlicher 
Übersicht zn eotnehmea: 
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Nr. Sa 27, 2c 
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Unter der Voraussetzung 1): 5 > 0, 6 > 0, 7 > geben positive 
Lösungen nur die Vereine Nr. 1, 7, 9, 12, 13, 14, 17, 21; 

unter der Voraussetenng 2): 5 > 0, 6 > 0, 7 < geben positive 
Lösungen nur die Vereine Nr. 1, 5, 11, 12, 13, Iti, 17, 23; 

unter der Voraussetzung 3): 5 > 0, 6 < 0, 7 > finden sich posi- 
tive Lösungen nur bei den Vereinen: Nr. 2, 6, 9, 12, 13, 14, 18, 24; 

und unter der Voraassetzung 4): 5 < 0, 6 > 0, 7 > sind posi- 
tive Lösungen bei: Nr. 3, 7, 9, 10, 14, 15, 19, 21. 

Da es nun in jedem Falle acht berührende Kugeln gibt, so sind 
die je acht Lösungen nicht nur nicht unmöglich, sondern wirklich vor- 
handen. 

Entwirft man sich eine ganz einfache Zeichnung, die weiter nichts 
«n enthalten braucht, als das Viereck mit Funkten auf den Seiten, die 



342 If. H..O««: 

nur die Lage der Berührnngspnnkte iDsotem richtig darstellen, als di%i 
P, Q und R unterscliieden sind, bo erkennt man mit geringer Miihes^l 

Bei den adU Kugeln, die die Säten eines vnebenen Vierecks berührfn, ,1 
gehen im lülgenteine» durch vier Mitten solcher Kugeln je drei senh-edtt)M 
Juüftende Elicneti von Innenuinkeln nebst der des vierten AußentcinkelSrM 
— und durdt die vier andern gehen die senkrecht hälftendcn 
PO» drei Auß^tu-inlceln tit^hsf der des vierten InncntvinMs. 

Femer findet man leicht: Ist die Summe »weier Nacbbarseitc 
AB -\- HC gleidh der der beiden andern CD + DA, so haben 
senkrecht hälftenden Ebenen der Winkel A und C vmd die der Außen-; 
Winkel TS und I) eine Gerade gemeinsam; jeder Punkt dieser Gerades] 
ist die Mitte einer dem Viereck eingeschriebenen Kugel; außerdei 
gibt es noch vier eingeschriebene Kugeln, deren Mitten sind 

K.H.HM^, H:h:h:,H„ HaH„H-H„ HlR.mH.,, 

wenn B^ und 0^ die senkrecht hälftenden Ebenen des Innen- und des 
Außenwinkels A bedeuten uaw. 

Ist dagegen die Stimme zweier Gegenseiten gleich der Summe der 
beiden andern, so hüben die Ebenen, die die Innen^'inkel senkrecht 
hälften, eine gemeinsame Gerade, und jeder Punkt dieser Geraden ist 
die Mitte einer dem Viereck eingeschriebenen Kugel; außerdem gibt es 
noch vier eingeschriebene Kugeln, in deren Mitten sich die senkrecht 
hälftenden Ebenen von drei Außenwinkeln mit der des vierten Innen- 
winkels schneiden. 



Wir schließen hieran einige Formeln für die Halbmesser 
Mittelpunkte der einem imebenen Vierecke eingeschriebenen Kugeln. 

Hat eine eingeschriebene Kugel den Mittelpunkt M mit den Koor- 
dinaten I, tj, £ und den Halbmesser p, sind ferner 2«, 2ß, '2y, 2d i 
Winkel des Vierecks, JW„, M^, M^, M^ die Richtbilder von M auf dea-J 
Ebenen der Winkel A, B, C. D, sind femer, wie oben, P„ (oder Q,tM 
R^) ... die Berührungspunkte, so hat man z. B. für die Ku| 
P^P„P^Q^ {Nr. 1) 



L\M„Q^~M^P^=a;taaa, M^P^= M,P^^ y tav ß, 
^ ljtf,Pj-JM,P, = ÄtMiy, JtfjP,-=itfj^^=.ftany. 

Aus dem Kreisvierecke MM^P^M^ folgt, wenn man die Rani 
winke! des Tetraeders ABCD, die an den Seiten 2n, 26, 2c, 2d lieg» 
mit a, b, c, b bezeichnet, 
pS=(34P„»+ J»r,P„*-2M„P, . .l/,P„-coaa), 
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(2) 



woraus die Formeln hervorgehen 

( Q^ = (x^ tan* a + y* tan' ß 
= (y* tan* ß + z^ tan* y 
= (j2f* tan* y + t^ tan* d 
= (^* tan* ä -\- x^ tan* a 



2a?y tan u tan /3 cos a) sec* a, 
2y z tan ß tan 7/ cos b) sec* (^ 
2 i? ^ tan y tan d cos c) sec* c, 
2t X tan d tan a cos b) sec* b. 



Mit Hilfe der Cayley sehen Gleichung^) der Strecken zwischen 
fünf Punkten kann man p* auch durch die Seiten und Diagonalen des 
Tetraeders ausdrücken. 

Bezeichnet man die Diagonalen AC und HD mit 2e und 2f und 
beachtet^ daß M Ton den Ecken des Vierecks die Quadratabstände hat 

Q^^x\ 9* + y*, (»*+-er*, (>*+^*, 



80 hat man nach Cayley 
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Entwickelt man hier nach Potenzen von q^, so erkennt man leicht^ 
der Koeffizient von p^ verschwindet; fSr p« erhält man den Quo- 
tienten 



(3) p« = 
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Für die Abstände MM^, MMf,, MM^, ^I^dj die homogenen Koor- 
dinaten der Eugelmitte M für das Tetraeder ABCD, hat man^ 
wenn Ä, k, l, m die auf den Ebenen der Winkel 2 a, 2/S, 2y, 2d stehenden 
Höhen sind, 



MM. 



+ 



MM, 



+ 



MM. 



+ 



MM, 
m 



= 1; 



1) Vgl. u. a. Baltzer, Determinanten, 4. Aufl., S. 218. 
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die Dreiecke MM^P^, M^P^Ä usw. ergeben 

r MMi = ()«- a;« tan« a, MM? ^ Q^ - y^ tan«/S, 
^ ^ 1 MM? ^Q^-z^ tanV, MMi = (>* - ^ tanM«; 

daher folgt f&r q die Gleichung 

~)/p*- a;*tan»a + ^ Vp'- »* ^»»»/S + ~ )/p« - jer» tan V 

(5) {' ' ^ 

Die rechtwinkligen Koordinaten |, i;^ g eiQer Kugelmitte ei^eben sich 
aus den rechtwinkligen Koordinaten 5^, ly^, S«^ • • • ^®^ Ecken -4., JB, C, D. 
Man hat zunächst 

(i-ü*+(^-o'+a-o*=p*+*s 
(i-o'+(i2-i?<.)*+a-ü*-p* + «'- 

Hieraus folgen^ wenn man die Abstände des Nullpunktes Ton 
A, Bj Cy D mit r^, r^, r^, r^ bezeichnet, 

d» - y I + (% - i?.)i? + (Si - Qt = i(r? - r? - y» + *»). 

Sind ax, ay, a^, ... die Winkel der Achsen mit den Seiten 2a, . . ., so 
hat man 

Sa ~ Sft = 2a cos a:r, ^^ — i^* " 2a cos ay, g^ — J; =» 2a cos ajer 
usw. und erhält daher für |, i^, g schließlich den Verein 

cos aa: • S + cos ay • 1? + cos a-er • g = — (rj — r? — a;* + y*), 

cos hx ' ^ + cos hy ' rj + Goshz ' ^ =^ Yh(fi — ri — y^ + jer^, 

cos ca: • g + cos cy ' rj + cos c ä^ • £ = t— (r| — rj — jp* + ^); 

hierzu tritt noch die vierte Gleichung 

cos rfa; • I + cos rfy • 7^ + cos d^ • g =- -^ (rS — rj — ^ + a??). 

Dresden, Februar 1907. 
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Snr la gen^ration cissoldale des qnartiqnes unicursales 

bicircnlaires; 

Par M. E. Malo a Caen. 

M. H. Wieleitner (Spire) a demande dans V Intermediaire des 
Mathematiciens (Question 3147, tome XIV, 1907, p. 8) si la generation 
•cissoidale des quartiques unicursales bicirculaires ayait ete dejä signal^ 
dans quelque ouTrage mathematique: cette generation est la suiyante. 

Etant donnes un cercle de centre Ä et un point sur ce cerele, 
puis un secoud cercle de centre B^ on mäne par une droite quel- 
conque rencontrant le cercle (-4) en un certain point P et le cercle (B) 

en deux points Qy Q': sur cette secante, ä partir de et dans le sens PQy 

on porte un segment Oüf egal ä PQy puis un segment 0M\ egal ä PQ'; 
la quartique est le lieu des points M et M\ 

M. Oomes Teixeira (Intermediaire, tome XIV, 1907, p. 120) s'est 
reföre ä une etude publiee par lui dans les Anncdi di Matematica 
{Milan 1004). — En ce qui conceme la cubique unicursale circulaire 
generale, qu'on obtient en supposant que le ceutre B du deuxi^me 
cercle passe a Tinfini, j'avais eu anterieurement plusieurs occasions 
d'invoquer sa generation cissoidale dans V Intermediaire des Matiiematidens 
mgme, comme je Tai rappele en 1905 (Tome XII, p. 235) et 1906 
(Tome Xm, p. 204). 

Quoi qu'il en soit, et bien que des considerations extr^mement 

ing^nieuses aient ete developpees ä ce propos par MM. Retali et 

Bickart, il me semble que le sujet n'est pas si completemeut epuis^ 

qu'il n'offi*e encore matiäre a quelques remarques d'un certain inter^t. 

Tont d'abord, puisque la construction precedemment decrite fournit 

<leax points du lieu sur une secante quelconque issue de 0, qu'il ne 

peni j avoir sur cette secante d'autre point courant du lieu, et que 

Pour deux positions particuliäres de la secante (celles qui joignent le 

P^ijxi aux intersections des cercles (A) et (B)) Tun des points mobiles, 

^^ Qi^me temps qu'elle, se reunit au pole fixe 0; cela, dis-je, en con- 

®®quence de la notion meine de Vordre d^une courbe, entraine qu'il 

^Rit d'une qiiartique, nodale en 0. 

J'imagine maintenant que sur chaque vecteur 0^ on marque les 

^xi:x points R et R' qui le divisent dans uu certain rapport donne et 

^*>^s le rapport inverse: les segments OR et R'Q sont egaux, et, lorsque 

-AwhlT dar Mftthamfttik und Physik. III. B«ih6. XII. 28 
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le vecteur pivote autour de 0, les points R ei R* decrivent deux 
cercles homothetiques du cercle (B) relativement au pole fixe 0; le» 
points oü chacun de ces cercles coupe le cercle (Ä) correspondent ä 
deux des points oü Tautre cercle coupe la quartique etudiee. Or^ lorsque 
le rapport donne est negatif et qu'on lui attribue successivement des 
yaleurs absolues indefiniment croissantes, les cercles R ei m passent 
en meme temps ä Tinfini et leurs intersections avec la quartique 
viennent coincider avec les points cycliques^ que celle-ci par suite admet 
comme points doubles. 

On sait par d'autres considerations que les quartiques unicursalea 
bicirculaires sont identiques avec les transformees par rayons vecteurs. 
reciproques des coniques comme avec les podaires de coniques, et il 
ne s'agirait que de montrer comment par exemple s'effectue la deter- 
mination de la couique antipodaire relativement au pole de la quar- 
tique consideree, au moyen des elements interrenant dans la generation 
cisso'idale. 

Negligeant pour le present ce detail, je montrerai de preference 
comment de la generation cissoTdale enyisagee par M. Wieleitner on 
peut geometriquement conclure ä la redtuiion de certaines aires trape- 
zöidcdes mixtüignes de la quartique ä des aires anahgues ciradaires, et, 
nota/rnment, de Vaire totale de la quartique ä Vaire dun cercle. 

En effet Taire elementaire balayee par le segment MM' a pour 
expression 

iiÖM'' - OM')d<o = 9¥:±0^{0M' - ÖM)dc>, 

da mesurant la rotation infinitesimale de la secante. Or on a mani- 
festement 

OM- ÖM^ ÖQ'- ÖQ, 

OM' + Ö~M ÖQ' +0Q _ wp 

et par suite Texpression de Taire elementaire devient 

1 W - OQ^)d(o - ÖP • QQ' . rfo. 

Donc, la secante toumant autour de 0, Faire finie balayee par le seg — 
ment M3i' est egale ä Taire balayee par le segment QQ' (c'esirärdiref 
ä une certaine aire trapezoido-circulaire) diminuee d'une aire d'une 
nature, qu'il est cependant possible d'evalüer moyennant la suppositioi 
suivante 

J'envisage simultanement les secteurs äementaires correspondan"^ - 
a deux secantes 7jPQQ\ OF^Q^Q'^ symetriques par rapport a la droi 
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0£y dont je designerai par S le deim^me point d'intersection avec le 

cercle (Ä). Le point S etant projete en T sur ÖPQQ' et en T^ sur 

OJPiQiQiy j'aurai deui segments OT, OT^, egaux entre eux et ä la 

demi-somme des segments OP et OP^ (je passe sur la demonstration 
geometrique qui est des plus simples). De lä suit que la somme 
des deox secteurs elementaires est 

et Ist suppression du facteur 2 reyiendra ä faire Tarier la s^cante dans 
ia m^me ^tendue angulaire totale que precedemment. 



II 



I 

^ I f 



N I ' 
\ I / 



I I 

if 



^ '. ^yytgy^o^- 




Hais le cercle d^crit par le point T est homothetique par rapport 
*^ pole fixe du cercle decrit par le point Uy milieu de la corde QQ' 



OS 



1 Iß s 

*^ Rapport dTiomothetie etant ^=:r^; d'autre part OU - d(o est le chemin 

^*^Baentaire decrit par le point U perpendiculairement a la direction 

^QQ'\ en consequence QQ' - OU • d(a est Taire elementaire balayee 

P^ le Segment QQ\ et Taire finie qu'il s'agissait d'evaluer est celle 

^ l*aire trapezoido-circulaire QQ\Q[Q\ multipli^e par le coefficient de 

28 • 
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Par suite I'aire totale de la quartique a posr 



J 



p designant le rayon dn cercle (.B). 

La demoDstratjon qui prec^de et le resultat obteuu ue sont va 

blea que dans le cas oü le pole fixe etant ext«rieur au cercle ( ") 

la quartique peut etre conaideree comme la podaire d'ana hyperbo^^:^ 
ayant pour asymptotes les normales ä la quartique menees par 1 -'** 
points de contact des tarigentes isauea du point 0, qui sont evidemme^c^ "" 
leB tnugentes au cercle (B) iasues du meme point: Taxe transverse C^ * 
rhyperbole est parallele ä la droite OSB et b& lorgueur est egale a^^^" 
diametre du cercle (B); la distance du pole fixe ä l'axe n on - transver^"^"^^ 
eat egal ä SB. 

En outre il faut remarquer que l'eyaluation de I'aire doit ett-^----" 
füte conformement aux priucipes poaes par Qauas, I'aire exterieurr -* ^ 
infinie etant caractertaee par le coeflicient fcVo et lea airea compris— -^^^M 

dana un contour ferme affectees du coefficient relatif + 1 selon qu'ell ^^fle 

ae trouvent d'un cöte »ou de l'autre du contour auppoae parcouru Hi — • 

un sens determin^. 

Sou3 le benefice de ces deux obaervatione on peut enoncer g » ^ »^ a. 

Le rapport de I'aire de ta podaire dei'hyperbole d I'aire du im im n' 

; sur l'ojx iransverse comme diametre est le meme que le rapf»c.^:^m</ft 
des distances ä Taxe non-transt'erse du pole fixe et du foyer. 

J'avaia indique ce reaultat dans U eolution analytique que j"" «W 
dounee de la question n" 2885 de l' Intermediaire des Mathematicietm^rs^^ 
(Tome XII, 1905, p. 187); maia la demonstration geometnque expos c^ ^^ 
ici eat bien plua directe et plua simple. 

L'airL' des podairea d'ellipse donne lieu ä des considerattons o:^-^"' 
peu differeut«s. mais qui Ront generalement connues et aur lesqnellek-' 
il serait auperflu d'insiater. 
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rriieorie zweier Bengnngsversuclie mit elektrischen WeÜen. 

Von Clemens Schaefer in Breslau. 

In seinem bekannten Buche ,fiie Optik der elektrischen Schwin- 
gangen'' hatRighi auf Seite 111 ff. zwei BeugungsTersuche beschrieben^ 
die infolge der dabei auftretenden ^Dimensionen mit Lichtwellen kaum 
^•nzustellen sind. 

Er läßt ebene elektrische Wellen von 10 cm Länge auf ein zylin- 
drisches Hindernis aus dielektrischem Material auffallen; der Radius des 
Zylinders beträgt 2 cm, die Achse desselben ist parallel der elektrischen 
Hinter dem Zylinder steht in einiger Entfemimg der Empfänger 
elektrischen Wellen. Gemessen wird die Energie derselben, einmal 
l>«i freier Strahlung, d. h. wenn der Zylinder entfernt ist, ein zweites 
^l^^l, wenn er in der beschriebenen Weise in den Strahlengang eingeführt 
'^w^o irden ist. 

Man beobachtet dann regelmäßig eine Veränderung der Intensität 
d<»^ Strahlung, 

Aber es lassen sich zwei Fälle deutlich unterscheiden: 
1 - Sesteht der Zylinder auö' Paraffin, Ebonit, Olivenöl, Benzin (letztere 
in dünnen Glasröhren), so wird durch Einschieben des Zylinders in 
den Strahlengang die Intensität gesteigert, 

2- ^Besteht dagegen der Zylinder aus Spiegelglas oder Alkohol, so tritt 
eine deutliche Abnahme der Intensität auf. 

Righi vermutet bereits ganz richtig, daß der Unterschied im Ver- 
halten der beiden FäUe durch den Unterschied im Reflexionsvermögen, 
d- li. durch den Unterschied der Dielektrizitätskonstanten hervorgebracht 
''^erde. Lidessen wird sich zeigen, daß man mit leichter Mühe Fälle 
realisieren kann, wo Paraffin imd Spiegelglas sich vollkommen gleich- 
Ofrtig verhalten. Mit anderen Worten: Es wird sich zeigen, daß die 
Righische Beschreibung der Versuche nicht vollständig hinreichend ist. 
Aus diesen Gründen erschien es mir wichtig, die genaue Theorie 
der Erscheinung zu entwickeln. Vorarbeiten, allerdings ohne Bezug- 
nahme auf diese Righi sehen Versuche, liegen bereits vor von 
J. J. Thomson^), W. Seitz^), W. von Ignato wsky '), Lord 



1) J. J. Thomson, Kec. researches in Electricity and Magnetism. p. 428. 

2) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16, 747, 1905; 19, 664, 1906. 

3) W. von Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18, 496, 1906. 
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Cleukns Schaefeb: 



Rayleigh'), Cl. Schaefer'). ich schlieBd mich iu der Bezeicbuuai 
uud dtir Darsteltiing an die überaus fibersichtliche Abhandlung des Hei 
Seitz au. 

Wir trausforniieren die Maxwellscheu Qletchungen fttr Isolntoi 



(1) 



■ 'IS m 



b) -M <,„I|J, 



WO @ die elektrische, § die magnetische Kraft, e die Dielektrlzitäts- 
koustante, n die Permeabilitüt, c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten, 
zunächst auf Zjlinderkoordinaten [r, (p, z), die mit den Cartesisclu 
folge ndermafien zusammenhängen: 

j- ^ r cos fp, y ^= r sin tp, z ^= B. 

Neunen wir die in die Koordinatenrichtungen fallenden Komponenl 
von 6 uud !q 15^ S , ®, resp. §^, Sq , §„ so lauten diese Grleichnnj 
folgendermaßen : ') 



iten, 

I 



(2)' 



,8s; 






"81 



■*) 



')-,-!{■ 



I d 



('■e,) + 



c dt 



■ h ' 



f) 



e dt 




Wir legen die Achse des Zylinders in die s-Äehae; nach den Bedin 
des Versuches mu£ dann auch die elektrische Kraft der einfatlendec 
Welle parallel der ^- Achse sein. Dann werden, da der Zylinder als 
unendlich lang vorausgesetzt wird, S und § unabhängig von /; es 
I dein oben (lesagten die Komponenten l£^ und l 
luf. Somit vereinfachen sich die GleJchungei 



treten femer 
überhaupt nicht i 
folgender Weise: 



i(2)i 



(3) 



,8«, 



1 8 



1 ö^ 



Dazu treten noch die Grenzbediugungen der MaiwellMchen T 

an der Oberfläche des Zylindera erfüllt sein müssen; dieselbe^ 

bekanntlich aus. daß die tangentiellen Komponenten der elektriBchc 

1) Lord Rayleigh, Stient. Papers I 518ff. Cambridge 18 

S) Cl. Kchaefer. Annalen der PhyB. 2», 16a, 1907, 

Si Vcrifl z. B. A. Sommerfeld, \Vi«d. Ann. «7, 337; 189 
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find magnetischen Elraft stetig sein müssen. Bezeichnen wir die auf 
•den Außenraum bezüglichen Orößen durch den Index 1^ die den Innen- 
x-aam betreffenden mit 2, so ist dementsprechend: 

<4) a) (@.X = (®A, b) ($A = (^9)>- 

Statt der letzteren Gleichung kann man^ wie sich durch Differentiation 
jxach t und Beachtung von (3 c) leicht ergibt, auch schreiben 



C^c) 



/d<S. 






JSndlich tritt noch eine Bedingung hinzu, die aussagt, daB in unend- 
licher Entfernung Ton dem zylindrischen Hindernis (r = oo) die durch 
d&sselbe hervorgebrachte Störung unmerklich klein geworden ist, d. h. 

wir in unendUcher Entfernung wieder eine reine ebene WeUe haben. 

Nach nebenstehen- 



Figur woUen wir 

denken, daß parallel 

a? -Achse, und zwar 

Richtung der ab- 

xrelxmenden x, der ebene 

^WellenzugauffäUt; dann 

isfc zu setzen: 



(4d)((g.V=.-e 






{ct-\-root(p) 



lönrch Differentiation 
von (3 a) nach t und 




Bichtunn der 
-infiOlende^^mtU 



^dlen> 



-<- 



■>-a5 



3«>« 



2». 



J^msetzen der Werte ^ und -^— aus (3 b) und (3 c) erhält man dann 
^^ (£, folgende Beziehung: 



lae. 






ae« ar* • r dr 

^^ @, die einzige Komponente der elektrischen Kraft ist, die vorkommt, 
®^ ist der Index z überflüssig und kann fortgelassen werden. Der 
Gleichung (5), die ganz allgemein gut, sowohl für den Außen- als den 
-"^enraum des Zylinders, hat die elektrische Kraft zu genügen. 

TJm zu einer Integration der Gleichung (5) zu gelangen, ist zu 
"^achten, daß wir einen rein periodischen Vorgang betrachten wollen, 
sodaß wir also @ in der Form schreiben können: 



(ß) 



%ni 



g = 6^" 



U 



nt 



U 



wo u uuahhängig von t i»t. 
Wertes 



('! 



Dann wird aaa (5) durch Einsetzen die« 






Für den Äußenraum haben nun DielektrizitätskonstaJite und Pen 
abilität den Wert 1; im Innenraum dagegen ist £ von 1 verBchle« 
(— *), während die Permeabilität auch hier gleich 1, wie im Aul 
räum ist. Der Faktor von u wird also 



im ÄuBeuraiime: 



im Innenraume: 



— A-: , 



Entwickeln wir endlich u noch in eine Fouriersche Reihe, und zwar 
in eine Koainuareihe, da für + <p derselbe Wert sich ergeben muß, wie^ 

für — (p, so iet m ^^Q„ cosmqi. und durch Einsetzen dieses Wei 

in (7) folgt die Gleichung: 



.+ i'!f;. + (j.._»')«._0, 



wie 

1 



I 



die nichts anderes ist, als die Besselsche Differentialgleichung. 

Die Integrale derselben sind die B^saelachen Funktionen erat«r 
und zweiter Art vom Argumente kr, die wir mit I^ikr) und Q^ßr) 
bezeichnen wollen. Statt Q„,{l'r) kann man auch eine Funktion Keiler) 
als BesselBche Funktiun zweiter Art bezeichnen, die mit Vm(^*'^ 
folgejidermaßen zusammenhängt: 

Die Funktionen /, nnd K^, sind definiert durch folgende Reihen: 

f9) /„(^) = 1 - ^ + — .^ - . . . + ,:,,,^^'^'-,r^^, 

(10) ffo(3:) = /o(x) ] log ^ - 0,5772157 1 - 2 { I,{x) - ^/«(a:) + jigC*) ■ 



Beide Funktionen gehorchen ferner gewissen Rekurs Jonsformeln, 
zur Berechnung der höheren Ordnungen dienen können, wenn die 
tionen Oter und Iter Ordnung bekannt sind. Diese Formeln lautei 



I 



(11) 



|h) 2».2.(ie) - i|-r._,fi) + 4t, Wl- 



lauten ^m 



• ■rM 



K* , 



■•w 






• ..* 
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/ 



.,l-'^l)l=*m^U^G'^8)- 



Jm Unbekaimten, die also 
niumen. Man erhält nach 



'f.' 



■T. I 



+ 



2 



iiken Seite zu unterdrücken; 
. doch interessiert uns im 
I also als endgültige Lösung: 

/;,)} cos m(p + c'^^~*v I, 



Fällen gut konvergent, 
II beschränken darf, 
'lißt man nun stets den 

«uchnen wollen. Bringt 



1 Berechnung der kou- 
,' ist: f = 2; ferner mich 
i^'ni: ;. = 10 cm; also 



1,^ --- 






f' =0,0888. 
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k^r mit p^ (Innenraum), so ergibt sich nach (15) und (6) für den 
Außenraum: 

(16) ®. = e"" J;[6„i„(pi) + a„, [K„{p,) - *|/„(l>0)] cos »,y; 



für den Innenraum: 

(17) ®, = e""2'[fc;40,) + «: K«(l>,) - y4(ft))] cos my. 



Die Koeffizienten a^, 6^, a,^, 6^ sind durch die Grenzbedingungen (4a, 
4 c, 4d) zu bestimmen, was in folgender Weise geschehen kann. 

Aus den asymptotischen Darstellungen geht hervor, daß im Un- 
endlichen der reellen Achse die Q^ verschwinden. Für r = c» reduziert 
sich also (S^ nach Formel (4d) auf 

gj = e^'"^6^/^(2>i) cos m^ = 6"*'e'>i "^^ v , 

■d. h.: 00 

^KlmiPi) cos m(p = ^P^^'v, 



Wir haben also die Aufgabe vor uns, ^pi<^*<p nach Besselschen Funk- 
tionen zu entwickeln. Wir entnehmen das Resultat dem schon genannten 
Werke von Gray und Mathews auf S. 18, Formel 39 u. f.: 

(18) c-P'^'v = /,(^,) +^2i"'7„(pi) cos mtp; d. h.: 69 = 1; &« = 2|-". 

1 

Ferner läßt sich zeigen, daß die sämtlichen Koeffizienten a^ in Gleichung 
(17) verschwinden müssen; denn nach (10) wird für p^ =» 0, d. h. für 
r = (in der Achse des Zylinders) K^{p2) unendlich; um also die End- 
lichkeit der elektrischen Kräfte zu erhalten, müssen die a^ verschwinden. 
Wir haben also jetzt noch die übrig bleibenden Koeffizienten a^ 
und ft^ zu bestimmen. Dazu verhelfen uns die Bedingungen (4a, 4 c); 
setzen wir den Radius des Zylinders = (>, so werden diese Bedingungen 
erfüllt, indem man die zu jedem m gehörigen Werte gleich setzt. Also 
erhält man folgendes System von Gleichungen (jc^ resp. ;r, sind die 
Werte von jp, und pg für r = q): 

(19) [ 2//i(;r0 + a,[K,{%,) - '^h{^,)] = VJi{^r)f 



2i-IJ:t,) + aJ^K^S^,) -'^^K)) = 6;i^(:r,). 
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(20) 






Dies sind 2m lineare Gleichungen mit 2m unbekannten, die also 
j^rade hinreichen; die letzteren zu bestimmen. Man erhält nach 
leichten Rechnungen: 



(21) 



2 t»» 



a 



m 



7 (^ \ -^rni^i) *i T' f„ \ 2 



Dabei ist für m =» der Faktor 2 auf der linken Seite zu unterdrücken; 
eine ähnliche Oleichung erhält man für bin, doch interessiert uns im 
folgenden der Innenraum nicht. Wir erhalten also als endgültige Lösung: 



(22) 



a) e, - ^•"^ya„[K„ (p,) - *{l„{p,) ) cos m(p + e"^ ~' v 



er 



b) g, = ^"^ Vft^/^CPa) cos m(p. 



Die Reihen sind in den uns interessierenden Fällen gut konvergent, 
so daß man sich auf ein paar Glieder derselben beschränken darf. 

Bei Messungen mit elektrischen Wellen mißt man nun stets den 

zeitlichen Mittelwert von @J, den wir mit ®J bezeichnen wollen. Bringt 
man (S^ in die Form: 

(23) ®i = J. cos nt + B sin n/, 

so ist 

^1 2 ' 



(24) 



dieser Ausdruck mißt die Strahlungsintensität. 

Wir sind jetzt soweit gelangt, daß wir zur Berechnung der kon- 
kreten Fälle übergehen können. Für Paraffin ist: « = 2; ferner nseb 
^ea Versuchsbedingungen von Righi: () = 2 cm; A = 10 cm; also 



Äi = 






1,25; 



k^ = ^"- = 0,628; 



„, = ?»^-/e = l,80; Äi = '-''/-^ = l,56; 



k. 



0,6888. 



Wir kölmen ans Itegnügeu mit der BereclmuDg der 3 eraten Koe£Gziett4 
Oß, a,, flj, da die folgenden sehr klein sind und keinen merklichen Beiti 
zu den ersten Gliedern liefern können. Nach (21) ist 

-'•<"■> JT „ , 



'.lO- 






?-/;(«,) 



Aus den MeiSelscben Tabellen findet man: 

■'«(»'i) - 0,6460; i;(;t,) /, (»,) 0,5106; 

/,(«,) - 0,3400; /;(«,) /,(!,) - - 0,5816; 

Ferner aus den Smithschen Tabellen: 

K,{:i,) 0,4042; KiM Jr,(ii,)- 

Setat man diese Werte in die Gleichung für Oo ein 

a„ = 0,316 -0,384«. 
Genau ebenso Terfahren wir bei der Berechnung i 






- ö,!1187. 



80 folgt als 

m o,. Nach (2i; 



k^ 



fiK)- 



i;(«j) 

il(', ) 






/i(3t,), /,(:!,), A',(3,) sind bereits bekannt; /i(;r,), /;(:ig), Ä,'(3ri) 1 
vermittels der Reknrsionsformeln (IIa und b) aus den schon gegelft 
Daten berechnet werden; mau findet: 

/;(l,)- 0,2375; ;;(t,)- 0,0170; K;(n,j 1,1392. 

Uit Hilfe dieser Angaben ergibt sich 

a, = 0,354 -|-0,893(. 

Zur Berechnung von n, findet man ans den schon berechneten \ 
mit Hilfe der Rekursionsformelu 



/,(»,) -0,1710; 
7, (n,) - 0,.S061 ; 
S:,(i,)- 1,8742; 



/;(!,) -0,2370; 
/;(»,) -0,2417; 
k; (.1,) - ~ 3,5730. 



Daraus folgt 



-0,014 + 0,00002!. 



Man sieht, daB der Koeffizient «, bereits erheblich kleiner is^ at 
vorhergehende; ii^ würde bereits ganz einflußlos sein, und wir sind 
berechtigt, die Reihnnng an dieser Stelle abzubrecheu. 
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Genau ebenso gestaltet sich die Berechnung fib* Spiegelglas. Dafür 
ist € = 6^5; ist femer nach den Versuchen von Righi, wie vorher, 
p =2 cm, X == 10 cm, also: 

;r, = '-f^ = 1,25; Ä, = 0,628; 

i - 0,4, 
^s=y 1/^ = 3,12; fc,= l,56;^» 

<lan]i findet man für Spiegelglas die 3 ersten Koeffizienten: 

00 = 0,016 -0,636i, 
«1 = 0,910 + 0,676i, 
02 = -0,146 + 0,017«. 

Wir können nun zur Berechnung von @J für beide Fälle über- 
sehen. Zunächst aber wollen wir zum Vergleich diesen Mittelwert für 
leiL Fall berechnen, daß wir freie Strahlung haben, d. h., daß der Zylinder 
5ar nicht vorhanden ist. Dann ist ©i == e*(»'+Pi«>»9). Begeben wir 
■^^^18 (s. Fig.) auf einen Punkt der negativen Abszissenachse (d. h. hinter 
Üe Stelle, wo sonst der Zylinder sich befindet), so ist 9 = ;r zu setzen. 
Ä-lso ist @i ==xe^i^*—Pi) oder, bei Beschränkung auf den reellen Teil: 

©i = cos (nt —p^) = cosn^cos|>i + sinn^sin^^ . 

Daraus ergibt sich nach (23) imd (24) die freie Strahlung: ®J = i. 
3oll also unsere Theorie das Resultat der Righischen Beobachtungen 
^^'^eben, so müssen wir im Falle des Para/)^n- Zylinders einen Wert 
öx-halten, der größer ist als |, und im Falle des Spiegelglas -ZjlmdeTS 
^ixien Wert, der kleiner als j ist. Das wird in der Tat der Fall sein. 
Bei Beschränkung auf die 3 ersten Glieder können wir nim nach 
C^22a) schreiben: 

C25) ®j = e'-'-ft + e"" K «o Oi) - «i Qi (Pi) + «, Q» iPx)] , 

^^obei ^(Pi) als Abkürzung von K{p^ — —I{p^ gebraucht ist. Für 

S^oße Werte von pj, d. h. für große Entfernungen r des Beobachtungs- 
Puiiktes von der Zylinderachse können wir die asymptotischen Werte 

benutzen, denen zufolge Q^ (pj) = i'" Q^ (jp^ ist. Setzen wir dies in 

\25) ein, so folgt: 

g^ = e^nt^p, + ^int [^^ -a,i- 0,1 Q^ (ft) ; 
setzen wir hierin 
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SO folgt^ wenn wir uns auf die reellen Teile beschranken, 

wo zur Abkürzung: 

gesetzt ist. Ordnen wir diesen Wert, so erhalten wir 

(26) (Si = cos w ^ |^cosi>i +y ^ ^ sin ^ +y ^ -^o ^^ *J 

+ sin nt ^smpi +y ^ A^^^^ ""K 2p ^o ^^ ^J • 
Nach (24) ist dann 

ef-i[|co8i>,+]/^^8in^+]/gj5oCos^)" 



+ 



j sinj?! +]/^- A cos ^ ""K 5i ^0 sin ^ I J 



oder, da V' » ;r/4 — ^^ ist, 

e! = i[l + ^(^ + i<S)+2l/|-^sm«/4 + 2"|/^BoC08«/4] 

oder 

(27) (gf •= i [iH- -^l- (^? + BS) H-V^ ( A + -Bo)] • 

In diese Formel (27) haben wir nun unsere Werte von A^ B^, p^ ei^^n- 
zusetzen. Die ersteren sind durch die Koeffizienten bereits festgeleg^^; 
dagegen wurde über p^ bisher nur vorausgesetzt, daß es so groß s^^i» 
daß wir die asymptotischen Formeln der Bess eischen Funktionen b- 

nutzen dürfen. Wir wollen r= 100cm nehmen; dann ist pj = —20: 
Für Paraffin erhalten wir so 

^ + ^0 = 0,685; ^ + B?= 1,785. 

Daraus der Wert für 

®J = ^ 1,198 >-J, 

d. h. nach Einschieben des Paraffin- Zylinders ist die Strahlung um 
2(^1^ verstärkt, ^ 

Für Spiegelglas dagegen ergibt sich 

A + Bo-- 0,826; ^ + Bg- 2,986. 
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Daraus der Wert für 

d. h, nach Eifibringefi des Spiegdglas-Zylinders ist die Strahlung um etwa 
11^^ vermindert. 

Die Theorie bestätigt also die Richtigkeit des Righischen Versuches. 

Es wäre indessen durchaus falsch^ zu glauben, daß nun unter allen 
ITinständen ein Paraffin-Zylinder den entgegengesetzten Eflfekt geben 
m risse, wie ein Spiegelglas-Zylinder. 

Vielmehr sieht man aus der theoretischen Darlegung, daß es 

aiifier auf die Dielektrizitätskonstante auch noch auf das Verhältnis 
P /Zylinder -BadinaX , , 

i = (-WinenTänge- ) «^«"»"»t- 

Würde man z. B. einen Spiegelglas-Zylinder von 0,1 cm Radius zu 

dem Versuche benutzen, so würde er eine Verstärkung liefern; ja sogar 

W'asser (£ = 81!) würde in zylindrischen Röhren von 0,1cm Radius 

noch verstärkend wirken. Würde man umgekehrt den Zylinder-Radius 

erheblich größer wählen wie 2 cm bei derselben Wellenlänge, so würde 

^an auch erzielen können, daß Stoffe mit kleiner Dielektrizitätskon- 

rtante wie Paraffin schtväefiend wirken.^) Diese Aussagen müssen zur 

Kighischen Beschreibung seiner Versuche ergänzend hinzutreten. 

Breslau, im Oktober 1907. 

Physikalisches Institut der Universität. 



Berichtigung. 

Von Clemkns Schaefer. 

^^ Am Schlüsse meiner Arbeit: „Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der 

^^^rmodynamik"*) habe ich folgende Anmerkimg gemacht. „Was die von mir 

^^^Vr&lilte Beweisform des 2ten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich mit 

zusieht so eng als möglich an Helmholtz, „Vorlesungen über die Theorie der 

/^^nne" angeschlossen, mn mich hier kürzer fassen zu können." Diese Notiz 

1^ insofern unvollständig, als ich außer dem Helmholtzschen Texte auch 

^^anken des Herausgebers, Herrn Prof. F. Bicharz, verwertet habe, die 

?^ solche durch die Note „Anmerkung des Herausgebers" kenntlich sind. 

^och bemerke ich zm- Vermeidung von Mißverständnissen, daß sich das nicht ' 

^^^ den Gedanken bezieht, den ich in jener Arbeit allein für mich in Anspruch 

^^huQe, nämlich auf die Ersetzung der thermodynamischen Daten eines idealen 

^^ses durch die des absolut schwarzen Körpers. 

Breslau, den 11. November 1907. 



1) Gl. Schaefer, Ann. d. Phys., 28, 163; 1907. 

2) Dieses Archiv (3) 12, 40. 
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!F. Fricks Fhysik&liaohe Teohuik oder Anleitung sa E^erizaatttad- 
vorträgen sowie zur Selbstheratellung einfacher Demonstratioiu- 
apparate. 7, Auflag:? vou Otto Lehmann, Üriunsehwei« 1901, 
Vieweg & Solin. 
Zurzeit liegen vou dem genanntea Werke die beiden Abteilungen de; 
«rsten Bandes vor. Die erste Abteilung beschäftigt sieb allein mit dei 
Ausrüstung eine« physikalischen Institutes einschiieBlieh allem Zubehör, an 
gefangen vom Hörsaal bis zur Werkstatt und den Neben gelassen. Du 
zweite Abteilung, die in gleicher Weise wohl im nächsten Bande fortgesetz 
werden soll, bildet die eigentliche Anleitung zur Ausführung physikalisch» 
Demonsti'ationen und Experimente. Die erste Abteilung umfaßt 630 Druck 
Beiteu, die zweite 1001 Druckseiten, ao daS bis jetzt 1631 Druckseite: 
Torliegen. Bet dieser imposanten Ausdehnung des Werkes, das urspräsglia 
als einbändiges Werk von höchstens BOO Seiten eiachienen war, ist ea klar 
welche Ausführlichkeit herrscht, und welche Menge vou Arbeit und MflliF 
aufgewendet werden mußte, um den Stoff zu sichten und zu ordnen. Ob 
allerdings diese bis ins kleinste Detail gehende Ausführlichkeit den Haupt- 
zwecken des Buches nützend und förderlich ist, das mag füglich bezweifelt 
werden. Denn unter dieser Ausführlichkeit leidet die Übersicht, die filr 
eine schnelle Orientierung des Lesers so wesentlich ist. Das Buch ist, wie 
in der Vorrede noch besonders hervorgehoben, hauptsächlich für den Lehrer 
an Hittelscbulen geschrieben; es soll natürlich auch dem Dozenten an Hoch- 
schalen und auch dem Fabrikanten ein Leitfaden sein. Für den Uitt«l- 
schullehrer geht es wohl in allen Punkten weit über dag Maß dessen hin- 
aus, was durch den vorgeschriebenen Lehrplan und mehr und zwingendu 
noch durch die meist recht kftrgliche pekuniäre Dotierung dieses Lehr 
sweiges bedingt wird. Der Lehrer an Hochschulen hat wieder in langen 
Aushil dungsgange und durch steten Konnex mit der einschlSgigen Fach' 
literatur Mittel und Wege au der Hand, seine Demonstrationen auf dei 
Hdhe zu halten, daß er dieser Ausführlichkeit billig antraten kann. Wai 
nun endlich den Fabrikanten betriSt, so sind da zwei Falle scharf zu unter' 
scheiden. Erstens solche Fabrikanten, die selbst Lehrmittel herstellen, nai 
zweitens solche, die Lehrapparate als Hilfsmittel in ihrer Fabrik»tioii 
brauchen. Die ersten unten-ichten sich gewöhnlich selbst durch Bezu^ tob 
Preislisten ihrer Konkurrenten Ober deren Leistungen, denn das verlangt üu 
Geschäft. Die zweiten endlich werden aus dem Werk manchen Nutzen 
ziehen, wenn sie für irgendeinen Zweck Apparate brauchen. Allein bmA 
meiner Kenntnis moderner Fabrikationsleitung dürfte dem Buch i 
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Kras kein besonderes Interesse entgegengebracht werden; denn sie verfügt 
im allgemeinen über weitgebende Intormationsmögliclikeiten, die meist ein- 
facber und schneller ziim Ziele führen. 

Die erste Abteilung ist mit 2013, die zweite Abteilung mit 1905 Holz- 
sclutitten ausgestattet, Bei dieser auQeror deutlichen Beichhaltigkeit an Ab- 
bildungen, die zum großen Teil den Katalogen bekannter Lehrmittel' 
fa.lrikanten und Httndler entstammen, ist es natürlich nicht merkwürdig, 
cI^LSselbe Bild zweimal an verschiedenen Stellen vorzuÜnden. Durch diese 
tX-X3gebeure Reichhaltigkeit an Abbildungen erhält das ganze Werk einen 
eigenartigen Charakter, der ihm eine gewisse Ähnlichkeit mit einer Preis- 
üaste und dazu geschriebenem Test verleiht Man kann sich manchmal 
li^s Eindruckes nicht erwehren, daÖ der Test ein wenig zuliebe der Äb- 
^-iJdungen und nicht, wie es eigentlich umgekehrt sein sollte, die Abbü- 
<i"mz«igen zum Text eingefügt sind. Außerdem besteht durch diese vielen 
-^w^bildungen eine gewisse Gefahr für das Buch; iienn, wie schon gesagt, 
Ä^^r größte Teil der Abbildungen muß den Katalogen von Lelirmittel- 
f^^lirikanten und Händlern entnommen werden, weil es ganz undenkbar 
"^^Äre, daß ein Verlag die enormen Kosten ftU" ilie zahlreichen Bilder tragen 
B^z»l]te. Iniblgedessen ist der Autor, wenn vielleicht auch unwissentlich und 
■V-^K^absicbtlich, gezwungen, an den beschriebenen Apparaten entweder gar 
oder eine tobende Kritik zu üben; denn tut er das nicht, so könnte 
dem Verlage passieren, daß der verstimmte Besitzer der Holzschnitte 
im Verlage sein Material nicht zur Verfügung stellt, was sofort eine große 
eilnktion des Urafanges des Werkes Kur Folge haben würde. 

Die Industrie, die sich mit der Herstellung von Lehrmittelapparaten 

^"*^»rzeit beschäftigt, hat sich gerade in den letzten Jahren außerordentlich 

^'"^^tgrößert, weil der Bedarf an Apparaten eigentlich immer in ständigem 

^^^i^aehsen begriffen ist, und ich persönlich kann mich des Eindruckes nicht 

^*^^c— wehren , daß viel zu viel Lehrapparate hergestellt werden. Jeder, der 

-■— ^ «monstrationsvorlesungen zu halten hat, macht gern kleine Verandcrangen 

■^*-^*ri seinen Apparaten, und aus den kleinen Veränderungen, die in irgend- 

^'•"^^ «Ichen wissenschaftlii'hen Zeitschriften beschrieben werden, gehen dann 

*'^^^^ieder neue selbständige Apparate hervor. Dazu gibt es noch eine ganze 

*^^*— «ihe älterer typischer Apparate, die aus historischer Pietät weiter ange- 

""•^^rtigt und verkauft werden, obwohl sie eigentlich eine rechte Eiistenz- 

^^^^^rechtifjTing nicht mehr haben. Man kann auch nicht gerade behaupten, 

^*aaB die neuen Konstruktionen immer Verbesserungen sind. Dazu kommt 

*-*ae Preisfrage for solche Apparate, und alles das hat da/u geführt, daß der 

^^Siysikalische Demonstraüousap parat ein Ding geworden ist, das von den 

^fc^Dnstigen Erzeugnissen der Technik in allen Punkten, aber nie zu seinem 

^^orteil abweicht, deshalb wäre as eioe allerdings schwierige, aber meines 

^3nwhtens sehr lohnende Aufgabe, wenn der Herr ^'erfasser bei der Au3- 

^*abl des Materials etwas mehr siebenil zu Werke gehen würde und 

"Märten von Apparaten, die seiner Ansicht nach ihrem Zweck nicht gut 

Mitsprechen, entweder fortließe oder aber auch ihre Fehler anfUhi-te. 

Als ein Beispiel nenne ich die Projekt! onslateme von Dubosq, eine 

|*iitfilhrung, die nur ein Notbehelf war, nm sich den damaligen Bogenücht- 

«i|>wi anzupassen. Ebenso überflüssig ist natürlich die genaue Beschreibung 

I ™r sltertümlicben Regulatoren mit komplizierten Uhrwerken. Heute werden 

AreliiT d« UklhcniMIk Bnd Fh;>ili lU. Riltii. SIL 21 
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zu Projektion BZ wptkeD t'iist ausschlieQlinli nebeu gauz etufacliec HandreguU- 
loren Nebenschluß- oder Differentiallampen gebraucht. Und gerade hier 
müßte ein Handbuch wie das vorliegende eingreifen, um dem tinkundigen 
Leser als Führer zu dienen; denn der Projektionsapparat ist ein unentbehr- 
licher Faktor im modernen Unterricht, der so vollendet wie möglich ein- 
gerichtet sein sollte. Und dazu gehört vor allem die geeignete Einrithtiing 
der Lampe. Alle alten Uhrwerkregulatoren regulieren auf konstante Strom- 
stÄrke. Die modernen regujieren entweder auf konstante Spannung oder 
aber auf konstantes Verhilltuis zwischen Strom und Spannung. Die alten 
Lampen sind hervorgegangen und angepaßt den früher üblichen Stromvor- 
hältnissen für Bugcnlichtbeleuchtung. Diese dürften den Leserkreisen dieses 
Buches wenig geläufig sein. Während man heute von den Elektrizitäts- 
werken Strom konstanter Spannung geliefeit erhalt und daran nach Be- 
lieben Bogenlampen. Glühlampen und Motors anachlieBt, kannte man früher 
nur eine elektrische Beleuohtungsart, und das war Bogenlicht. Man schaltet« 
dabei alle Bogenlampen in lieihe, kümmerte sich lun die Eonstanz der er- 
zeugten äjiaDnuug überhaupt nicht, wenn sie nur hoch genng war, sondern 
hielt die Stromt^tarke der Maschine genau konst&nt. Dazu baute man be- 
sondere Uaachinen, wie die Thomson -Huston- und Brush- Maschinen. Als 
dann die Glühlampe in die Erscheinung trat, verließ man den hoch- 
gespannten Oleichsh-om, um die Parallelschaltung der Lampen zu ermög- 
lichen, und paßte die Stromspannung den Glühlampen an. Damit wurde 
es nnn aber notwendig, den Bogenlampen veränderte Reguliermechanismen 
zu geben, wenn man überhaupt zwei oder mehrere davon in Reihe schalten 
wollte. Es erfand dann Hefuer-Alteaeck das Differeutialsystein, Pieper- 
die Nehenschlußregulierung. 

Das ist der tatsSchliohe Hergang. Es wäre ja nun sehr wünschens- 
wert, wenn dem hier ein wenig Rechnung getragen wäre, anstatt daß all^ 
Lampensystenie, ohne auf ihre größere oder geringere Brauchbarkeit einiu — 
geben, bunt durcheinander aufgeführt wären. 

Zun&chst finden wir Handregulatoren, dabei beschrieben die alte Latrm^^ 
von Dubofiq. Daß gerade diese Laterne für die beschriebenen Hand- - 
regulatoren ganz unzweckmäßig ist, davon findet sich leider nichts. Dan~^ 
kommen zwei Differentiallampen, jetzt eine Nebenschlußlarope. Und nu -m 
erst die alten Hauptstrom- Kon taktlampeu. Endlich wieder eine Difierentia. 3 
lampe und die Lampe von Rühlmann. Die letzte ist wohl überflüssig^ 
und würde gut durch N ern s tsche Projektionshrenner , denen einigf^ Ai^ ~ 
merksamkeit zu widmen wäre, zu ersetzen sein. Wird dieselbe Lampe, w — r. 
dies meist geschieht, außer zu Projektionsz wecken auch noch zu Spektr^^H 
arbeiten benützt, so ist &aglos eine Regulierung aaf Stromstärke am best^^— 
wenn die Lampe selbst eine Einrichtung zur Einstellung besitzt. In V ^^ 
binduDg mit einem veränderlichen Vorschaltwid erstand kann dann der d^ 
übte alles nur Wünschenswerte mit der Lampe erreichen. Am i 
mäßigsten sind in jedem Falle Differentiallampen. Jede geringste Ander« 
der Stromstärke verändert die Lichtbogenlänge außerordentlich, während 
Kohlenabstand unabhängig von der Stromstärke veränderlich sein soll. 
Regntier widerstand im Nebenschlußkreise würde diesen M&ngel einfach 
heben. Doch gibt es solche Lampen nicht, trotzdem die sonst beste L^lt: 
auch für Projektionsx wecke die besten Dienste leisten würde. Die Net» *d- 
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-r Regulierung am Elektromagneten, sie ist infolge- 
^nsicht des Verfassers, zu Projektionszwecken 

'-vß,a austiahrlicherer Form in das Werk 

^^^'^^^ .rfahrene Leser sich eine Kritik bilden 

ii%^7^ . atc einen Weg findet, auf dem er ver- 

^^^ ^ ^ Ich habe hier nur ein Beispiel anführen 

^ ^ ^^ .les Werk ausgestattet dächte. Das, was ich 

.1^^^ ^^^^ apen gesagt habe, läßt sich leider auf manche 

n wenden, wo ich die einfache Beschreibung ohne 
ü für imgenügend halte. 
,s wieder gar nicht genug anzuerkennen, daß sich der 
Glichen Mühe unterzogen hat, ein altbekanntes und mit 
dich beliebtes Werk, das in seiner Anlage zwar seinerzeit 
* , aber bei dem rapiden Fortschritt der Technik natürlich 
.en mußte, von Grund aus umzuarbeiten und daraus ein eigent- 
»nmen neues Werk, neuen erhöhten Ansprüchen genügend, zu 
Erwägt man dabei die außeronlentliche Schwierigkeit der sich 
lederholenden Frage: „Was ist zur Aufnahme und Besprechung ge- 
b, was nicht?*', so kann man sich einen ungefähren Begriff davon 
chen, welche Fülle von Kenntnissen auf allen möglichen Gebieten, welche 
~*tigwierigen Studien zerstreuter Literaturerzeugnisse allein schon notwendig 
^lÄd, ehe ein Autor überhaupt nur an die Schaffung solch eines Werkes 
denken darf. Und schließlich ist diese Riesenarbeit am Ende recht un- 
dankbar. Denn wie leicht ist es möglich, daß der Anfang des Werkes zu 
^em Zeitpunkt schon nicht mehr ganz aktuell ist, wo das Ende des 
Werkes noch nicht erschienen ist. Da auch der Verleger seinerseits es an 
nichts hat fehlen lassen, was geeignet und notwendig ist, dem Buche ein 
Sprechendes Gewand zu geben, so ist der Wunsch wohl berechtigt, daß 
die Arbeit und Mühe beider durch ein reges Interesse an dem Werk seinen 
rerdienten Lohn finden möge. 

Berlin. Hans Boas. 

J. Hom^ Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. 

Sammlung Schubert Nr. 50. Leipzig 1905, Göschen. 

Das vorliegende Werk unterscheidet sich von dem in derselben Samm- 
lung erschienenen des Herrn Schlesinger dadurch, daß nicht, wie bei 
diesem, die Begriffsbildungen und Probleme der Fuchs sehen Theorie im 
Mittelpunkte stehen, wenngleich sie in den Grundzügen behandelt werden. 
Wenn dadurch das vorliegende Werk einer einheitlichen Methode entbehrt, 
80 gewinnt es doch größere Freiheit und besonders die Möglichkeit, die für 
die Anwendungen interessanten Fragen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen, besonders die nach der asymptotischen Darstellung der Integrale, 
nach der Existenz periodischer Lösungen, nach der Gestalt der die reellen 
Integrale darstellenden Kurven eingehend zu behandeln. Das Werk ist 
fiberhaupt mit Erfolg bestrebt, den Leser mit allen wichtigen üntersuchungs- 
lichtungen bekannt zu machen und überall zum neusten Standpunkte der 
wissenschaftlichen Entwicklungen hinaufzuführen. Der Verfasser mußte für ein 
solches Unternehmen durch seine vielfachen höchst erfolgreichen Unter- 
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«twa wie sin x verhält. Dieser Fall ist in den Anwendungen so ziem- 

Xch der wichtigste; es wäre deshalb erwünscht gewesen, wenn nicht nur 

^uf die Literatur verwiesen, sondern die nötige Ergänzung der Theorie 

"wirklich gegeben wäre, etwa auf Grund der im 4. Bande dieser Zeitschrift 

abgedruckten Abhandlung von Herrn Hörn selbst. Femer wäre es an 

dieser Stelle vielleicht angebracht gewesen, auf die neuen wichtigen 

^Arbeiten von Herrn Dini in den Annali di matematica zu verweisen, 

^ie, auf sukzessive fortschreitender Approximation beruhend, allgemeine 

^cmd zur Diskussion geeignete Formeln zur Darstellung der Integrale in der 

^D^fthe der ünbestimmtheitsstellen ergeben. 

Doch es wird Zeit, den reichen Inhalt unseres Werks weiter zu durch- 
zsQustem. Wir finden einen Abschnitt über die Anwendungen unendlicher 
X>eterminanten und in ihm ein für die mathematische Physik und Astronomie 
chtiges Beispiel, die Gleichung 

t/" + (a + fe cos 2a?) y =» 0; 



^lich als letztes, den linearen Differentialgleichungen gewidmetes Kapitel 
über Gleichungen mit periodischen Koeffizienten, in dem die Lamesche 
Crleichung kurz betrachtet wird. 

In eine andere Welt von Begriffen, die Fulersche und Jaco bische, 
der Abschnitt über elementare Integrationsmethoden und Multiplikatoren; 
modernen Gegenständen kehren wir im elften Abschnitt zurück, der die 
die Himmelsmechanik, wie für die analytische Mechanik überhaupt 
xhtigen Fragen nach den von Herrn Poincare herrührenden Methoden 
^x^Örtert. Der Einfluß desselben Forschers macht sich auch in dem Kapitel 
txV>er die Singularitäten geltend; in ihm werden besonders die Formen der 
HicSsungen simultaner Systeme in der Nähe solcher singulärer Stellen unter- 
svLcht, wie sie bei den dynamischen Differentialgleichungen durch die Gleich- 
S'^^chtslagen des bewegten Systems geliefert werden; man erhält so Sätze, die 
^r das Studium der kleinen Schwingungen in höherer Annäherung, sowie für die 
l^beorie der asymptotischen Bewegungen an labile Gleichgewichtslagen heran 
z^ verwerten sind. Daneben werden eingehend gewisse Singularitäten der 
reellen Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung mit einer ein- 
zigen Unbekannten behandelt. Endlich erwähnen wir nur die Überschriften 
Verletzten beiden Kapitel: Singulare Lösungen; Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit eindeutigem Integral. 

Man sieht, unser Werk bringt vieles und wird deshalb manchem etwas 
bringen. Wir bezweifeln nicht, daß es binnen kurzem ein unentbehrliches 
Hilfsmittel der wissenschaftlichen Arbeit sein wird, vor allem für diejenigen 
Mathematiker, die die Fragen der mathematischen Physik, der allgemeinen 
Dynamik und der Himmelsmechanik mit allen Mitteln der modernen Analysis 
bearbeiten wollen. 

Breslau. A. Kneser. 

^« Grimsehl^ Ausgewählte physikaliBChe Sehülerübungen. 42 S. 

Ijeipzig 1906, B. G. Teubner. Preis gebunden 80 A- 

Wiewohl für die physikalischen Schülerübungen, die von Jahr zu Jahr 
^^nucxcr weitere Verbreitung finden, bereits eine Anzahl A'on Aufgabensamm- 
inn^^Q vorliegt, kommt die vorliegende kleine Auswahl doch einem Bedürf- 
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Hisse eatgegen. Es sind lauter Aufgaben, die mit billigen Apparaten lösbar ' 
sind, welche der Lehrer oder ein geschickter Schüler selbst herstellen kann. 
Trotzdem sind die Resultat« doch von befriedigender Genauigkeit. Der 
Referent hat sich eiiüge der Apparate hergestellt und die Aufgaben, die er 
Ton Schalem hat aust^ihren lassen, tlir recht geeignet gefonden. J 

Chorlottenburg. R Samtgb. ■ 



Lippniann, Die absolute Wahrbeit der Euklidischen Geometrie. Eine 
kritische Untersuchung der Gmndlagen der Euklidischen fieonietrie. Be- 
weise für die Wahrheit der Axiome und Postidate, insbesondere für die 
des Parallelenasioms (V. Postulat Euklids). 68 S. Leipzig 1906, Rudolf 
Gerstäcker. Preis 3,60 Jl- 
Der ^'erfasser, welcher den gröBten Denkern Fehler vorwirft, begeht, 
indem er die Unmögliclikeit der nichteuklidischen Geometrie demonstrieren 
will, selbst die ärgsten logischen Schnitzer. Für das Verständnis Kants, 
den er bekämpft, fehlt ihm das Organ. Es verlohnt sich nicht, im ein- 
zelnen auf diese unkritische Kritik einzugehen; das Buch ist zum GlOok 
schon durch seinen hohen Preis gegen Verbreitung geschützt. 

Charlotten bürg. H. Samter. 



A 



I 



Bronsin, Lehrbuch der polilisohen Arithmetik zum Gebrauche an I 

höheren Handelsschulen (Handelsakademien) sowie aum Selbst^ I 

Unterricht. r\' u. 172 S. Wien und Leipzig litOß, iVanz Deuticksi.J 

Preis gebunden 3 K. 

Dieses Buch steckt sich ungefähr dieselben Ziele, ist aber nicht i 

elementar gehalten wie das bekannt« Buch von Cantor. Es beginnt mit^ 

der Zinsesziusrechnung und schließt den ersten Abschnitt mit der Berech- 1 

nung von Tilgungsplänen, An leben skursen und -kenvertierungen. Der zweite 1 

mit der Wahrsclieinlichkeitsrechnung beginnende Teil setzt die Kenntnis derj 

Kombinationslehre voraus und behandelt dann die einfache and die auf k 

verbundene Leben lautende Lebensversicherung. 

Es zeichnet sich dui'ch klare und scharfe Sprache aus. Bei jede^ 
Abschnitte ist eine Anzahl von Beispielen durchgerechnet, wahrend eine" 
Sammlung von geschickt gewählten ungelösten Aufgaben als Anhang bei- 
gegeben ist, die sowohl im Schul- wie im Selbstunterrichte, dem das Buch 
im Deutschen Reiche wohl hauptsächlich wird dienen müssen, da wir nsofa 
Art der österreichischen Handelsakademien eingerichtete Anstalten noch 
nicht haben, sich sehr nützlich erweisen werden. Eine Anzahl Tabellen — 
die gleich dem Texte korrekt sind — wird die Rechnungen erleichtem. 

Charlotten bürg. H. Samtek. J 

John und Sacbsse, Lehrbuch der Chemie für höhere Lehranatalten. ' 



Kleine Ausgabe. 
Preis 3 Jt. 



Vm u 334 S. Leipzig und BerÜn 1906, B. 0, Teubner. 



DbQ dieses Buch ein aus di 
. gibt sich auf jeder Seite ; 



1 praktischen Unterrichte hervorgegangenes _ 
erkennen. Der erste Abschnitt, 




Abschnitt, der ala^H 
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"^EiulUhruug in die Chemie ■lieoeii soll, ist methodisch angelegt, die iblgeu- 

-<ien Teile sind mehr syatematisch gehalten. Docli ist im dritten Teile, der 

*:>Tg'anisi'hen Chemie, aus dem reichen Material« nar eine Auswahl von 

-wenigen, besonders ins praktische Lehen hin ein spielenden chemischen Vor- 

g-ängen ausgesucht und — - was von den auch mit biologischen) ünterriclite 

betrauten Fachgenoasen freudig begrüßt werden wird — dem Aasiinilations- 

I>TozeB der Pflanzen und dem Stoffwechsel von Menschen und Tieren je ein 

l>«sonderer Abschnitt gewidmet. Durch den vierten Teil, der ausgewählte 

ICapitel der uheraischen Technologie behandelt, der aber im Unterrichte 

^räeher mit den theoretischen Teilen zugleich verarbeitet werden wird, soll 

uxid wird dem an sich trockenen Stofl'e Letien eingeflöQt, die Wichtigkeit 

der chemischen Praiis im wirtschaftlicheu Lehen der Völker den Schülern 

nahe gebracht. Die neueren wissenschaftlichen Untersuchungen, insbesondere 

«Üe elektrochemischen, sind wenigstens kurz gestreift. Das Bach wird in 

d^r Hand der Schüler sich bewähren und auch manchem Kollegen z. B. mit 

-Bezug auf pflanzenphysiologische Versuche Anregung geben. 

Charlotten barg. H. Samter. 

*=C> Hiiller, J. Flath, Lehrbuch der Hathemstik zur Torbereitung auf 
die Mi tt eis chullehrer- Prüfung und auf das Abitur ientenexamen 
am BeaJgymnasium. 8". VIU ». 336 S. Leipzig und Berlin 19U6, 
It, (V. Teulmer. geb. 4,0lJ J(. 

-^^aniblj" - Reeder , Trigonometrie. Ausgabe A: Für Gymnasien. Lehr- 

P aufgäbe der Ober-Sekunda und der Prima. Unter Voranstellung der plani- 
metrischen Lehraufgabe der Ober-Sekunda. Pflnfte Auflage. 8". 175 S. 
Breslau 19U(1, F. Hirt. geb. 2.00 jK Ausgabe B: Für Realgymnasien 
und Oberrealschulen. Sechste Auflage. 189 S. geb. 2,00 M 
.^^ Im Gegensatz zu Büchern, die wie das von Mehler die Hauptsätze der 

""^Elementarmathematik schlechtweg darstellen, werden in neuerer Zeit aus 
***». thematischen Elementarbüchem bei immer weiter gehender Speaalisierung 
"^^r Ausgaben „Unterrichts werke". Die Herausgeber wollen nicht bloß die 
"*^aTiptresultate geben, sondern mehr ins einzelne gehen und auch die me- 
•-«iodische Darbietung und Verarbeitung berücksichtigen; sie treffen, am Um- 
*a-ng und Preis des Buches nicht zu sehr anwachsen zu lassen, Auswahlen, 
^le bei Mehler. soweit sie erforderlich sind, dem Benutzer überlassen 
■*l**iben. Wenn man für den Unterricht größere Bewegungsfreiheit für er- 
^I>ineßlich erachtet, so dürfte weitgehende Spezialisierung der Lehrbücher 
deinen Vorzug derselben darstellen, und manche Sonderausgaben an si<:h vor- 
*-tiglicher Bücher erscheinen so entbehrlich. 

Im Vorwort der Baltin-Maiwaldschen SemJnarausgabe des H. Müller- 
Schen Lehrbuches wird auf 8. 4 besonders darauf „aufmerksam gemacht", 
»äaB die Oberstufe, Ausgabe B des Mütlerscheu Lehrbuches den gesamten 
•o.«" die Mitteischuli eh rerprilfung erforderlichen mathematischen Lehrstofl' in 
uatflrlicher Fortsetzung des vorliegenden Baltin-Maiwaid-Müllerschen 
"«hrhuches enthält." Im Gegensatz hierzu sagt J. Plath im Vorwort zu 
*B»ner neuen Ausgabe Ton Müllers Lehrbuch inbezug auf die Erwerbung 
~^^ Befähigung zum Unterrichten in der Mathematik an Mittelschulen und 
''öneren Mädchenschulen: „Bisher fehlte ein Lehrbuch, an dessen Hand diese 




3^ RezenBionen. 

Ziele mit Sioherbeit erreicht werJeu konnten." Ref. mOcfate der UtereB 
Ansicht, nach der sich die Neuansgabe erilbrigt hatte, Anstimmen, Im einzeloen 
ist neu bei MSller-Plath: die wenig glückliche erste Vergleicimng, einiges 
in der Darstellung, so bei den LehrsUt/.en des*Menelau3 und Ceva, bei 
der Beruh ruDgaaufgabe des Apollonius und beim Additionstheorem, die Ein- 
führung des Difierentialquotienten und die Angabe der Themata zu hfius- 
lichen mathematischen PrilfiingBarbeiten filr die Mittel seh ullehrerprilf'ting. Von 
dem, was für das Abiturienten eiamen am Realgymnasium zu fordern ist, fehlt 
die darstellende Geometrie, dagegen sind alle für das MittelschuUi 
genannten Stoffgebiete behandelt. Zu wünschen bleibt, daS die Pnlfling^^^ 
fOr eine solche Lehrerprüfung sich überhaupt nicht auf das Studium eine«' 
einzelnen Lehrbuches beschränken. 

Die zweiten oben ange/.eigteu Neuausgaben sind die von Kamblj* — 
Reeders Trigonometrie. Es liegen jetzt zwei Sonderausgabi 
' gäbe B entspricht dem bisherigen ungeteilten Buche. In die Ausgabe 
sind den Bedürfnissen der humanisti sehen Gymnasien entsprechend 
die Lehrpläne von 1901 bedingen, die Anfangsgründe der Trigonomi 
aufgenommen (§ 31 — 38). Die gleichzeitige Verkürzung des planimel 
Pensums dieser Ausgabe durch ForÜassung der Abschnitte Über Pol 
Polare, Kreispotenzen und Ähnlichkeitspunkte wird bei besonders günsti^^^, 
Verhältnissen an hiunanisHschen Gymnasien bedauert werden. Da die 
Seiten Ober die trigonometrischen Anfangsgründe (S. 55 — So) einer 
liehen Ausgabe wobl noch hätten hinzugefügt werden können, so hätte R « 
die Beibehaltung einer so eingerichteten ungeteilten Ausgabe für empfehl«»-:« 
werter gehalt«n. 

Gera. E. Kuixkich. 

K, Hchwering. Arithmetik und Algebra für höhere Lehranscttlt» ^= 
Dritte verbesserte Auflage. Ö". VUI u. HH S. Freiburg l B. l^iH — ' 
Herder, geb. 1,40 M. 
K. Wrohel. Übungsbuch but Arithmetik und Algebra, enthaltene' 
die Formeln, Lehrsätze und Aufläsungamethoden in syotematiech^^ 
Anordnung und eine große Ansah) von Fragen und Aufgaben' 
Zum Gebramlie a.n 'iymna.sien. Itpalgyiimiisien und ^itidern höheren Leh; -' 
iinst&lten. l. Teil. Pensum der Tertia und Untersekunda. Elfte, dnrcÄ^ 
gesehene Doppelauflage. XII u. 320 8. Et. Teil. Pensum der Ob« -^ 
Sekunda und Prima des Gymnasiums. Sechste Auflage. IV u. 164 " 
Anhang, für höhere realistische Lelu-an stalten (Realgymnasien, Oberre^^ 
schulen usw.). Vierte Auf läge. B°. IV u. 71 S. Rostock 190«, Herma^ 
Koch. 3,30^ (gel'.), 1,60 -Ä (geb.) und 1,00 JK (kari,.(. 
K. Wrobel, Leitfaden der Stereometrie nebat einer grofien flni» ^ 
von ÜbungSBufgaben. Zum Gebrauche an höheren Lehninstalt>'«M 
Dritte verbesserte und vermehrte Auflage, «". IV u. lOlJ S. Rosto*| 
1906. Hennanu Koch. sreb. 2,00 M. 
F'rilhere Auflagen der angeseigten Bücher wurden im Archiv 1901 8. 1 1l'\ 
1890 L. B. XXXV S, 32, Archiv 1901 S. 188 und 1886 L. B. XBl S. 9 
besprochen. Die Neuaullagen ti-agen noch zur Erhöhung der Verwendbar- 
keit der gfm benutzten Bücher bei. 

In Schwerings Arithmetik und Algebra ist der Druck an riele" 



i 
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Stellen übersichtlicher geworden, außerdem wurden mit Bücksicht auf die 
Lehrpläne von 1901 je ein Abschnitt über Verhältnisgleichungen, .über Kom- 
binationen und über Wahrscheinlichkeit hinzugefiigt. In den letzten beiden 
neuen Abschnitten läßt sich einiges noch durchsichtiger gestalten. 

Von Wrobels Übungsbuch bietet der in den früheren Referaten noch 

nicht erwähnte Anhang für die auf realistischen höheren Lehranstalten zu 

beliandelnden Eeihen, die kubischen Gleichungen und die Maxima und Minima 

eise recht brauchbare Ergänzung des zweiten Teiles. Auch den Gleichungen 

4:» Grades ist ein Paragraph gewidmet. 

Der Leitfaden der Stereometrie hat durch Neuzeichnung der Figuren 

grewonnen. Die frühere Darstellung durch weiße Linien auf schwarzem 

Orunde wurde aufgegeben zugunsten der empfehlenswerteren durch schwarze 

ien auf weißem Grunde. Zugleich wurden verschiedentlich Verbesserungen 

den Figuren vorgenonmien. Es finden sich freilich auch noch jetzt nicht 

öxn^andsfreie Figuren, so Fig. 75 und 76. Neu bringt die dritte Auflag» 

zweite Ableitung für den Inhalt des Obelisken und Übungsaufgaben 

den einzelnen Kapiteln des ersten und zweiten Abschnittes. Eine Be- 

dchtigung des Projizierens und Eörperzeichnens ist leider nicht erfolgt^ 

nicht in den Übungsaufgaben. 

Gera. E. Kullrioh. 

Congresso di Parma 1907. 

Si h costituita la „Societa italiana per il progresso delle scienze^S Essa 
tenuto il suo primo congresso a Parma dal 23 al 27 Settembre 1907. 
^iscorso inaugurale, intitolato „II movimento scientifico presente e la nuova 
Societa italiana per ü progresso delle scienze" e stato pronunciato dal prof. 
Soöatore Vito Volterra. Questo fu poi eletto Presidente della Societa alla 
^xxa^i unanimita dei suffragi. 

La societa Consta di 14 sezioni, in cui sono rappresentati i vari rami 
Q^elle scienze matematiche, fisiche, naturali, tecniche ed economiche. 

La sezione I (Matematica, Astronomia e Geodesia) fu presieduta dal prof. 

Senatore V. Cerruti, che tenne un discorso di apertura di carattere storico „Le 

^Qcia.tematiche pure e applicate nei precedenti convegni degli scienziati italiani". 

Ecco i titoli delle comimicazioni di matematica e di fisica matematica^ 

^atte in quel congresso: 

^- Amaldi ,Jntorno agli ultimi risultati nella teoria dei gruppi conti nui di 

trasformazioni^^ (rapporto). 
E- Bortolotti „SuUa ristampa dei lavori matematici di Paolo Ruffini". 
P- Burgatti „Sülle equazioni differenziali*'. 

^- Pubini „I recenti metodi per la risoluzione dei problema di Dirichlet". 
^' Garbasso „II miraggio" (rapporto teorico e sperimentale). 
^- Lauricella ,Jntomo alle equazioni funzionali". 
^' Levi-Civita „Sulla massa elettromagnetica" (rapporto). 
^' Marcolongo „Rapporto suir elasticita". 

^- Somigliana „Sulla preparazione matematica degli allievi-ingegneri". 
^- Tedone „Sülle equazioni della fisica matematica". 
• ^ailati „Suir insegnamento della matematica nelle scuole secondarie", 

l^adova. T. Levi-Civita. 
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1. AalgfabeiL und Lehrsätze. Lösungen. 

A. AafiTftbeii und Lehrsltie. 

189« Ein geometrischer Trugschluß, Daß ein jeder Punkt C auf dem 
Durchmesser AB des Kreises ABE auch auf dem umfange dieses Kreises 
liegt, läßt sich so beweisen. Man konstruiere zu A, B, C den vierten 
harmonischen Punkt D und halbiere CD durch H. Dann ist, wenn noch 
M den Mittelpunkt des Kreises bezeichnet, nach einem bekannten Satze: 
MC'MB^MA^. Nun hat man aber: MC=^MH—CH, MD^MH+CH, 
also ist 

(1) MIP — CIP = MAI 

Andererseits ist, wenn das in H auf AB errichtete Lot den Kreisumfang 

in E schneidet: 

ME^ = MEP + HI?, 
CI? = CEP + HI?, 
also ist 

(2) MH^—CH*^MI?—CI? 

= MA^ — CI?. 

Aus (l) und (2) zusanmien folgt, daß 

(3) MA^ = MA^ - CI? 

ist, also muß CE = sein, d. h. der 
Punkt C liegt auf dem Umfange des 

Kreises, und da C ganz beliebig gewählt werden durfte, gilt dies för jeden 

Punkt des Durchmessers AB. Wo steckt der Fehler? 

Hannover. Paul Stäckel. 




190. Ein Kegelschnitt sei auf das System der Tangente und Normale 
eines Kurvenpunktes A bezogen. Welches sind die Koordinaten seines Mittel- 
punktes, wenn die Halbachsen a, h und der Krümmungsradius in A gleich R 
gegeben sind? 

Speyer. H. Wieleitn£R. 
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B« Lösungen. 

Zu 16 (Bd. I, S. 370) (E. N. Barisien). — Wie die Herren 
L. Saalschütz und stud. math. W. Gaedecke (Bd. XU, S. 96) bemerkt 

haben, muß das Resultat des Aufgabenstellers in t^rri iimgeftndert 

werden. Herr Saalschütz macht noch folgenden Ziisate, Bei Aus- 
wertung der Barisien sehen Integrale kann man den Wert des Integrals: 

J = I ,- ^V^, — ^ dq> benutzen, und bei dieser Gelegenheit zeig^ 



sich, daß J eine gewisse Analogie mit dem bekannten Diskontinuitäts-Integral 
jj /ein (a x) 



dx besitzt, denn wie dieses im allgemeinen von a xm- 





abhängig, jedoch gleich -^-j 0,— ist, jenachdem o ~ 0, so ist J onab- 
hftngig von dem speziellen Werte von a, aber: 

J' = 0, wenn a* > j3*; J = r-^, wenn a* = |3*; / = -«-, wenn a* < ö*. 

Hier läßt sich auch noch durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
vermöge der Bekursionsformel 

(j. + e« - a*)/^ = ^""'^-^"" -^ - «/^, 

WO 

= a + ^ cos 9 -f- <^ 8U1 9>? 

direkt zeigen, daß -j- für a* ^ /3* verschwindet und für a* = j3* unbe- 
stimmt wird. 

Königsberg. ~~ ^ L. Saalschutz. 

Zu 80 (Bd. n, S. 212) (E. Lampe). — Ein beweglicher materieller 
Punkt, der von einem festen Zentrum nach dem Newtonschen Gesetze an- 
.gezogen wird, hat beim Beginn der Bewegung den Abstand Im von dem 
festen Punkte und die Geschwindigkeit 5 cm, deren Richtung mit der Ver- 
bindangslinie beider Punkte den Winkel 60^ einschließt. Die Umlaufszeit 
beträgt eine Minute. Die Bewegung zu untersuchen, insbesondere die Lage 
und die Dimensionen der Bahnkurve zu bestimmen. Welches ist das Re- 
sultat^ wenn die Anziehung der Entfernung proportional ist? Welches aber, 
wenn die Anziehung umgekehrt proportional dem Kubus der Entfernung 
ist und nicht die ümlaufszeit gegeben ist, sondern die Anziehungskonstante 
denselben Wert hat wie in der ersten Frage? — 

1. Das feste • Zentrum sei Anfangspunkt der Koordinaten. Dann er- 
^bt: 1) das Prinzip der lebendigen Kraft für den ersten Fall 5*— 2 — = C, 
wo q die Geschwindigkeit bezeichnet, C durch Qq und r^ im Anfangspunkt 
4er Bewegung bestimmt ist: C = (?J , und 2) das Prinzip der Flächen: 
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r-</(p= C'dt, wo die in ullen drei Fällen gleiche Konstante C = T^q^äa 

nnd u der Winkel ist, den die Bichtung der Geschwindigkeit mit dem Badii=:^v~j 

Vektor bildet. 

Die Bahnkurve, die sich durch Verhindimg von (l) und (S) ergibt, " 
eine Ellipse, deren Gleichung die Gestalt hat: ^^H 

w = arc cos -/= + C". ^H 

Die Integrationskonstante C' können wir willkürlich wählen, ohne der ^^^_j, 
gemeinheit Abbruch zu tun. Setaen wir C"=0, so treffen wir über j 

Lage der X-Achse die Verfügung, daö för ( = der Winkel v "" Vo m 

Aua der vorstehenden Polargloicbung der Ellipse ergibt sich der Parsm^ p. 

p ~ T C"'' ""<! die numerische Exzentrizität i =T/l + -,CC''. Die lL__^/j. 

ochsen sind demnach a = _ ■ , = — ^ und b*= a- p = p- - ß^ 

Größe C können wir berechnen, wenn wir die Ümlaufszeit T h«.2uu- 
nehinen. £s ist 2abx = CT oder für a and b die Werte eingesetzt: 






Die Einführung der Zahlenwerte, im C-G-S=Sy&ten\ ausgedrückt, liefert -^^ 
die Konstante c folgende kubische Gleichung: 

i*-m (rt»+ 27) c'+ 3 ■ (I250)'c = (1250)», i 

deren einzige reelle Warzel ist c=4091,875. Demnach wird C— — 56,83^^ 
d. h. < 0, wie es sein muß. Für C' ergibt sich 250 ■ Ys. 

Mithin erhält man für den ersten Fall als Bahnkurve eine Ellipse, : 
deren einem Brennpunkt das feste Zentrum gelegen ist; die Halbachsen s 
a = 71,9«4 cm und 6 = 57,436 cm. 

'2. Im zweiten Falle bestiuuut sich die Bahnkurve ans den beid^ '-' 
Gleichungen: g'+cr'=C, r^ dip = C'dt. Ihre Gleichung lautet: 



-VT- 



.VI-, ■ C^'' v iC 

□ man nur Abkiirzune a =- — — . h t= rr^ 

!/?-•- VT 

rartesischen Koordinaten: 

b'x*~ 2a:.v-|- (■'.'/*- «' = 0. * 
Kegelschnittsgleicfaung geht durch Transformation über in: 
"^ r ») ■ - -■— = 1 
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^urch Drehung der positiven X-Achse um 135®. Der Nullpunkt bleiht un- 
Terftndert. Die Quadrate der Halbachsen werden 



^^'ft' + l"' c '^^'fe'-l- c 

Um die Zahlen werte der Halbachsen angeben zu können, muß man noch 
die Anziehungskonstante c berechnen. Es war: 4a*6*7C^= C'* T*, woraus 

ach ergibt c = ^* — 0,0 190 662. Daher wird C^ql + Cf%^ 134,662. 

Für die Halbachsen folgt a = 103,34 cm und h =^ 40,015 cm. Unsere 
Bahnkurve ist eine Ellipse, deren Mittelpunkt das feste Zentrum ist. Man 
sieht leicht, daß sie gleiche Strecken auf der X- und F- Achse abschneidet. 
Es wird 



X 



0, y = ±l/j-=±^l/2C 



c 



y-0, a: = ± ^ ^2 C = ± 52,77. 

3« Im dritten Falle liefert das Prinzip der lebendigen Kraft: g* «"= ^ 

in Verbindung mit dem Prinzip der Flächen r*dq> ^= C'dt als Gleichung 
der Bahnkurve: 

e ^ = — 

r 

Dies ist die Gleichung einer spiralförmigen Kiirve. Die Konstante C wird, 
wenn der im ersten Falle für c ermittelte Wert c = 4091,875 genonmien 
wird, (7= 24,5 908125. Dann wird unsere Gleichung übergeführt in: 

ofisfl» 1 +yi^ 0,00018408 r« ^ 2«®»*®*^ 
gO,»?(p ^ — L.r ! _ — Q^gj. m ,. ^ 

r e**^'***V + 0,00013408 

Für g> = ist r=- 1,998 832. r laßt sich auch auf die Form bringen: 

2 



r = 



,0^899 ,?i^0 013408 

^ ' ^0,989 <p 

Man erkennt dann, daß den von bis + c» wachsenden q> unendlich viele, 
immer enger werdende Windungen entsprechen, die sich dem Nullpunkte, 
unserem festen Zentrum, als asymptotischem Punkte nfthem. Schreibt man 

2_ 

0,891» 9 

für die negativen Werte von q>: r= , so ist ersicht- 

^2 0,9899 _j_QQQQj 3 ^Qg 

lieh, daß r mit wachsendem q> zunächst sehr schnell zunimmt: fBLr 
^ = — Y , — 7t wird r = 9,4296 bzw. 41,906. r erreicht den Maximal- 
wert von 86,361cm bei 9 = — 275<^ 16' 48" — die Anfangslage (r« 100) 
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rdg> = C'dt, wo die in allen drei Fällen gleichr ,jch größerem Maße al) 
und a der Winkel ist, den die Richtung der Go^ _^ ^ \tA r=2898'^ 

Vektor bildet. '•^' 3 ^™ "^ 

Die Bahnkurve, die sich durch Verbi ^j^^ndem negativen q? langsam 
eine Ellipse, deren Gleichung die Gest- ./vielen immer enger werdenden 

V nähert. Aus diesen Daten läßt 

(p B» arc cos 

ifud. math. Werner Gaedkcke. 

Die Integrationskonstante C" " 
gemeinheit Abbruch zu tnr 

Lage der X-Achse die v ^^^^ Epstein) — Sind s^, die Elemente 

. '■ ,j //• Größen, bedeutet co eine «**' Ein- 
|) « ~ C' " und diP .« ^1 ;nr irgend ein ganzzahliges x die Größe- 



Aus der vorstehenden ^ 



— C* und die 

c 






achsen sind c? ""',^: .-nr c^ + x, sobald es größer als n wird, de« 

Größe C k' . '^.. -.n ist, so bilden die Größen q , ein zifklischer 

nehmen. "^ ' ..• •' * Vharakt^ristische Gleichung die Wurzeln ©^ q)-= 

■?."■ ■ -Y^ - 

i * y^ 

; v<^^ . werde durch S, das konjugierte System durch 
\.,..^- '^'"^ u„a das Ehihcitsstßstem durch E bezeichnet. Es i_ 

1 O ... 0^ 

O 1 ... 

// =0 1 . . . 

... 1 






Dir 






..j- 



^.iinr 



^1 O ... 
man lei^'ht folgende Eigenschaften: 



■*' ^ ^/ ist oin :yh'lischrs orihoijotiahs Sifstem. d. h. es ist H =' II «. 



/!• 



.»> Pif ohju-akteristisfhe Gleiehunjr von // ist 

l O 

O 1 

O O -: 1... _ (^__ ij-(.«_ i) = 0, 



O 
I 








< > . . . — : 



l 



- r 



si,« hm «1 l?^o lUo T.ösuugen «, w^ . . ., w", wilhrend die charakteristis 
(JN'irhiiiif^ tli's duri'li x- fache Wiederholung entstehenden Systems H" 

|.,i>iiii>:t't I it}\io'*^ w"^ besitzt. Mit Hilfe dieses speziellen zyklis 

S^sf Ollis l:lUt sioh nun das System f^f^ der Größen <2„, folgendermaßen J 
JnlikiMi : ^^^y - S' W S. un<l man frkennt daraus, daß die Systeme Qi, 
^ij,, ili«* aufeinander foln^-nden Potenzen des Systems Q == S' HS si 



lie 
e 

£0 
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lieht nuD sofort, daB Q ein zt/hiistAes ortiiogonales System ist, 
aeselbe von allen Sjstemeii Q^, deren es n verBchiedene gibt, 
ieite der uharafcteristiscben Gleichung von Q ist die Determiiiante 
i 

Q— Ez^ S'ITS - S'Sz ^S'{H- Ez) S, 

S\-\H-Ez;-.S\ = \H-Ez\, 

arakteristi.wke Gleicliung von Q stimmt äbereitt mit der diaräk- 

Glewhung von H, bat also die L5sungen o, m', . . ., d>". Damit 

! bewiesen. 

etenninante des Systems H hat den Wert (~ 1)*~', tüso ist 

inante von Q^: ] gj = (- l)'(-i). 

tgcradem » erhalt man also nur eigenüidie orthogonale Systeme, 

M dagegen gehören zu yradem % anetgentliclte orthogonale Systeme. 

urg i. E. , Paul Epbteik. 



6 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — Selen 0^, 0, die Mittel- 
zwei Kreise mit den Radien R, r; dann Ä^, A^; B^, B^ die Be- 

akte der Süßeren, 9([,3lf ; 9j, S| die der inneren gemeinschaftlichen 
C der äuÜere, *& der innere Ähnlichkeitspunkt. Ist nun 0, 0, >- 
+ r*), so zeigt man zunächst leicht, daß J^.^ = B,.B, — Ä + r, 



= 2t — r. Dann kann 

anstellen : 

re OiO^ in Jlf, ^i^jinff. 

•i = ;\M, = NAj, mithin 

jer A^Ä^ errichtete Kreis 

chtw. Dreieck A^MA^ ist 



folgende beiden parallelen Be- 

Halbiere Oi_0, in If, St, 2^ m 31. 
Nun ist SRitf — 9ia, = 31«,, mithin 
geht der über ^üg errichtete Kreis 
durch M. 

Das fe'chtw. Dreieck SljJfSl, ist 



:lig, folglich die Basis- gleichschenklig, folglich die 

Ifi* Tlur WrPis A. 4. uHnlr(>) « 45* Hur Ktvia 



Der Kreis A^ A^ 
: Zentrale noch in P, dann 



schneide die Zentrale noch in P, dann 



1) -^aiiPaf = ala,af=45^ 



'J»/ = ÄiA^Jil = 4 

ljP(7= A^AiJI = 45» femer ^ %Pfl — %%M — ib" 

luden der Symmetrie auch und aus Gründen der Sjrmmetrie auch 

' 1S,PC =- ib", 2) "^S8,Pi| = 45», 



B, eine Gerade und eben- 



AjBi schneiden die Zen- 
unter einem Winkel von 
iBt±Ä^B,. 

ferner O^P O^M = r», 
- 7f^ also O^P-.OtP^ 



mithin %,!6|P eine Gerade und eben- 
falls ©läjP 
oder: 

%,B9, und StfS, schneiden die Zen- 
tiiile in P unter einem Winkel von 
45" und aijS, _La,iBi. 

Es ist ferner O^P ■ O^M ^ r\ 
OiP- OiM=}t\ also 0,P:OiP=- 
r*:B\ 
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ergibt sich, daß A^B^ und a,S9, die Zent'-illin 

ihen Winkel schneiden, so daB die 

L einer Geraden Liegen müssen iisw, 

K. Hagoe. 



gleichen Punkt P und unter dem gh 
vier Berührungspunkte J, , B,, ?!,, S, 
Kolsnap (Nord Schleswig.) 



2, Anfragen und Antworten, 



Elnraebes Beispiel einer 



I. Kleinere Notizen. 

i-punktigen Berilhrung; mischen zirei Kurten. 



I 



■ 



Die bekannten Lameschen Kurven, deren Gleichung in kartesiscfaen 
Koordinaten (l) af/a" -i-j^/b" = 1 ist (n = 3, 4, 5, . . .), bieten ein einfaches 
Beispiel für die w- punktige Berührung einer Geraden mit einer Kurve. 
Offenbar hat nämlich die Kurve (l) mit der Geraden x ~ a im Punkt« 
Pj (a, 0) einen Kontakt (« — l)-ter Ordnung, ebenso mit der Geraden i/^b 
im Punkte Pj (0, h). Ist n eine gerade Zahl, so ist die Kurve nach Art 
der Ellipse geschlossen und besitzt auBer den beiden singuISren Tangenten 
in P, und Pj noch zwei andere in Pg (— a, O) und P, (O, — Ö). Wenn aber 
« eine ungerade Zahl ist, so beait/t die Kurve nur die beiden aingiilärBn 
Tangenten in P, und P^ und hat die Gerade j/a 4-^/6 = zur Asyniptot«. 

Wendet mau auf die Kurven (l) eine rationale algebraische Trans- 
formation höherer Ordnung au, so verwandeln sich die Kurven selbst und 
ihre singulären Tangenten in andere Kurven höherer Ordnung, zwischen 
denen in den Punkten, welche durch die Transformation aus P, und P, 
hervorgehen, die Ordnung des Kontaktes erhalten bleibt. So verwandelt die 
Transformation durch reziproke Radien die singulären Tangenten in Kreise 
und liefert ein anschauliches Beispiel für die n-punktige Berührung eines 
Kreises mit einer Kurve. Nehmen wir zur Vereinfachung statt der Glei- 
chung (l) die Gleichung (2) sff -{- i/" ^ a", wählen den Nullpunkt als Trans- 
formationszentrum und ar als Potenz der Inversion, so geht (2) über in 
(3) r" ^= fl" (coa"- ip -j- sin" ip), wo r und tp Polarkoordinaten bedeuten, oder 
in (4) (r» + ,y*)'' = «''(x" + y"). Die Gerade x = a geht über in den Kreis 
i"* -f- y* == «y vom Radius ja. Dieser Kreis bat also mit der Kurve (_4) 
im Punkte x =• a, .'/ ^ eine M-punktige ßerührung. Ein extremer Wert 
des Krümmungsradius der Kurven (4) ist |o in P, jedoch nur im Falle eines 
geraden n\ für ein ungerades n schneidet der Kreis, gerade wie die Wende- 
tangente in P„ die Kurve (4) in («,0), Für ji = 5 z.B. stellt die Gleichung 
r' -^ a^ (cos' 9 -f- sin^ tp) oder (x' -\- i/*)^ = o' (x^ + y*) ein geschlosseues 
Oval dar, das durch den Nullpunkt geht, in ihm einen fünffachen Punkt 
besitzt, aber nur einen durch ihn gehenden reellen Zweig mit der siagulären 
Tangente x -\- p ^' (fiinfpunktige Berührung). 

„Scheitel" einer Kurve sollte man nach Analogie der Kegelschnitte 
_nur solche Punkte einer Kurve nennen, in denen der Krümmungsradius einen 
eitremen Wert (Maximum oder Miuimuia) hat. Wenn man alle Punkt« 
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Scheitel nennt, in denen das Differential des Krümmungsradius den Wert 
Null hat, so fallen unter diesen Namen auch solche Punkte, bei denen der 
Krömmungskreis im Berührungspunkte mit der Kurve eine ungerade Anzahl 
n > 3 von Prmkten gemeinschaftlich hat (m = 5, 7, 9, . . .); dies scheint 
aber nicht angemessen zu sein. 

Berlin. - E. Lampe. 

Zur alt&gyptischen Bruchrechnung. 

Schon als ich zum ersten Mal in meiner Vorlesung Winter 1903 
altftgjptische Mathematik behandelte, wurde mir klar, daß die ägyptische 
Bruchrechnung vielfach mißverstanden ist. Von Eisenlohr, der 1877 den 
Ahmose herausgab, abgesehen, hat noch der um die Geschichte der hellenischen 
Mathematik so hoch verdiente Fr. Hultzsch in einer längeren Abhandlung 
Yom Jahre 1895 (Sachs. Abhandlungen) erklärt, die Ägypter kannten keine 
gemeine Bruchrechnung, sondern nur Teilung in der Einheitsreihe. Eisenlohr 
sagt, ein Bruch wie "/g war ihnen undenkbar. — Die Sache liegt meines 
Erachtens so: Zu der aufsteigenden Zahlenreihe bildeten die Ägypter die 
absteigende. Es sind ganz ähnliche Gedanken und seltsamer Weise im 
hieratischen auch dieselbe Bezeichnung wie bei den Indem. Diese faßten 
die aufsteigende Reihe z. B. 3 als + 1 + 1 + 1 und die 3 in der absteigenden 
irt dann 0—1 — 1 — 1, das ist 3. Der Ägypter faßt die 3 als 1x3 
and dem entspricht absteigend die Zahl, welche mit 3 multipliziert 1 gibt, 
das ist Yj. Die 1 entspricht sich selbst. Diese auf- und absteigende Reihe 
war ihnen so geläufig wie uns die unsere. Und wie wir von der Größe 
des Bruches erst eine wirkliche Vorstellung haben, wenn wir ihn in Dezimal- 
form vor uns haben, so war für jene die Rechnung erst zu Ende, die 
genaue Vorstellung der im Bruche enthalteneu Größe erst gewonnen, wenn 
der Bruch in Zahlen seiner Reihe ausgesprochen war. Wie aus- 
gezeichnet die Ägypter die gemeine Bruchrechnung samt Doppelbrüehen etc. 
beherrschten, dafür genügen schon allein die Beispiele Nr. 31, 32, 33 der 
sogen. „Hau(*h*)" Rechnung. 

Meine Ansicht wurde mir gewiß, als ich das nls 2 j^ent [h = ch] deuten 
lernte. Es heißt: Sprich aus 2 vor (z. B. 17), das chent entspricht* genau 
dem französischen „sur" und unserem auf, also 2 auf 17, und nis, determiniert 
durch den auf den Mund zeigenden Mann, heißt: Verkünde, mache deutlich, 
gib den Wert übersichtlich an. Und noch eins: Ganz Asien bildete vor 
400() V. Chr. bis 1000 vom Jangsekiang bis zum Nil ein einziges Kultur- 
gebiet, und wie uns die Tel-Araarna-Funde bewiesen, mit Präponderanz der 
Babylonier um 1800, d. h. zur Zeit des Ahmose; wie aber diese schon 
1000 Jahr früher rechneten, beweist u. a. die von J. Oppert untersuchte 
magische Quadrattafel, Zeitschr. für Assyr. 1903, p. 60 und die Einmaleins- 
Tabelle bis 1X1350, die Hilp recht aus sargouischer Zeit konstatiert hat. 
Sehr schwierige zahlentheoretische Aufgaben, völlige Kenntnis der Zerlegung 
in Quadrate (Pythagoras?), Kubikzahlentabellen waren ihnen geläufig und 
damit sicher auch der ägyptischen Intelligenz. 

Max Simon. 
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Sitznngsbericlite der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Herausgegeben vom Vorstande der Oesellsoliaft. 
46. Sitzung am 31. Oktober 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Herr Färber erstattet den Kassenbericht. Bei der Neuwahl des Vor- 
standes wird, nachdem Herr Knoblauch von vornherein die Erklärung abgibt, 
daß er eine Wiederwahl nicht annehmen würde, Herr Schafheitlin zum 
Vorsitzenden gewählt. Zum stellvertretenden Vorsitzenden und SchriftfEÜirer 
wird Herr Jahnke und zum Kassenwart Herr Färber wiedergewählt. 

Anwesend: 35 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilung: 

Herr Meißner: Einige Bemerkungen zu Herrn M. Simons Bericht 
über die Entwicklung der Elementargeometrie im XIX. Jahrhundert. 

47. Sitzung am 28. November 1906. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

Die Schaffung einer Bedaktionskommission wird beschlossen, und zu 
ihren Mitgliedern werden außer dem Schriftführer die Herren Knoblauch 
und Hessenberg gewählt. 

Auf Antrag von Herrn F. Müller wird über eine Feier von Leonhard 
Enlers zweihundertstem Geburtstag (15. April 1907) beraten. Es wird 
eine Festsitzung geplant, wo voraussichtlich drei Mitglieder der Gesellschaft 
Vorträge halten werden, und zwar über Eulers Aufenthalt in Berlin, seine 
bahnbrechenden Arbeiten und eines seiner speziellen Forschungsgebiete. 

Anwesend: 33 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Fleck: Drei zahlentheoretische Sätze. 

Herr Güntsche: Bationale Tetraeder (s. S. 2). 

48. Sitzung am 12. Dezember 1906. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

Fortsetzung der Beratung über die Eulerfeier, insbesondere über die Fest- 
schrift, wo die in Aussicht genommenen Vorträge zum Abdruck kommen sollen. 

Anwesend: 28 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilimgen: 

Herr Koppe: Zwei einfache Aufgaben über scheinbare Schwere und 
relative Bewegung. 

Herr Hessenberg: Beitrag zur zeichnerischen Behandlung der Kegel- 
schnitte (s. S. 17). 
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SiUungs berichte der Berliner UathematiBchen GeaellBchaft, 



Rationale Tetraeder. 
Von R. Güutsche. 

1. Unter einem rationale» Tetraeder soll ein Tetraeder verstanden^ 
werden, bei welcbem dir Kanten, die Scileninhalte und der Rauminhalt 
rationale Maßsahlen besitzen. Das Aufsuchen solcher Tetraeder erscheint von 
niclit geringem Interesse, denn bei ihnen sind aufier den vorgescbri ebenen 
elf noch viele andere Größen rational, vor allem die Höhen, die Radien 
sämtlicher Berührungskugeln , das Quadrat des Badius der Umkugel, teraer 
an jeder der vier Ecken der von Staudtsche Eckensinua und der polare 
Ectensinus, nebst dem Quotient beider, dem „Modul" der Ecke, sodann die 
beiden Junghannschen Tetra edermoduli, nämlich 1) der für alle vier Ecken 
gleiche Quotient aus dem doppelten Inhalt eines Begrenzungsdreiecks und dem 
polaren Eckensinua der gegenüberliegenden Ecke, 2) der für alle vier Ecken 
gleiche Quotient aus dem Umkreisdurchmesser eines Begrenzungsdreiecks J 
und dem Modul der gegenüberliegenden Ecke; diese Tetraeder stellen also I 
in bemerkenswerter Weise das räumliche Änalogon zu den heronischen Drei-^ 
ecken dar. 

2. Ein rationelles Verfahren zur Auffindung rationaler Tetraeder war 
meines Wissens noch nicht bekennt.'; In Angrifl" genommen hat die Auf- 
gabe, Tetraeder dieser Art aufzustellen, R, Hoppe') in einer Abhandlung 
vom Jahre 1877; er geht dabei, wie ea auch im folgenden geschehen wird, 
von Dreikanten aus, bei denen die goniometri sehen Funktionen der Kanten- 
uud Flüchen Winkel rational sind. Numerische Beispiele solcher Oreikante 
ermittelt er durch ein Tast verfahren; die Untersuchung führt er aber, 
einigen Zahlenbeispielen abgesehen, die einem ganz speziellen Falle (vgl. unte 
Art. 19) angehören, nicht bis zur Aufstellung rationaler Tetraeder durch. — '^ 
Sp&ter hat Herr F. Bessell*} Hoppes Verfahren insofern vervollkommnet, 
als er auf rationellem Wege fßr Dreikante, deren Kant*n- und Plächenwinkel 
rationale goruomotrische Funktionen haben, partikuläre allgemeine Lösungen 
aufgestellt hat, Lösungen n&nilich, welche zwur partikulär, d. h. nicht i 
fassend sind, aber wegen der w-illkörlichen \\'ahl der daiin vorkommenden J 
Parsmetfir einen gewissen Grad von Allgemeinheit besitzen, Bessellsfl 
Abhandlung enthält also Vorarbeiten zur Auffindung rationaler Tetraeder; 
auf diese selbst geht sie nicht ein, — Allgemeine partikuläre Lösungen 
flkr Tetraeder mit rationalen Kanten und rationalem Inhalt hat Herr 
K. Schwering*) 1895 auf rationellem Wege finden gelehrt. Diese Aufgabe 
ist von der vorliegenden verschieden; bei den rationalen Tetraedern L 

1) Ein nnmeriBobeB Beispiel veröffentlichte ich Arch. (31 7, 178— 
Anfrage 10; die daran geknüpfte Anfrage, ob Beispiele von Tetraedern dieser h 
bekannt wären, hatte ebensowenig wie andere Nachforschungen Erfolg. 

3) K. Hoppe: Über rationale Dreikante und Tetraeder, Arch. (1) 61^ 
88—98, 1877. 

S) F. Beseell: Rationale sphllrieche Dreiecke. Arch. (1) 65, 3 

4) K, Schwerin};^ nationale Tetraeder. Journ. f. Miith. llö, 3 
K. Schwering; Geometrische Aufgaben mit rationalen LCaungeu 
beilage Düren 1898. 
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47. Sitznng, 38. November 1606. 3 

Sinne wird außerdem noch gefordert, daß die Inhalte der vier Seiten rational 
sind. Daß diese vier Bcdingimgeu voneinander und von den fibrigen sieben 
unabhlLngig sind, erbellt aus dem bekannten Eul ersehen Beispiel eines 
Tetraeders, in dem drei aneinanderstoßende Kanten a=117, ö = 240, 
c = ii, die gegenüberliegenden «' = 344, ((' = 125, c' = 267 und der 
Rauminhalt rational sind, während von den vier Seiten zwar drei, welche 
pythagoreische I'reiecke sind, rationalen Inhalt haben, die vierte dagegen 
nicht. — Schließtich sei erwßhnt. daß Herr H. A. Schwarz über Tetraeder 
mit rationalen Kanten und rationalem Inhalt nach verschiedener Richtung 
Untersuchungen angestellt hat. 

3. Eine vollständige Erledigung des Problems, rationale Tetraeder in 
nnserem Sinne zu finden, wäre erreicht, wenn es gelange. Ausdrücke für 
die Kanten, die Seiteninhalte und das Volumen aufzustellen, welche sedis 
wlllkürltchb Parameter enthalten , und außerdem nachzuweisen , daß damit 
alle möglichen Lösungen ei-sc-höpt't sind. Im folgenden soll em rationelles 
Verfahren elementarer Natur beschrieben werden, das zur Aufsteilung von 
partikuUren allgemeinen Lösungen rationaler Tetraeder führt; diese ent- 
halten statt der erforderlichen sechs nur xwei willkürliche Parameter, von 
denen der eine, der Proportional itütsfaktor, in den Formeln weggelassen 
werden wird, und unterliegen zudem der Einschränkung, daß zwei der Drei- 
kante, aus denen die Tetraeder gebildet sind, den Modul Eiiis hesibcen. 
Die ^nregimg zu diesen Untersuchungen verdanke ich einer Notiz von 
Herrn K. Schwering in seinen „Hundert Aufgaben"; erst als sie im 
wesentlichen abgeschlossen waren , wurde ich auf die erwähnten Arbeiten 
voD Hoppe und Bessell aufmerksam, die &uf ähnlichem Wegs vorzugehen 
versucht hatten, 

4. Bei den Untersuchungen über heronische Dreiecke, überhaupt bei 
vielen Aufgaben, in welchen an geometrischen Figuren rationale Zahlen 
auftreten, sind die Wbkel, deren goniometrische Funktionen rational sind, 
von grundlegender Bedeutung. Wie schon früher angedeut«t'), gilt dies 
auch von den Untersuchungen über rationale Tetraeder. Bekanntlich sind 
die goniometrischen Funktionen eines Winkels rational, wenn es die Tangente 
(oder Kotangente) seiner Hulfte ist, und umgekehrt. Ln Folgenden soll 
ein Winkel mit der Kotangente seiner Hälfte durch denselben Buchstaben 
bezeichnet, der Winkel jedoch durch daa darübergesetzte Zeichen "^ 
charakt«risiert werden: 



t unter q> irgend 
B) Bin 9) 



(p bedeutet cot^qj, 
I rationale Zahl zu verstehen ist. Es ist also 



^■+1' 



cosip » 



-p'+l 






■ c^i-f- 
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^^P Für das Tetraeder möge folgende Bezeichnung gelten (s. Figur): 

^^ftie vier Ecken seien 0, 1, 2, 3; die Kanten Ol, 02, 03 seien mit a, b, c, 

die gegenüberliegenden 23, 31, 12 uiit a\ b', c' bezeichnet, die Supple- 

1) Tgl. die erwB,lmten Abhandlnngen 
OflntBOhe: HeroniBche Dreiecke mit einer r 
28 and 29, 1006. 
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mente der an diesen Kanten liegenden Fl&chenwinkel mit a, b, c, a, b', i 
die in jedem BegrenxuagBdreieck den Kanten m und a', b und b', c und c' 
^eßenüb erliegenden Kanten winkal 
mit u, ß, y, unter Hinzufügung 
des Index 0, 1, 2, 3 zur Be- 
zeichnung der Ecke, der sie an- 
gehören, die Inhalte der Be- 
grenzungsdreiecke, die den Ecknn 
U, 1, 2, 3 gegenüberliegen, seien 
•^0' "^f "^i ' *^s "°*^ ^^^ Rauminhalt 
des Tetraeders T. 

5. Da in einem rationaieu 
Tetraeder die Seiten heronische 
Dreieoke sind, so sind die Sinus 
und KosinuB sämtlicher zwölf 
Eantenwinkel der vier Ecken 
rational; nach dem ersten sphä- 
rischen Kosinusaatz, z. B. fOr di« 
Ecke 0: 
(3) cos ög = cos ^{1 cos Yff 

— sin Pq sin j'g cos ä , 
der sechs h' lachen winke!, und aus der 




gilt mithin dasselbe 
Formel 



W 



fö) 



r- gsi-eZIio. 



. Staudtsche Eckensinua der Ecke 



nposinyosi 



- sm y^ sin « 



n p^ sin c 



ist, und den entsprechenden Formeln der übrigen Ecken ergibt sJuh aclilieBlich, 
daß auch die Sinus der sechs Fläehenwinkel rational sind — kurz: 
emein ralionali-n Tetraeder haben sämilkhe Kanten- und Fläckenwinhi der 
vifr Ecken ratknuile goniomeirische Funktionen. 

ti. Man bat also, um rationale Tetraeder herstellen zu küinnen, zimfichst 
Dreikante aufzusuchen, hei welchen die goniometri sehen Funktionen der 
Kanten- und Fläehenwinkel rational sind. Dies gelingt, wenn man die 
Formeln der sphärischen Trigonometrie durch Einführung der Kotangent« 
des halben Winkels umformt.^) Es soll dies hier für einige Formeln ge- 
schehen; es mögen dabei a, ß, y die Kantenwinkel, d, b, i die Supplemente*) 
der gegenüberliegenden Fläehenwinkel eines Dreikantes bedeuten, und mit 
"f f^i >'i "i ^1 ^ *^'B Kotangenten der Hälften der Kantenwinkel und di 

1) Die hierher gehörigen Formeln finden lieh zum Teil bei Honpe nnd 
Beiaell a. a. 0., femer in K. Study: Sphäjischc Trigonometrie, orthogonale 
Substitutionen und eiliptiache Funktionen, Leipzig 1893, g i— Ü; sie bieten, wie 
die letztere Arbeit zeigt, ein über den vorliegenden Zweck hinausgehen des IntereftM. 
Vgl. hierzn auch eine demnUchet im Archiv erscheinende Notiz dea Verf. 

i) Durch Einführung der Supplemente der Fläehenwinkel anstelle disMr 
Belbst erhalten die Formeln erat die wQnaubeos werte Sjnnietrie und Cbergichtlicfa* 
keit, vgl. hierzu Stndj ■. a. 0. § I, insbesondere S, sa, FuBnote. 
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FlftchenwinkeLsupplemente bezeichnet werden. Aus den Nep ersehen Ana- 
logien entstehen folgende Formeln 

(6') «(b +c)(ß-y)+(b -c)(^y + l)-0, 

(6^) «(bc-l)0» + y)+(bc+l)0»y-l)-O, 

(6") a(ß +y)(i-c) + iß _y)(bc+l)-0, 

(6<) a(ßy - l)(b 4- c) + 0»y + l)(bc - 1) - 0. 

Aus den analogen Formeln, welche a, 6, c, a, ß enthalten, folgt 
(7) „ = ^J«-" + »6 + l 



bc + ca + ab + 1' 

1 bcH-ca — ttb-f-^ 
pbc + ca + ab — 1' 



(8) 

oder, wenn man 

(9) 2t«bc + ca + ob + 1 

einführt, 

(10) «-^S?. 



1 1 — ob 

, (t — ca)(t — tt6) 
' (t-bc)(t-l) 



(11) 

Hiemach ist 

(12) 

also 

, «X t_^ (bc — ctt + ttb + l)(bcH-ctt — ttb + l) , 

^^>' (-bc + ca + ab + l)(bcH-ca + ab-l)' 

hieraus folgt 

{^±\ «t ««( bc^l)« + (bc + l)' 

^^ >^ " "" a*(b + c)* + (b-c)* 

Aus (6*) und (6^) ergibt sich femer durch Elimination von a nach 
einer einfachen Umrechnung 

tt'4-1 b«+l c*+l 

/.r\ fl b _c 

^^^^ g' + l "" p'H-i ^r' + l "^^ 

a /J y 

fi bedeutet hierbei den „ModuP* des Dreikants. Die Formeln (12) — (14) 
hfttte man auch aus dem sphärischen Kosinussatz, (15) aus dem Sinussatz 
erhalten können. Buchstäblich analoge Formeln erhält man durch polare 
Transformation. Auf die Wiedergabe dieser, sowie der durch zyklische 
Transformation und Transformation auf die Nachbardreiecke zu erhaltenden 
Formeln möge hier verzichtet werden. 

7. Unser Hilfsproblem, Dreikante zu finden, für welche die gonio- 
metrischen Funktionen der Kanten- und Flächenvnnkel rational sind, kommt, 
wie man aus den angefahrten Gleichungen erkennt, darauf hinaus, eine 
diophantische Gleichung, in welcher die vier Unbekannten bis zum zweiten 
Grade aufsteigen, rational zu lösen. Es liegt also eine Aufgabe vor, die 
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bei verwandten Problemen häufig auftritt, und auf wclcbu das Eulersc 
fahren angewandt werden kann, auf das wir weiter unten (Art. 11) 
kommen. Diese Aufgabe ist noob niclit umfassend gelöst. Wohl a! 
wie erwähnt, F. Bessell in der genanaten Abhan(UuBg partüulltre In 
der Aufgabe gegeben, welche willkürliche Parameter enthalten. D 
facbste von ihm angegebene Typus ist (naeh einer kleinen Umgestaltu 
folgende, der den Modul Eins besitzt und ohne weiteres aus den Nepi 
Analogien entDümmen werden kann: 

Hierin bedeuten m und n beliebige rationale Zahlen. Von diesem 
werden wir im folgenden Gebrauch machen. 

8. Vorerst ist auf die Umkehrung des oben im Art. 5 angei 
Satzes einzugehen. Ein Tetraeder ist rational, wenn die Kante 
Fischenwinkel rationale Sinus und Kosinus haben'), und zwar genüj 
zu noch nicht die Rationalität dieser Punktionen an zwei Ecken ( un( 
lilr je einen Kanten- und KWei Fläehenwinkel der beiden anderen 
sondern dazu ist notwendig und hinreichend , daB noch ein Kantei 
Flftchenwinkel einer der beiden anderen Ecken, etwa der diesen gemi 
F lachen Winkel , rationale gonio metrische Funktionen besitzt, wie s 
unter (6*) — (6'') angegebenen umgefonnten Neperschen Analogien I 

9, Um nun rationale Tetraeder zu bilden, legen wir den oben im1 
angeführten Typus eines Dreikantes, dessen Kanten- und Fladiei 
rationale goniometrische Funktionen haben, für die Ecken i 
Für die Eqke soll seiJi: 

P9+1 ,_ „ 



(17) 



(18) 



Q =p. 



soll sein: 



p + q ' 



n " 



pr + l 
P + r 
J'r+1 



Hierbei sollen p, q und r rationale Zahlen bedeuten, die vorlBnf! 
wahlfrei bleiben mögen. 

Nunmehr sind die Ecken 2 und '6 auch bestimmt. An der Etil 

^ Cf.-i »'-1' ■ 

ferner naeh der Formel (14) ^^B 

,, _ l.,{t,- -!)]• + »<■ + ')• 
(".(' + Ol' + *-■■)' 
FüLrt mao die obigen Auadtflcke für 6, c' und o, ein, eo wird (: 



(u.) 



(2ü) 



(31) 



' 1 

Uü'-VIr+'üir + r)]-' 
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(23) 



(24) 



)B 



hierin ist 

(22)^ = {r(p»-l) + 2(p»-l)}»+{r[3(p»+l) + 2i,]+[«.2i>+(p»+l)]}», 

■B-{»-*(3-2i>+l>'+l)+r[2»-2i. + 3-2(p»+l) + 2p] + [gV+l) 
+ 3-2j>])»+{(i>»- l)[r»fl- r(«» + l) + g])», 
folglich 

^=(p>+l){r»[gV+l)+3-4l'+(P*+l)]+2r[5»-2i.+g-2(p»+l) 
+ 2i)]+bV + 1)+ fl-*!» +(P* + 1)]} 

**(?• + 1)[ gV+i) +<?-4i' +(P*+5 

+ r»- 2 . [ -2»(p*-6i.»+l) H-««-6ij(p»+l)+g(p*+10i>»+l)+2|>(p»H 

-f»-Vl>*+l)[9V+l)+«'-12i> +««-10(p»+l)+g-12j) +(p»+: 

+r-2[3*-2i>0)*+l)+«'(p*+10j>»+l)+a>-6i>(i>»+l)-g(p*-6i>»+l)] 

+(p'+i)b*0*+i)+«»-4p +3»0>» + l)]- 

Eine Lösung der Aufgabe ist gefunden, wenn es gelingt, durch passende 
Wahl von rationalen Werten ffir j>, 5, r und 0' die Gleichungen (21), (22) 
und (23), oder (21), (24) und (25) zu erfOllen. — Statt dessen soll, was 
auf dasselbe hinauskommt, der Ausdruck (? = Ä-B zu dem Quadrat einer 
rationalen Zahl gemacht werden. 

10. Es sei 
(26) C* = -<l-B = r*-c, + r»C5 + r*C4 + r»(^ + r% +rci + 00, wo 

'c, = { (P» + l)[3*(p' + 1)+ 2 • ^l» +(p' + 1)] } ', 
C5 = 2(p« + l)[3»(p» + 1)+ ?• 4i) +(p' + !)][«»(- P* + 6i>» - 1) 

+ ^»(8i>» + 8i>)+ g(3j>* + 14i,» + 3) + (4j)» + 4i))], 
C4 - (P* + l)[3*(f>* + 3i>* + 3j)» +1)+ 3»(8j)» + 80/ + 8i>) 

+ a*(4i>* + 172p* + 172p» + 4)+ 3»(l20p» + 368p» + 120p) 

+ g»(21p* + 255p* + 255p» + 21) + g(48p» + 160p» + 48p) 

+ (2p» + 22p* + 22p» + 2)], 
Ci^-ifi^^ l)[3*(8p» + 16p» + 8p)+ g»(4p» + 108p* + 108p» + 4) 

+ 3*(120p» + 368p» + 120p) + g»(40p» + 376p* + 376p» + 40) 

+ 3»(l20p» + 368p» + 120p) + a(4p« + 108p* + 108p» + 4) 

+ (8p» + 16p» + 8p)], 
(^ = (p» + l)['Z'(2p» + 22p* + 22p» + 2)+ g»(48p» + 160p» + 48p) 

+ 3*(21 p» + 255p* + 255p» + 2l)+ g»(120p» + 368p» + 120p) 

+ 3* (4 p» + 172p* + 172p» + 4) + g(8p» + 80p» + 8p) 

+ (p» + 3p* + 3p» + 1)], 
q - 2(p» + l)3[g»(p» + 1)+ «•4p +(p» + l)][«»(4p» + 4p) 

+ 5*(3p* + 14p» + 3)+ 3(8p» H- 8p)+(-p* + 6p» - l)], 
Co = { (P* + 1)<?[«*(P' + 1)+ g • 4p +(p' + 1)] } *• 



(27)- 



Sitzungafaericbte der Berliner MaÜiematiBchen GeselUcliaft. 



Es ist also eia Ausdruck, der in q und r vom sechsten, in p vom 
achten Grade ist, zu einem Quadrat ?.a machen, daher ist die Aussicht, auf 
diesem W^ge yMai Ziel /.u gelangen, anschi>inend gering. Bei der besonderen 
Natur unseres Ausdrucks gelingt es jedoch, die Aufgabe unter bestimmten 
. Annahmen auf die einfachere /.urlickzufiihren, eine ganze rationale Fauktion 
vierten Grades zu einem (Quadrat zu machen. Wir setzen: 



(as) 
(«») 

(80) 



(31) 



(32) 



wobei 






m) 



J) _ r'di + r*(/; + rdj. + d^ , 
F-r^U + yfi + U, 
<*; - (p' + 1)[3'(P* + 1)+ 9 -49 +(p* + 1)], 

ä't - g*{-p*+6p»-IJ+9»{8p»-|-8j))+3(3p*+14p*+3J + (V+4iO, 
d[ - q\- ip^ - ip)+ g»(- 3p* - Up* - 3)+ g(- Sp» - Sp) 

+ ip*- 6/ + 1), 
■< - - (p* + ih[<f(^' -t- 1)+ 7 ■ 4p +ip' + 1)] 
nöge. Es ergibt sich 

D* = r'rfg + r^df, + r*dt + r^d, + t^d^ + rd^ + dg , 

d^-2d^d', =.C(, 
d^ — d'^' + 2d|^d[ 

-«'(P*— 12/+ 38p*- 12p*+ !) + ?*(- 24ii'4-56/-(- 56p*- 24p) 

-I- ?*(- 12p* + 152p*- 12) + 5'(-8p'+ 104p' + lU4p' — 8p) 

+ »)'(5p«'+36p'+126p*+36p*+5)-J-9(X6p'+48p*-|-48p»+16p) 

+ ('Ip" + 8p» + 12p* + 8p» + 2), 
<^-2(rf;<i; +d',d[) 

— 2-[a»(4p'— 20p*— 20p"+4p) + f/(2p*'— 40p»— 148p'— 40p*+2) 

+ 4*(- 36p' — 268p» - 268p' — 36pJ 

+ q'{— ISpf- iTßp"- 456p*— 176p*- 12) 

+ 5*(— 36p' - 268p*— 268p» — 36p| 

+ g(2p»— -lOp*— I48p*— 40p*+2) + (4p'-20p»— 20p»+4p)I, 
(J, -rf,'»+ 2d^d^ 

= '?'(V + 8;''+12y+8p* + 2)+7'(16/''-f-48pH48p»+16p) 

+ ^|5f>»+36j.»-(-126p*4-3fip"+5)+g»(— 8p'-|-104p*+l04p»— 8;.) 

+ 7»(-]2p*' + l.'>2p*-12)+3(-24p' + 56p»+56p» — 24p) 

+ (p* - 12p» + 38p' - 12p* 4- 1). 

rf, - aijrf; -c,. 



(34) 
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Die Ausdrttckd fftr /i, /;, f^ in (30) erhalten wir aus (28), (26), (27), 
(32), (33); es ist 

y, - 16[3«(p* - 2p* +p^)+ q\2p'' + 2i>* + 2p^ + 2p) 

+ ^(p®+ np^+ 12p*+llp^+ l) + ^(Sp'^+24tp^+24tp*+Sp) 
+ g*(p® + 15i)« + 24p* + 15p^ + l)+g(2i>' + 10/+ 10p^+2p) 
+ (!>• + 2p* +!>•)], 

^j = 16[$«(4p'* + 4p») + 3^(l2p« + 32p* + 12p«) 

+ 3*(1 2p^+64p^+64p»+ 12p)+g»(4p8+48p*+104p*+48p«4-4) 
+ g*(12p' + 64p* + 64p» + 12p) + g(l2p« + 32p* + 12p*) 
+ (4p»+4p»)], 

/o = 16[(Z*(P* + 2p* + p')+ q\2p' + 10p* + 10p» + 2p) 

+ 3*(pH 15p«+24p*+l5p*+16)+g»(8pH24p»H-24p»+8p) 
+ g«(p« + 11p« + 12p*+llp»+ l) + g(2p' + 2p»+ 2p» + 2p) 
+ (p6_2p*+p«)]. 

Durch geeignete Absonderung gewinnen sie eine einfachere Oestalt; wir 
können setzen: 

(35) 2^-16(^+p)»(e?p + l)*-ff, 
wo 

(36) ff-r*ft + ri^i+i7o, 

g^ == ^(P* - 2p« -tl)+ 3(4p» + 4p) + (p* + 2p« + 1), 
ffi - «*(4p» + 4p)+ 3(4p* + 16p« + 4)+(4p» + 4p), 
ffo = 3*0p' + 2l>' + 1)+ (2(4p» + 4p) + (p* - 2p« + 1). 

Man kann G auch nach fallenden Potenzen von q statt von r ordnen und 
schreiben: 

(38) H^q% + qh,+h^, 

(Ä, - r«(p* - 2p« + 1)+ r(4p» + 4p)+(p' + 2p« + l), 
h, - r«(4p» + 4p)+ r(4p* + 16p« + 4)+(4p» + 4p), 
Äo - ^*(P* + 2l>* + 1)+ r(4p» + 4p)+(p* - 2p« + 1), 

wobei man erkennt, daß G =» H inbezug auf q und r symmetrisch ist. 

Um C aus (28) rational zu erhalten, reicht es hin, die Gleichung JP » 
zu erftOlen; unsere Aufgabe ist also jetzt, die Gleichung 

(40) G^H^O 

durch geeignete Wahl rationaler Werte für p, g, r zu lösen. 

11. Hierzu dient uns ein Verfahren, ähnlich dem, das von Euler^), 
Kummer«), Seh worin g») u. a. oft bei verwandten Au^ben angewandt 

1) 8. z. B. Gomm. Arithm. coli. 2^ p. 474. 

2) J. f. Math. 87, S. Iff. 1848. 

3) vgl. insbesondere die angefahrte Programmabhandlung. 



(37) 



(39) 



10 



SitEungHberichte der Berliner Haine matigchen GeBellschaft 



worden ist') Die Gleichung (40) ist in q quadratisch; falls also bei eineio 
bestimmten, in p rational ausgedrückten Werte r, r = r'"', eine rationale 
Wnrzcl für q, q ^ g'*', bekannt ist, ist die andere, q = q', linear, also 
rational Iiestimmt, Aber die Gleichung (40) ist, wie erwähnt, auch in r 
quadratisch; falls wir nun bei einem bestimmten, in p rational ansgedrückten i;, 
g = ij' , eine Wur/el für r, r = r*"' kennen, ist die andere, r =• r', rational 
XU erhalt«)). Mit dieser kann man nun in der vorhin beschriebenen Weise 
einen neuen Wert für q, q = q", auffinden, der r = r' zugehört, mit diesem 
wieder einen neuen fflr c, r = r", der q =■ q" entspricht. In dieser Weise 
kann man beliebig weit fortschreiten. Durch dies Verfahren^ das wir kurx 
fils Eiilersches Verfalirm btiev-hnen wollen, gelingt es, unsere Aufgabe da- 
durch tu Usm, daß wir Wertegruppen für p. q. r in beliebiger Zahl auf- 
steUen, hn denen m Parameter, nänUidi p, iraJdfrci bleibt, von denen o/» 
jede immer nodi e'men gevisnen Orad von Allgemeiatliea besitit. Hierzu ist 
nur erforderlich, daB wir wenigstens fi'n rationales Wert«paar für q und r 
kennen, das die Gleichung {40} erftUlt. Hier kommen uns die ausgearteten 
Tetraeder zustatten. Es mfige im folgenden ein Fall durchgeführt werden. 
12. Eine Lösung kann erhalten werden, wenn wir in (40) fttr r 
rW 



(41) 

einführen; die Ecke 2 rQckt dann 

tritt dann die Gleichung 

(42) q*(p* - 2p» + !)+«'(- 2p* - 12p»- 2)H-(p' 

die folgende vier rationalen Lösungen besitzt»): 

( ±'44. 



Unendliche. An die Stelle von (40) 
- 2p" + 1) - 0, 



Diese vier Lösungen gehen aber ineinander Über, 


renn man p durch — /) 


- oder ersetit; es genügt also, eine von ihnen zl 


behandeln. Wir wählen 


'") ' '■=+^l-l^ 




dann wird, da die eine Wurzel von ff — 




(45) ,I.I_-,'__f+| 




ist, die andere Wur/.el r = r' aus 


M 


(4G) ,-'"1 +r' ■')■ oder aus --'«V 


m 



erbalten, wo .>7j,?j,Po ^°^ j'iiffiiffo ^^'^''^ Einführung von q' (äi q ent- 
stehen; das ergibt: 

r' _ p' + p' + '+*p'-:'P+l 

1) vkI. auch Güntiche: Haroniflche Dreiecke mit einer rationalen Mittellinie, 
dieae Bencht« &. 37—38. 190«. 

t) Der Fall p =• ± l bedarf einet befonderen Behandlung. 



(4T) 
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Führt man in (38) (39) und (40) r för r ein, so wird Äj, Äj, Äq zu 
ÄjjÄj,/*^, und eine neue Wurzel g" für q ergibt sich aus 

(48) g' + g" = - ^ , oder aus qq" = ^ • 
Man findet: 

(,4y; q --pis^3p»^.4^~ir_|.'8pi0-|.iip»-3p»+«-|-8i)«-21|)*+26p*-4p«4-*4-p-t ' 

Die Gleichungen q '^ q (44) und r '^ r (47) stdlen eine pariikuläre 
allgemeine Lösung unserer Aufgabe dar, eine zweüe die Gleichungen q = q" 

(49) und r^r (47); beliebig viele neue lassen sidi in der soeben dar- 
gelegten Weise ermitteln, 

13« In diesen Gleichungen werden q und r durch den Parameter p 
rational ausgedrückt; die Eotangenten der halben Kanten- und Flächenwinkel 
der Ecken imd 1 finden sich aus (17) und (18); aus (19) und (20) 
folgt dann, daß auch an der Ecke 2 vier Kanten- oder Flächenwinkel 
rationale goniometrische Funktionen haben; die übrigen beiden ergeben sich 
aus den oben in Art. 6 angeführten Formeln, etwa aus den folgenden, die 
man aus den Gleichungen (9) — (11) erhält: 

(50) 2tj == bc' + c'o' + a'b + 1 , 

(51) ^, = „,A__L = _^, 



' ^» 



, X t. — bc' 1 U — c'a 

(52) »-«"««J^rTb-^V^i- 

Wie die Ecke 2 könnte man — etwa zur Kontrolle — die Ecke 3 be- 
handeln. Aus den Funktionen der einem Begrenzungsdreieck angehörigen 
Kantenwinkel icy ß^y ergeben sich die Seiten a, h^ c des Dreiecks nach be- 
kannten Formeln: ist der Inkreisradius des Dreiecks ^, der halbe umfang 
s, der Inhalt /, so ist 

/r;cl^ ^ g — « R _ g — ^ ,, g — c ^ i /(g — a)(g-^(g — c) 
(53)« = -^, ß ^, y ~, Q^y > 

mijthin 

(54) a = ^(^-hy), 6 = ^(y + «), c=^Q{a + ß), J^Q*aßy^Q\a + ß + y), 

woraus man a, h, c und </, vorläufig noch mit einem Proportionalitätsfaktor, 
erhält; durch geeignete Wahl dieser Faktoren kann man die gemeinsamen 
Seiten dieser Dreiecke in Übereinstunmung bringen. Nachdem man so die 
Kanten des Tetraeders berechnet hat, erhält man den Rauminhalt T etwa 
aus den Gleichungen (4) und (5). 

14. Auf diese Weise ergibt sich aus 
(44) « = «'=f±4 

nach Beseitigung von Nennern und negativen Yorzeidien der folgende 
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TypuB 1 eines rationalen Tetraeders: 
o-4p(f+l)(ji-l)(f'+I)(p'+2l.-l)0'+p'+J>-l)(/>'+p"-f+l)x 

1.-0+ l)(ll-I)(p'+I)'+J'-l)(/+I<'-p+l)lJ''+Ji' + V-3,i+l) X 

xCp'+sr'+V+p-i), 
e- (p* + iJO»* + 2j> - 1)0' - if' + i)(y' + V + V- 2j)+ i)x 
X (p'+ap'+Sp'-Sf'+Sii-i), 

i' = 2j)(j)*+2i)*-2iJ+l)(y"+4j)"+6p"+4p»+3p*+16p'+12p'-16p*+3y-4j.»+6p*- 
»■-(p'+l)(p'+2p-l)V+l)(p'+2p'+2p*+6p' + 2p'-6p'+2p'-2p+l), 
e'-(p+l)'(p-l)'(f'+p'+p-l)ü>'+l)'-p+l)(p' + 4p'-4,+l)(p'+4p'+4p'+l), 
'.-p(p+l)'(p-l)'(p'+2p-l)'{p'+P'+P-l)(p'+p'~P+l){p'+l)Cp'+4p'-4p+I) 

Xfp'+4p'+4p'+l)(p" + 2p' + 2p' + 6p>+2p'-6p'+2p'-2p+l), 
'i-P(P+l)(p-l)Cp'+2p-l)(p"+p'+p-l)(p'+p'-p+l)(p'-4p'+l)(p'+2p'+2i>'-2j 

X(p'+p'+4p'-3p+l)(p»+Sp' + 4p'+p-l)(p'+2p'+3p'-3j," + 2p-l), 
fl-är(p+l)(p-l)(p"+l)'{p'+2p-l)'Cp'+p'+p-l)(p'+p'-p+l)(p'-4p'+l)X 

X(p'+2p'-2p+l)(p«+2p' + 3p'-3p"+2p-l), 

r,-2p(i)+i)'{i<-i)V+ap-i)(p'+p'+)j-i)'(p'+fi'-p+i)V+2ji'-2p+i)x 

X(p'+p'+4p'-3p+l)(p'+Sj'+4p'+p-l), 
*-tp'(p+l)'(P-l)'(p'+l)(p'+2p-l)'(/+p'+p-l)'(p'+p'-p+l)'{p'+2p'-2p + 
X(p'-4p'+l)(p'+p'+4p'-3p+l){i)'+3p'+4p'+p-l)(p'+2p'+3j.'-3l.'+ 

Hierbei bedeutet p eine beliebige rationale Zahl. 

Es mOgen einige Beispiele folgen, die man fllr besonder 
von f erhält. 



nspiele zum Typus I eines rationalen Tetrj 



l)j> = i 



J. = 2 541) 83H 



7'= 727 2'.l7aOO! 



2) (.-2 



/fl - 2 860 653 445 750 
/, — 356 316 460 500 



= 247 419 530 358 
= 2 988 975 281292 



• 163058 564 845416240; 
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3)^)p-='i a— 157 080 = 250 096 c — 168 935 
d = 153 255 H = 64 985 c « 200 200 

Jo = 3 902 999 100 J^ — 12 674 990 328 

J, « 5 103 136 500 Jg« 15 714 031 872 

r« 204 203 844176 640; 

4)p=-3 a — 17 635 800 ft = 16 940 704 c-=10 692 815 
d - 10 559 055 h' = 17 407 985 c — 15 475 576 

Jo - 80 819 578 462 308 J^ = 54 343 144 152 528 
J, = 89191515 367 500 J3 = 119 505147 041280 

T = 241 754 729 784 362 995 200; 

5)i>=»f a = 128 888 760 6 «164 328 065 c — 19 113 913 
d = 157 964 988 \> =- 119 438 137 c = 67 189 375 

Jo — 3 703 834 050 551 250 J, « 1 449 670 309 785 390 
J, =- 1 028 370 356 073 060 /j - 4 073 084 717 509 500 

T =- 19 998 829 670 632 774 962 000. 

15. Ein zweiter Typus eines rationalen Tetraeders ergibt sich, wenn 
man q » q aus (49) und r ^=^ r aus (47) entnimmt; die allgemeinen, wie 
die numerischen Ausdrücke werden in diesem Falle so umfangreich (für 
jp = I erhält man 3 — |JJ und r — — % also 0' — m 867 m )^ ^^ »^ ^^^ 
Durchrechnung verzichtet werden mag. Weitere Typen könnte man durch 
Fortsetzung des oben in Art 11 und 12 auseinandergesetzten Eul ersehen 
Verfahrens in unbegrenzter Zahl aufstellen. 

16« Erheblich einfacher gestaltet sich die Parameterdarstellung rationaler 
Tetraeder, wenn dieselben eine Synmietrieebene besitzen sollen. Statt dessen 
suchen wir, was auf dieselbe Bedingungsgleichung führt, eines der beiden 
Tetraeder auf, in welche ein solches durch die Symmebrieebene zerf&Ut. Wir 
legen wieder den unter (16) angeführten Typus für die Ecken und 1 
zugrunde. 

Für die Ecke soll sein: 

(55) a = ao-i), b = ^o y+7' c-yo-"^. 

für die Ecke 1 soll sein: 

(56) a^a^^p, b'-ft-c'-yi-l. 

Es wird dann ganz ähnlich wie oben (Glchgn. (19) — (21)) 

(57) -._«+! 



tti 



» g— 1' 

/-KK^ «'» (p + i)'(g+i)*+(P-* )'(g-i)* 

^ " " ' 2(1>'+1)(9 + 1)'(9-1)* 

1) Dies ist das einenge erwähnte Beispiel, das auf die hier dargelegte 
Weise gefunden und Archiv a. a. 0. 1904 mitgeteilt worden ist. 
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ffier ist also 

(59) C» = 2(p» + l)[(p + !)»(« + 1)*+(P - 1)'(« - 1)*] 
ZU einem yollständigen Quadrat zu machen. Man findet 

(60) C««42)», 
wo 

(61) 2)»-(?*(p»+l)»+<2»(8i>»+8i>)+(Z»(6i?*+12i>»+6)+g(8j?»+8i)) + (p»+l)*. 

Hierauf läßt sich, da die Koeffizienten der höchsten und niedrigsten Potenzen 
von q quadratisch sind, das Euler sehe Verfahren (oder das ursprüngliche 
Format sehe) unmittelbar anwenden. Unter Benutzung des in einem 
früheren Vortrage^) angeführten Lösungsweges setzen wir: 

P-<,.4i> + (p»+l), 
CA - D» - P* = 3>[(Z>(p> + 1)«+ q • Sp(fi^ + l)+(6i>* - 4i>« + 6)] 
und erhalten so die kanonische Gleichung: 

(62) y>(Z»+y2[g.4i)+0>*+l)]-bV+l)*+g-8p(p«+l) 

+ (6j^*-4i>»+6)]-0, 

(62*) q'[y^-(p'+iy] + q[y'Sp^Sp(jp'+iy] + \if'2(jp^+l) 

-(6i?*-4p«+6)]-0. 

Diese ist rational zu erfüllen. Geht man von y -» y^®^ = — (jP* + 1) aus, 
so bekommt man für q 

(^^) ^ ^ " ä^M^) 

als erste nicht triviale Lösung. Damit kann in der wiederholt auseinander- 
gesetzten Weise ein zweiter Wert für y, y', erhalten werden, der wiederum 
einen neuen Wert q' ftlr q liefert. Dies Verfahren kann beliebig fort- 
gesetzt werden. 

17. Unter Benutzung des in Gleichung (63) aufgestellten Wertes 
^ BB g' gewinnen wir den folgenden Typus I der verlangten Art 

Typus I eines rationalen Tetraeders, das von zwei pythago- 
reischen Dreiecken, welche eine Kathete gemeinsam haben, und 
zwei heronischen Dreiecken begrenzt ist: 

fl - (p + l)(p - l)(p* + 2p^ + 2p+ l)(y - 2p^ - 2i> + 1) , 

2^ = 0> + 1)(P- 1)(P' + 2l>» + 4i)« + 2j^+ l)(i>*-2p» + V-2i) + l), 

c^{p^+ l)(i)* + 2p^ -2p+ 1)0p* - 2p^ +2p + l), 

a = 2i)(p» + 4i?« — 6p^ + 4i?* + 1) , 

h' - 2i>(p* + 2p^ - l) (i>* - 2p^ - l) , 

c = 4i>(p + l)(p - l)(p« + l)(p* + 1) , 

^0 = ^p'{p + ^Kp - i)Op' + i)Op' + V - l)(i'' - 2i>« - 1) , 

Ji-p{pi'l){p-lW + 2p^-^p+l)(fi'-2p^+2p + l)x 

x(p'+2i)»+V + 2i> + l)(i>*-2i)» + 4i>«-2i>+l), 

1) Diese Berichte, 5, 86 und 87, Artikel 11, 1906. 



47. Sitzung, 28. November 1906. 15 

p ist dabei eine beliebige rationale Zahl. Die letzten drei Formeln er- 
^ben sich daraus, daß die Kante a auf den Kanten V und c' senkrecht 
steht. 

Beispiele zum vorstehenden Typus: 



^)p=3 



3)i)=3:2 



a« 333 


6-2067 c= 725 


a = 1732 


V — 644 c = 2040 


Jo = 525 504 


j^ = 599 430 


Jj = 107 226 


J, = 339 660 


T= 58 330 944; 


a-3124 


l» - 10 324 c = 5525 


a = 6771 


ft' = 4557 d = 9840 


Jo= 13 452 264 


/i = 17112 030 


/, = 7 118 034 


/, = 15 370080 


T= 14 008 290 912; 


a= 74 635 


6-168 725 c= 75 517 


a - 156 108 


6'= 11508 c' = 151320 


Jo = 803 718 720 


jj = 5 880 741 150 


/g = 429 449 790 


Jj = 5 646 884 100 



T= 19 995 182 222 400. 

18« Weitere Typen könnte man durch Fortsetzung des Eni ersehen 
Verfahrens in xmbegrenzter Zahl erhalten, doch werden auch hier die Aus- 
drücke bald recht umfangreich. 

19. Ein besonderer Fall, der ebenfalls eine Parameterdarstellung zulftßt, 
möge noch erwfthnt werden. Wenn man fOr ein rationales Tetraeder 

■ • 

annimmt, so liat man, wie Hoppe a. a. 0. Seite 97 gezeigt hat, die Be- 
dingungsgleichung 

(65) *»= (^« - l)(y*- l)(ßy + ß + Y- 1)(- ßr + ß + 7 + l) 

rational zu lösen. Hoppe tut dies durch Probieren und findet auf diesem 
Wege acht Zahlenbeispiele. Man kann aber mit Hülfe des Eul ersehen 
Verfahrens rationell vorgehen. Setzt man zunächst etwa 

(66) ßy^y+l, 

eliminiert ß und wendet auf die neue Form der Bedingungsgleichung das 
Eulersche Verfahren, von dem Anfangswert 7 »> — 1 ausgehend, an, so ge- 
winnt man eine unendliche Serie von Werten für ^, zu deren jedem wieder, 
unter Ausübung desselben Verfahrens an der Gleichung (65), unz&hlige zu- 
gehörige Werte für ß gefunden werden können. Statt der Gleichimg (66) 
könnte man u. a. auch 

(67) ^y=_y+l 



i 



l 
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zugrunde legen. Jedes geeignete Wertepaar für ß und y liefert ein rat 
Tetraeder, wenn man 

(68) ao=«i"«t"'«s» /^o=A""ft — A» yo-yi^-yj^-ysi 

also die Seiten kongruent annimmt. So erhält man aus (66), von y > 
ausgehend, das zu dem Wertepaare /3 => j, y '^ j gehörige Hop] 
Beispiel 

(69) o = a'- 195, 2» «= 2»'= 203, c = c'= 148. 

. Im Anschluß an (66) gewinnt man hiemach folgende Darsi 

eines rationalen Tetraeders, in der J den Inhalt der kongruenten 
b bedeutet: 

, Falls 

o 



j. 




(71) 



(70) q = y(2F+ P + 1) (2i>» -p-l) 

rational ist, wird ein rationales Tetraeder erhalten aus 

J-'p'ip + 1){P' + P + 1), T^\p(p + l)\p^+p + l)q. 

Zahlenbeispiele hierzu ergeben sich u. a. fflr p = \ (Beispiel (69)), 
für |) «= \l , nämlich 

a = a= 13 073, fe — 6'— 16 448, c =^ c' '^ 19 695, 

J — 106 675 680, T = 323 290 060 800, 

sowie Ar 1> — Inf • 

Wie der vorliegende Sonderfall, der eines rationalen Tetraedei 
kongruenten Seiten, auch zu einer Darstellung durch einen wülkfii 
Parameter führt, möge bei einer späteren Gelegenheit dargelegt werd 

20* Denkt man sich die Scheitel der den vier Ecken 0, 1, 2, 
Tetraeders zugehörigen Polardreikante in den Mittelpunkt einer Berük 
kugel, etwa der einbeschriebenen Kugel, verlegt, so erkennt man, da] 
Lösung der vorliegenden Aufgabe zugleich eine Lösung der folg 
darstellt: ein sphärisches vollständiges Viereck zu finden, in welch« 
goniometrischen Funktionen aller sechs Seiten und zwölf Winkel rationa 



i«, SiUunB, la. DsBember ia06. 



Beitrag zur zeicbnerischeii Behandlang der Kegelsclmitte. 

Von Gerhard Hessenberg. 

1, So durchsichtig und einfach die Theorie der Kegelschnitt« an der 
Hand projektivischer Methoden sich geataltet, so darf doch die Bedeutung 
solcher Methoden für die zeichnerisch -praktische Behandlung dieser wichtigen 
Kurven nur cum grano salis behauptet werden. Dies wird jeder an sich 
eH'tthren haben, der beispielsweii^e eine übersichtliche Figur des Pascalschen 
Sechsecks zu zeichnen versucht hat: Will man verhindern, daß Schnittpunkte 
IUI Zeicbeoehene hinausfallen, so muQ man auf Kosten der Übersichtlichkeit 
fine möglichst liberschlagene Anordnung des Sechsecks wählen, Lufit man 
aber unter Beibehaltung einer einmal gewühlten Anordnung einen Punkt des 
Sechsecks den Kegelschnitt der fünf übrigen durchlaufen, so fallen sofort 
wieder Schnittpunkte aus der Zeichenebene hinaus, und man ist daher, will 
man eine wirklich geschlossene Figur erhalten, gezwungen, die Anordnung 
wiederholt zu wechseln. 

Die Möglichkeit, durch Wechsel der Anordnung geschlossene Figuren 
zu erhalten, bietet zwar die von Hauck mit Recht betonte Modulutions- 
fiüiigkeil. aber sie tut des Guten zu viel; denn unter den 60 möglichen 
Anordnungen des Pascalschen Sechsecks schnell die jeweils günstigste heraus- 
zufinden, erfordert eine große Koutine und einen ^Qbten geometriechen Blick, 
namentlich darum, weil die günstigen Anordnungen gerade die üb erschlagenen 
sind, ((übrigens zeichnet sich das Brianchonsche Sechseck dadurch vorteil- 
haft vor dem Pascalschen ans, daß es in der nichtflberschlagenen Form 
die geschlossenste Figur liefert). 

Hierzu kommt, dafi theoretisch einlache Konstruktionen in technischer 
Hinsicht nicht immer einfach sind; unzugängliche oder flache Schnittpunkte 
sind für die Theorie eine quantit^ negügeablo, Mr den Zeichner ein lästiger, 
störender Aufenthalt. Und umgekehrt sind für den Zeichner manche Kon- 
struktionen völlig elementar, die in der Theorie durch Verknüpfung mit 
Existenz beweisen zu Prinzipienfragen werden. Hierhin zählt das Lotefällen, 
Parallel enzieben und vor allem das Ziehen der Tangente an einen Kreis; den 
klassischen Halbkreis, der den Berühningspunbt ausschneidet, muß der 
Lehrer in darstellender Geometrie dem frisch von der Schule ankommenden 
Hörer meist mühsam wieder abgewöhnen. Auch die Sucht, durch möglichstes 
Zusammenziehen aller einzelnen Schritte an Konstruktionslinien zu sparen, 
ist ein der Theorie entsprungenes Übel, mit dem besonders in der Grapbo- 
statik gründlich aufgeräumt nird. 

2. Hierdurch mag es begreiflich erscheinen, daß man in Lehrbüchern 
der darstellenden Geometrie sehr lange, wenn nicht überhaupt vergeblich 
nach einer brauchbaren Koiislniklion der Hauptachsen rims durch 5 I'unkie 
yegebtittn Kegi:lschnitles suchen kann. Im Prinzip ist ja die Aufgabe einfach: 
durch einen der fünf Punkt« zieht man zu einer der sechs nicht durch ihn 
laufenden gegebenen Sehnen die Parallele und bestimmt aus einem der 
eiri'lf möglichen Pascalschen Sechsecke ihren zweiten Schnittpunkt mit dem 
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Kegelschnitt. Zwei parallele Sehaen ergeben durch Verbindung ihrer Mittel- 
punkte einen Ort für das Kegels chnittszentnun und ein Paar konjugierter 
Richtungen d., rfj. Die Wiederholung des VerfabrBna gibt daher das Zentmm 
selbst und ein zweites Paar konjugierter Richtungen, d^, rfj. 

An einem Hilfskreis findet man nun das zu rfj d[, rfj t/j involutorische 
Reohtwinkelpaar aa\ und die Beatimmung der Hauptachsen längen erfordert 
danach die Anwendung bekannter Konstruktionen zur Ermittlung der 
Doppel demente konjektiver Puuktreihen. Die praktische Durchführung des 
Verfahrens krankt an dem bei stand zu großer ModulationsiShigkeit, 
Femer wird die Figur des Kegelschnitts selbiit von Linien bis zur Unüber- 
sichtlicbkeit überladen, und dabei ist die Bestimmung der Hauptachsen viel- 
fach nur Mittel zum Zweck, d. h. Anfang einer weiteren Reihe von Kon- 
struktionen. Der brauchbarste Gedanke des Verfahrens liegt in der 
Einfflliruug der Hilfskreise. ') Ihn praktisch auszugestalten, ist der Zweck 
dieser Aosfilhningen. 

3. Zieht man durch einen Punkt S eines Kreises Parallele zu den sechs 
Seiten eines vollständigen Vierecks mit den Ecken I, 2, 3, 4, so schneiden 
diese den Kreis in sechs Punkten 12, 13, 14, 23, 24, 34. Diese liegen 



I 




involu torisch, es gehen daher die Geraden (12, 34), (13, 24), (14, 23) 
durch einen Punkt J. (Fig. 2.) Fällt dieser ans der Zeichenebene, so ist sicher 
seine Polare erreichbar. Auf ihr schneiden sich dann die Geraden (12, 13), 
(42, 43) usf., ferner die Tangenten in 12 und 34, in 13 und 24, in 
14 und 23. (Fig. 1.) Ton diesen 9 Punkten der Polare können niemals alle 

1) Diese Slfakreise sind von den graphiBchen Methoden der Technik in 
einem Umfang adoptiert worden, der ihre ZweckmilBigkeit anQer Zneifel setzt. 
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izugänglich sein, und welche zugtoglich sind, kann auch der üngeflbteste 
leicht übersohauen. 

Fünf Punkte 1, 2, 3, 4, Ä bestimmen fünf Vierecke: (I) = (2, 3, 4, 5), 
(II) ™ (3, 4, 5, l) usw., deren Seitenrichtungen, von S aus auf den Hilfs- 
kreis flbertrageu, zehn Punkte und füni" Involutionszentra I bis V nebst den 
augebörigen, ebecfalls mit I bis T zu benennenden Polaren ergeben. Diese 
Zentra liegen auf einer Geraden i, daher schneiden sieb ihre Polaren in 
dem Pol / dieser Geraden. In dem Pascalschen Sechseck 13, 24, 15, 23, 
-14, 2Jj sind nämlich lü, IV und V die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare. 

Gerade i kann, sofern sie überhaupt zugänglich ist (andernfalls ist ihr 
Pol J im Innern des Ki-eises gelegen, also zugänglich), mit großer Genauig- 
keit gefunden werden, da man günstigenfalls fünf ihrer Punkte und jeden 
durch drei Eeiner Geraden beatimmea kann. Trotz der gro&en Modulationa- 
iUhigkeit dieser Konstruktion sind die zugänglichen Elemente leicbt zu 
flberaehen. (Siehe Fig. 3, die kleiae Hilfsfigur links uoten. ) 

ist vielleicht angebracht, bereits an dieser Stelle zu betonen, daS 
•itr zweite Schnitt einer Geraden uiit einem Kreise aus dem ersten, &', stets 
gstimmen ist Man bat nur von dem S diametral gegenüber- 
£egenden Punkt S* das Lot auf die Gerade zu fallen, was dui'cb Verschieben 
des beim Parallelenziehen ohnehin benutzten Eecbtwinkeldreiecks mit einem 
einzigen Griff erfolgt. Ebenso ist die Verbindungslinie zweier Punkte SQ 
des Kreises auch dann scharf zu bekommen, wenn iS*^ dicht beieinander 
liegen, du sie zu S^Q senkrecht steht. Das Parallelen ziehen selbst ist eine 
dem geübten Zeichner aus der Graphostatik gel&ufige Konstruktion. 
I Die Watl des „Übirtriigii-ngspiinktes" S ist für die Zugänglichkeit von 

L« oder J belanglos, da die BogenabstSnde der Punkte IS, 13 usf. von der 
"Wfthl von S unabhängig sind. 

4. Es sei jetzt 6 ein Punkt des Kegelschnitts (12 3 4 5). Dann sind 
die Baschel 1 (3 4 5 6) und 2 (3 4 5 6) projektiv, am Hilfskreis schneiden 
sich daher (13, 24), (23, 14); (13, 25), (12, 35); (13, 26), (12, 3G) 
auf einer Geraden. Die Schnittpunkte der erstgenannten Paare sind aber 
V und IV, diese Gerade ist also i. Daraus folgt: 

Sind p, q. r, s vier Punkte eines Kegelschnitts G, wnd eieht man m den 
secAs Säten des Tierecks pqrs die Parallelen duirch einen PiniU S des 
BUfskreiaes K bis aum swäten ScImM pq, rs, etc. mit dem Hilßkrris, so 
sc/ineitlen eich die Geraden (pq, rs), (pr, sg), (ps, qr) auf «wer, durch den 
Kegelschnitt, den Hitfshreis und den Übertragungspunkl S eindeutig fesl- 
gäegfen Geradm i. 

Wir bezeichnen von nun an mit p' den zweiten Endpunkt des durch 
den Punkt p auf gehenden Durchmessers und beschränken uns auf Zentral- 
kegelschnitte. In dem Viereck pp' qq' sind die Seiten jjf/, p'//' parallel, 
ebenso p'q und pq'. Ihnen entapricht daher auf A' je ein Punkt pq = p'q', 
p'q'^pq'. Aus den Geraden (pq, p'q'j, (p'q,pq') werden Tangenten an 
K, nnd sie schneiden sich mit [pp', gq') auf i; somit geht {p'q,pg) durch 
J. Nun sind aber die Richtungen p'g, pq konjugiert, woraus folgt, daß 
der Punkt J bereits das Involutionszentnim für die auf K übertragene 
Durchmesserinvolution von C darstellt Vi'rbitiden wir dalwr J mit dem 
Mittelpunkt im K (wenu J unzugänglich, lallen wir von das Lot 
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auf t), so gehen die Endpunkte aa\ hh' dieses Durchmessers^ mit S ver- 
bunden, die Hauptachsenrichtu/ngen von an. Diese lassen sich also aus 
fOnf gegebenen Punkten von C am Hilfskreis K bestimmen, ohne daß in der 
Figur der fünf Punkte auch nur eine Linie gezogen wird. Ist C eine 
Hyperbel, so ergeben, wie man sofort sieht, die Schnitte u, v von i mit K 
die Asymptotenrichtungen von C. Demnach ist der Kegelschnitt C seiner 
Exzenixizität nach durch K und i völlig bestimmt; es müssen sich alle 
seine Proportionen am Hilfskreis allein bestimmen lassen. 

5a. Sind die Endpunkte pp' eines Durchmessers gegeben, so können 
wir nach dem letzten Paragraphen die eines beliebigen anderen von be- 
kannter Richtung konstruieren. Wir wählen als solchen aa\ eine Haupt- 
achse. Wir ziehen an K {pp\ aa) bis zum Schnitt x mit i und von x aus 
die Tangenten an K. Sie berühren in ap ^^ a'p' und a'p ^^ ap' und geben 
damit die Richtungen der entsprechenden Sehnen an. 

b. Da aa zu aa\pp zu pp' konjugiert ist, läßt sich x auch als Schnitt 
von {aa^ pp) mit i bestimmen. Dies entspricht dem degenerierten Vier- 
eck (a, a, jp, p) an (7, in dem zwei Gegenseiten zu Tangenten aa^ pp an C^ 
die vier andern zur Sehne ap geworden sind. 

c. Ist i unzugänglich, so bestunmt man die Polare von o?, die direkt die 
gesuchten Berührungspunkte ausschneidet. Sie geht durch J, femer durch 
die Schnittpunkte der Tangenten in aa', pp' und in aa, jpjp; sollten diese 
Tangentenschnittpunkte unzugänglich sein, so führt das Verfahren ftb: die 
zweite Achse bb' sicher zum Ziele; die Richtungen ab, ab' werden durch 
das Lot in J auf {aa', bb') an K ausgeschnitten. Auch ist man niemals 
auf einen Durchmesser pp' allein angewiesen. 

6 a. Nun sind uns mit den fünf Punkten 1, 2, 3, 4, 5 zwar noch keine 
Durchmesser gegeben. Da wir aber zu den Sehnen 12, 13 etc. an K so- 
fort die konjugierten Richtungen entnehmen können, sind wir im Besitz des 
Mittelpunktes M von C und erhalten daraus l', 2\ 3', 4' und b'. Die 
Richtungen 11' etc. lassen sich aber bereits an K allein konstruieren. Zum 
Beispiel schneiden sich (13, 1'2) und (12, l'3) auf « in y, und auf (y, 23) 
liegt 11'. Da 1 '2 zu 12 konjugiert ist, erhält man 1^2, 1'3 aus 12 und 13 
über J. 

b. Ist / unzugänglich, so betrachten wir das Viereck (1123) an C7, in dem 
eine Seite zur Tangeute 11 geworden ist. An K schneiden sich (11, 23) 
und (12, 13) in g auf i. Aus 11 erhält man nach § 5 b die Richtungen 
la, la'. 

c. Ist i unzugänglich, so polarisieren wir die letzte Konstruktion, indem 
wir die Polare zu z zeichnen. Sie geht durch J und den Schnittpunkt der 
Tangenten in 12, 13. Auf ihr treffen sich (11, 13), (12, 23) imd ebenso 
(11, 12), (13, 23). 

d. Sind zwei der Richtungen 11, 11' etc. bekannt, so kann man die 
Hauptachsen hiemach ohne Kenntnis des Mittelpunktes von C konstruieren, 
doch wird man £weckmäßigerweise nicht auf die gesonderte Konstruktion 
▼on M verzichten. 

7. Von den Figuren 3 bis 5 behandelt 8 eine Hyperbel Hierbei 
ist J uncHgänglich. Die Konstruktion von % (§ 3) ist durdi die erste kleine 
Hilfsfigur am unteren Ende der Tafel, die von 44 (§ 6 b) durch «Ue rw^it« 
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aa 




gesondert dargestellt, unter Verwendung aller zugänglichen Schnittpunkte. 
Die Hauptfigur des Hilfskreises Über der Hyperbel zeigt gestrichelt die 
Konstruktion von 5a, 5a', 4a, 4a' (§ 5b). Die ausgezogenen Linien geben 
(Uejenigen Richtungen lU}, zu denen in der ]^gur von Q ParfJlele ausgezogen 
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sind. Es sind natürlich nicht die einzigen, die bei der Konstruktion wirk- 
lich benutzt wurden (§ 5d). 

Pig. 4 zeigt eine Ellipse mit unzugänglichem i. Punktiert ist die 
Konstruktion der strichpunktierten Polaren von I und III (§ 3), ge- 
strichelt die Konstruktion von 55 (§ 6c), durchgezogen die von 5a, 5a\ 
56, bh' (§ 5c). Übertragungspunkt 8 ist hier 12 auf K. Die Figur ist 
trotz der unnötig weit ausgezogenen Linien gut zu übersehen. 




Flg. 6. 



Fig. 5 gibt den speziellen, bei der Bestimmung der Trägheitsellipse 
auftretenden Fall wieder, daß von einer Ellipse der Mittelpunkt und drei 
Tangenten bekannt sind. Hier hat man sogleich drei Paar konjugierter 
Richtungen (angegeben sind nur zwei, 12, 12', 13, 13^ aus den Diagonalen 
umgeschriebener Parallelogranmie und mit ihnen Punkt J der Hilfsfigur. 
Da 11 bereits bekannt ist, erhält man weiter 11', daraus in der Figur des 
Kegelschnitts durch die strichpunktierte Linie Ml \\ Sil' den Punkt 1 (kon- 
trollierbar durch ein Brianchon-Sechseck) und nunmehr a, h wie vorher. 
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Q meinem Vortrage ftber Vierecke mit re 

Diagonalen (lY. Jahrgang, Seite 39—42). 



Von M. Zacharias. 



Wie mir mitgeteilt worden ist, sind die Sätze I und II des obigen 
Vortrags bereits früher in Form von Aufgaben in der Zeitschr. f. math. u. 
naturw. Unterricht veröffentlicht und zwar I von Enmierich (Jahrg. XXVI, 
S. 427) und 11 von Meyer (Jahrg. XXI, S. 110). 
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49. SitznDg am 30. Jannar 1907. 

Vorsitzender: Herr Schaf h ei tl in. 

Bei der weiteren Beratung über die Eulerfeier wird beschlossen, am 15. 
April, dem zweihnndertsten Geburtstag Leonhard Eulers, um 6 Uhr in 
dem großen Hörsaal des Physikalischen Instituts eine Festsitzung zu ver- 
anstalten, wo Herr Valentin über Eulers Aufenthalt in Berlin, Herr 
Kneser über Euler und die Variationsrechnung, und Herr Kötter über 
Euler und das Kreiselproblem sprechen werden. Im Anschluß an die 
Festsitzung werden sich die Teilnehmer zu einem einfachen Abendessen im 
Bestaurant Heidelberger, Dorotheenstraße 18/21 vereinigen. 

Anwesend: 36 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Bothe: Über einen Satz aus der Vektorenrechnung. 

Herr Meißner: Über einige arithmetische Funktionen. 

50. Sitzüiig am 27. Febraar 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 
Anwesend: 33 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Wallenberg: Zur Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung (s. S. 25). 

Herr Güntsche: Bationale Tetraeder von kongruenten Seiten. 



Beitrag znr Theorie 
der homogenen linearen Dlfferenzenglelchangen zweiter Ordnung. 

Von Georg Wallenberg. 

Die Differenzenrechnung, die ältere Schwester der Differentialrechnung, 
ist von ihrer jüngeren Schwester weit überholt worden. Während die Dif- 
ferentialrechnung sich seit ihrer Erfindung kontinuierlich weiter entwidult 
hat und insbesondere die Theorie der Differentialgleichungen schon heote 
einen imposanten Bau darstellt, an dem noch immer weiter gearbettai wird 
und dessen Fortführung zu ungemessenen Höhen führt, ist die 

SitatungsberiohU d. Berl. Math. Oes. VL $ 
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rechnung bis vor kurzem gewissermaßen ein „eDfant arriere" geblieben, ob- 
woU gerade sie benifen erscheint, wegen ihrer vielfachen Anwendungen in 
der mit endlichen Differenzen operierenden Praxis eine große Bedeutung zu 
gewinnen. Der Torso der bisher gewonnenen Besultate, an denen Jakob 
Bernoulli, Lagrange und besonders Euler hervorragen den Anteil besitzen, 
ist in wenigen Lehrbüchern niedergelegt, von denen aber eigentlich nur du 
neuere Werk von Markoff {deutsch von Frieaendorf und Pryro) Anspruch 
auf die heutzutage unerläQliche Strenge der BeweisfUhning erheben darfj 
(zur Einführung in dieses Gebiet kann das vortjefflicbe Büchlein von Seil- 
wanoff, der diese Disziplin noch flir die Enzyklopädie bcai'beitet hat, emp- 
fohlen werden). — Erst in neuester Zeit hat man angefangen, sich mit 
den Differenzen gleichungen systematLich zu beschäftigen: einerseits hat man 
begonnen, die linearen Dimeren zengleichun gen erster Ordnung funktionen- 
theoretisch zu behandeln (Boole, Pincherle, ßuichard; fUr kompleie 
Variable Appell, Mellin, Prjm, Hurwitz and Barnes), anderaeit« bat 
ein Landsmann Abels und Lies, Alf Guldberg aus Cbristiania, in einer 
Beihe von Arbeiten gezeigt, daß die Analogie zwischen den linearen Dif- 
ferential- und Differenzeng leicbungen viel weiter reicht als man bisher ahnte, 
derart dali die meisten über die linearen Differentialgleichungen gewonnenen 
Resultate sich direkt auf Differenzengleichungen, natürlich cuni grano salia, 
übertragen lassen, so der Begritf der Reduktibilität, diu ganze Picard- 
Vessiotsche Gruppentheorie, welche bekanntlich der Galoisschen Gruppen- 
theorie der algebraischen Gleichungen entspricht, die Theorie der adjungierten 
und assoziierten Differentialgleichungen usw. Insbesondere sind es „homo- 
gene" Probleme, die sich ohne erhebliche Schwierigkeiten auf Differenzen- 
gleichungen übertragen lassen, und ich selber bin dabei, meine Untersuchungen 
über die Vertauschbark eit der homogenen linearen Differential ausdrücke 
(C. R. 134 (1902); Arch, d. Math. u. Pliys. (3) 4 {1903), 252—268) 
sowie die daran anknüpfende Arbeit von Schur aus den Ber. der Berliner 
Math. Ges. 4 (1905), 2 — 8 auf Differenzengleichungen zu übertragen. 

In meinem heutigen Vortrage habe ich mir nun das Ziel gesteckt, 
gerade ein nicht homogenes Problem zu behandeln, bei dem die Schwierig- 
keiten der XJbertragung viel beträchtlicher sind und neben den Analogien 
zwisohen Differential- und Differenaengleichuugen markante Unterscbiede ia 
der Unt«rsuchn»gsmethode auftreten. Zur besseren Vergleichung will ich 
das entsprechende Problem zuerst für lineare Difj'rrentialglndmngen zweiter 
Ordnung erledigen im Anschluß an eine Arbeit im Joum. für die reine n. 
angew. Math. (Bd, 111 (1893), 09—97), wo ich dieses Problem allgemein 
für Differentialgleichungen «'" Ordnung erledigt habe. 



Zwischen den Fundamental integralen ^^ imd i!^ der linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

möge eine algebraische Relation mit konstanten Koeffi/ienten bestehen: 
(») -P(j'„yi) = oder (2') !f, = f{ifi), 





(5) ci^— = ^m=./M' (c = d) 
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o f eine algebraische Funktion von y^ bedeutet. Welche SMiisse kann 
^nan daraus auf dm Funktionscharakter von y^ und y^ seiher ziehen? Dies 
"ist da« in Frage stehende Problem. — Durch Differentiation von (2'): 

«rgibt sich unter Berflcksichtigung der Gleichung (1): 

VON (äy^Y „ y.r( y.)-/'(y.) 

Femer ist bekanntlich: 

Durch Elimination von -~* aus (3) und (4) erhält man: 

~p7 ~ ^(y^) 

fpidz 

Dies ist eine algebraische Beziehung zwischen y^, p^ und er ; ist also p^ 
eine algebraische Funktion und p^ die logarithmische Ableitung einer al- 
gebraischen Funktion von jt, so ist ^^ und daher wegen (2) auch y^ selber 
eine algebraische Funktion von z. 

Diese Beziehung kann illusorisch werden: 

I. Wenn /^'(yj = 0, also y^ «= /(yj = c^y^ + c^ und Pg = ist; die 
Differentialgleichung (l) lautet in diesem Falle ^ ^ + i^i 3^ =* und ist 
nun keiner weiteren Bedingung unterworfen, da die Relation ^g = Ci^i + Cj 

/* — fpi dz 

hier von selbst erfüllt ist. Ihr allgemeines Integral y ^^ c^ f e *^ dz -{• c^ 

braucht nicht algebraisch zu sein. 

n. Wenn y^f {y^ — ({Vi) = ^» ^^so (7 = ist; in diesem Falle lautet 
die Relation (2) y^ » cy^^ d. h. y^ und y^ würden kein Fundaitientalsystem 
bilden. Dieser Fall ist also auszuschließen. 

m. Wenn der Quotient ^^f-^j}p(^^^ eine von Null verschiedene 

Konstante wird; dann wird auch die linke Seite von (5) eine Konstante, also 

i>3j = cc -^ oder ^, =. — -i -» . 

Die Differentialgleichung (l) lautet dann, wenn noch — p^ an Stelle von 
Pi geschrieben wird: 

rf7« «p.ä^-^^^'^^- 
Ein Fundamentalsjstem von Integralen dieser Differentialgleichung ist be- 
kanntlich 

dieselben genügen der Relation tj^ • t^^ "^ ^* ^^^ Integrale brauchen in 
diesem Falle nicht algebraisch zu sein. 

8* 
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Dies findet man auch durch Betrachtung der rechten Seite von (5); 
es sei der dort stehende Quotient gleich der Eonstanten — a, also: 

(6) (yir(y,)-/-(y.))' + «r(yi)-o. 

Dies ist eine Differentialgleichung ftLr /"(yi); um f{yi) daraus zu bestimmen, 
setze man 

(7) yir(»i)-/-(y.)-«; 

dann wird Vif {Vi) =■ 3 — ; also ergibt sich aus (6): 

«Vi 

Durch Integration erhält man 



also wegen (7): 



oder 



«1 yfi^i ji- i/« 



yi/'(yi)-/"(y.)=l/yT-+-c. 



Die nochmalige Integration ergibt 
oder 

y, - fijfx) - c,y, - ^l/c7T^ . 

d. h. 

(y» - c,y,)' - 5 (c, + y!) 

oder 

(8) y* + ^a^viVt + ^^tyi =- «8 » 

worin «i — — Cj, ^2 ~ ^ ~" gt > ^i"^ c ^^*' ^* ^i' ^^ ^^^ ^ willkürlich^ 
so sind auch a^, or^ und o, willkürliche Konstanten. — Hier ist also eine 
binäre Form zweiten Grades der Fundamentalintegrale gleich einer Kon- 
stanten. Schreibt man die Relation (8): {y% + oty^{yi -\- ßvC) "^ <H ^^^ 

setzt — yt + — yi ~ ^11 y» + ßyi " ^2» ®^ erhalt man sie in der bereits 

oben gefundenen Form ^1 * % "^ 1- 

n. 

Dasselbe Problem soll nunmehr für lineare Di/fi^enzengleichungei 
zweiter Ordnung behandelt werden: Zwischen zwei Fundamentalintegralen r 
und J^^ der homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung 
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bestehe eine irreduktible algebraische Beziehung mit konstanten Koeffizienten: 

oder 

dann ist 

«tlso mit Rücksicht auf (A): 

Die Differenzengleichung (A) ist also jedenfalls i. a. redoktibel in dem 
'^eiteren Sinne, daß die Partikularl5sung rj^ einer nicht linearen Differenzen- 
Gleichung erster Ordnung genügt, deren Koeffizienten dem Bationalitäts- 
bereiche von (A) angehören. Wir können aber mehr erschließen: es besteht 
xiämlich die leicht ersichtliche Relation 



Vx-\-l f« + i Vx ?* 

y = — «ar ^ 



') 



"Setzt man 



Vx-i-l fr + l 



df^, so lautet diese Gleichung: d^^i = — ^«^x» 



x—l 

--daraus ergibt sich d^ = ^ IJir' ^i) =" ^("~ l)'^o * ^i • • • ^r-i-*) 



Wir haben also außer (l) noch die Gleichung: 

(2) VxfiVx^i) - Vx^ifiVx) *= ^x- 

Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich durch Elimination von tj^^.^ 
im allgemeinen f^^, also nach (B) auch ^^ als algebraische Funktion von 
j>^ g^ und d^] sind diese Größen selber algebraische Funktionen von x, so 
ist denmach die allgemeine Lösung der Gleichung (A) eitie algvbraiscJfC 
Funktion von x. 

Es kommt nun der interessantere, aber auch bei weitem schwierigere 
Teil der Untersuchung, die Erledigung des Ausnahmefalles, d. h. die Beant- 
wortung der Frage: Wann ist die Elimination von ri^^i aus den beiden 
Gleichungen 

(2) Vx^ifiVx) - VxfiVx^i) + d,-0 

unmöglich? — Zunächst könnte Gleichung (l) eine Identität sein; das ist aber 
nur dann der Fall, wenn f eine lineare Funktion ihres Argumentes und 
p^ + g^ = 1 ist. Die Differenzengleichung (A) besitzt in diesem Falle ein 
hmstointes Partikidarintegral (an Stelle dieser Konstanten kann auch all- 



1) Eine analoge Beziehung gilt für Differenzengleichnngen n^' Ordnung; sie 
rührt von W. Hey mann her ( T. für Math. 109, 114) und entspricht der bekannten, für 

Differentialgleichungen geltenden Ab eischen Relation A = Ctf~^'^*'*, worin A die 
Wionskische Determinante eines Fundamentals jstems von Integralen bedeutet. 

2) Siehe z.B. Seliwanoff, Differenzengleichungen, S. 70; dort ist auch die 
Modifikation angegeben für den Fall, daß eine der Größen qt verschwindet oder 
unendlich wird. 
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gemeiner eine periodische yunktion von der Ppriode 1, etwa c""', treten); 
es beaf*lit daher zwiaclien zwei beliebigen Fundamentallösungen i;^ t^ von 
(A) ohne weiteres die Beziehung 

Aas allgemeine Integral braucht in dieseiB Falle nicht algebraisch zu sein. 
Dieser Fall i", + g^ = 1 taun numuehr für das Folgende ausgescblossrn 
werden. — Im übrigen isit die Elimination von tjj.^., aus (l) und (2) dana 
und niu" dann unmöglich, wenn diese beiden Gleichungen nicht uuabhBngig 
von einandpr sind, d. h, wenn die Funktionaldetenniaante ihrer linken Selten 
verschwindet. Setzt man zur Abkürzung p^ ^^ p, {/j. ^ 3, »Jj + i ^ "> Vx ^^ *'» 
}m -i- qv ^= »', so erhält man als gesuchte Bedingung: 



(3) 






Dies ibt eine ,J>ifrerential -Funktional gl ei chung" f&r f, und es ist zn unter- 
suchen, ob dieser durch eine algebraische Funktion genügt werden kann. 
Dm dieses Problem der Behandlung zugänglicher zu machen, mOsgen wir es 
zu einem rationalen zu gestalten suchen; dies gelingt durch folgende Be- 
merkung: setxt man ?j+i = »", ^i "^ *i p'' + 'is=l, so ist nach (B): 
r •=» /■{«), a = /"(p) und infolge von (l) t = f(ic) oder in rationaler Form; 
F(u, r) — 0, F(v, s) - 0, F{u>, t) = 0. 
Durch Differentiation ergibt sich: 



du "^ drdtt' 



0. 



eF 



8F' 



d. h. \- = f'i'u) ist eine rationale Funktion von u und r: 

/■'(«) = Ä («,'■); ebenso /^ {t^l = fi(«, a), ^ ("') = «'«•, ').1 
Die Bediügungsgleichung (3) nimmt dann die rationale Form an: 
(1) prJl(u, r) + qsRiv,s) - wR(u,r)B(v,s) 

+ R(w,l){pvR(v,s) + qvR(u.r) - t) - 0, 
and Bwar mufi diese Gleichung eine /dfnfiVd' werden, weunmandarin r*-/'(w), | 
s=/"(f), »=^« + 1711, t —pfiu) + i]f{t') einsetzt. Setzt man daher | 
c =- u, also s ■" >', und p ■{■ q = tt in (4), so erhBlt man: 

arB{ti, r) - ««B»(u, r) + Ä(ow, «r)(ttuJ?(«, r) -ar) — 
oder 

(«(««. «.■) - Ä(«, r))(«Ä{«, r) - r) - 

für ein wiUkfirlicheB a. Wlre fi(i*, r) — - (unUr der Bedingung r — f{ti) 
oder F{u,r) = 0), d.h. ^ = - , so würde sich ergeben r-^Cu und ebens» 
s «• Cv; dieser Fall ist auszuschließen, da s = £, und » >- t], als Fun^- 
tnfintaUfisiuigeu vorausgesetzt waren. Es bleibt also 



«(«, 



,r)-B(,,,r) 
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unter der Bedingung r ^ f(u)^ wobei zu bemerken ist, daß f(u) von a 
unabhängig ist. Ist 

worin P und Q Polynome bedeuten, so muß daher 

Z = P(au, ar)Q{u, r) - Q {au, ar)P(u, r) 
durch F(u, r) teilbar sein. Es sei nach Dimensionen geordnet 

P(«,r) = P„ + P„_, + -.- + P, + Po (i'm + O), 

Qi», ♦•) = «« + «.-1 + • •• + «1 + «0, 

worin einige der P^ oder Q^^ aber nicht alle, gleich sein können, also: 

P{au, ar) = a'^P^ + a^-'P^.i + • • • + aP^ + Po, 
Q{au, ar) = a-Q, + a^'^Q^^^ + . . . + «p^ + (J^. 

Zunächst sei m > «, dami wird Z ^ a"*P^^ + • • •; es muß also P^Q durch 
F(Uf r) teilbar sein und, da F(u, r) irreduktibel, entweder P^ oder Q, was 
unmöglich ist, da beide von kleinerer Dimension als F sind; dieselbe Über* 
legung gilt auch för w» < f? (^^ + 0); es muß also zunächst m ^ n sein. 
Dann wird: 

wenn P^^ ^^ die Glieder niedrigster Dimension bezeichnen; und zwar sind 
P^ Q. stets gleichzeitig von Null verschieden oder gleich Null, da sonst die 
obige Schlußweise eintritt. Es muß nun P^Q —- QiP (i — Ä, . . . m) durch 
F(u, r) teilbar sein; insbesondere muß also unter der Bedingung F(u, r) «= 

werden. Wir können daher setzen 

worin P^ und Q^ homogene Polynome Ä**' Dimension in u und r bezeichnen; 
alsdann ist übrigens identisch, d. h. auch ohne die Bedingung l^(ti, r) « 0: 

R(au, ar) = Ii(u, r). 

Wir werden nunmehr nachweisen, daß h^ 1 sein muß. Es sei zunächst 
A; » 2, also: 

P(tt, r) = «1«« + 2ß^ur + y^r\ Q{u, r) = a^u^ + 2/3,ur + y^r»; 

P(t;, 5) = ay + 2/3if;s + y^s^, Q{v, s) = a,t;« + 2ß^V8 + y,.<?«. 

Dann ist: 

P{pu + qv, pr + qs)-=p^P(u, r) + 2i?gPi + q^P(v, s), 

Q{pu + qv, pr + qs) =^p^Q(u, r) + 2pqQi + q^Q(v, s), 
worin 
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(ä) 



gi^setzt ist — Wenn man -B = j, in (4j einsetzt, so erhält man: 

( p{rg(v, s) - uP(v, s))(P(m, r)Q(pu + qv, yr + is) 

+ <l{sQ{u, r) - vP{u, r)){P{v, s)Q(pu + qv, pr + qi) 

1 - Q(v, s)P{pa + qv, pr + q>)) = 0. 
Da die Gleicfating (5) eine Identität wird, wenn man darin r = /"(«) and 
8 " f(v) einsetzt, und da f{t) von p uod q unabhängig ist, so müssen, 
wenn man in (b) für P und Q ihre obigen Werte einträgt und nach Fot«iizeii 
von p nnU q ordnet, die Koeffizienten der einzelnen Potenzen Terschwinden. 
Der Koeffizient von p^ wird: 

(rQ (.', s) - uP{v, s}) {P{u, r) Q («, r) - Q («, r) P(«, r)) , 
der Koeffizient von <}': 

(,«(», r)-«P(», r))(P(,, .)«(.., »)-«(., .)P(f, .))i 
dieselben sind ohne weiteres identisch gleich Null. Ferner werden die Koef- 
fisienten von p*3 bez. pg': 

((P{„, ,)«(«, r) - «(., «)P(», r))(,e(., r) - .P(., .•)) 
+ 2(J'(., r)e, - «{«, r) AX'SC». ')-«P{'. *) -0, 

2 (P(t, ») «, ^ « {«, ») i',) (.#(», r) - .-PC», ,)) 

[ +(P(«,r)«(t., .)-«(«, .■)P(.,.))fr^(..,,)-.P(.>,.))-0. 
Es kann nicht gleichzeitig 

.■e(«,r) -.!>(■,, r)-0, 

ref., .) - uP(., «) - 
sein; denii wenn diese beidea Gleichungen, die auch in der Form 

jfW~./'{.)-o, 

|/-(«)-..rw-o 

geschrieben werdeu kOnnen, von einander unabhängig sind, so Lrgeben sich 
aus ihnen u und v als Konstanten, und zwar ist, da c = i;^, u -» t)^^,, 
die einzig brauchbare Lösung u ^ i\ wo c eine Wurzel der Gleichung 
f(v) — v(' ((') =■ ist; dieser Fall eines konstanten Integrals ist aber be- 
reits oben (S. 2D, 30) erledigt worden. Sind dagegen die Gleichungen i 7 ) nicht 
unabh&ngig von einander, so muß, wie man sich durch Betrachtung ihrer 
Funktionaldef*rniinante leicht überzeugt, f(ii) -= cu, f(v) = cv, d. h. £^ — • c ij^ 
sein, und dieser Fall ist auszu schliefen, da ij, und ^^ Fundamental integrale 
von (A) sind. Es folgt daher aus den Gleichungen iß), daS die Determinante 



(6) 



(') 



A = 



P(f,,.)e(^r)-(?(«,.)P(..,r), 2(P(», Oft - ?(», r)P, 1 
2!P(«, .)«, - «{«, ,)P,, P(«, r)e(., .) -e(«,r)P{i.,.)r 



sein mnfi. Es ist aber 



■••)•[(«, 



-«,,-,)■ -lu,l),. 



■.A){U.r.-/i.r,)]- 
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UV *J XI ^^ 

Ans t#Ä — vr =» würde folgen = 0, d. h. ^r^^ — t.- =— 0, also 

y^ a> const.; dieser Fall ist wieder auszuschließen; es bleibt daher: 

Diese Gleichung stellt aber die Bedingung dafür dar, daß P(u, r) und 
Q(ti, r) einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen. Ganz in derselben 
Weise zeigt man, daß, wenn P(ujr) und ^(t*,r) von der Ä**" Dimension in 

u nnd r angenommen werden , sie k — 1 gemeinsame lineare Faktoren be- 

P(u r) 
-sitzen. Denkt man sich in J2(u, r) =» '^^ diese gemeinsamen Faktoren 

fortgehoben^ so kann man demnach P(u^ r) und Q(u, r) von der ersten 
Dimension voraussetzen: 

P{u,r)=-au + ßr, Q(u, r) ^ yu + ör y 
und analog: 

P{v, s) «- av + /J5 , Q (t;, s) = yv + ös ; 



•darin muß 



« ß 

y ö 



+ sein, da sonst j— = 7 .^ ' { = c, also s =» et; + c,, 

-d. h. ?, =• ci^^ + Ci wSre, ein Fall, der oben (S. 30) erledigt worden ist. 
Setzt man diese Werte von P und Q in die Gleichung (5) ein und ordnet 
wieder nach Potenzen von p und g, so verschwinden die Koeffizienten von 
j)* und g* identisch, und der Koeffizient von pq wird: 

-(a(J-|5y)(^ + y)(u5-.i;r)^ 

■es muß daher /? + y = sein, d. h. 

ds av-}'ß8 

dv — ßv-{-d8 
•oder: 

(av + ß8)dv + (/Jv — (Js)^5 = 0. 

Daraus folgt durch Integration die Beziehung: 

av^ + 2ßvs - d5* =- c, d. h. arjl + 2ßriJ^ - ö^ « c. 

Dies ist die gesuchte algebraische Belation zwischen f^^ und ^^ im Aus- 
nahmefalle; sie ist der fCLr die entsprechende Differentialgleichung gefundenen 
^nz analog. Dividiert man durch c und zerlegt die linke Seite in Faktoren, 
so ergibt sich: , i$.\/r ij.v\ i 

worin die Konstanten a-j h^ der Bedingung ^ ^ *4" ^ gonügen, da man 

:sonst wieder auf den Fall ix ^ ^Vx "^ ^ zurückkommt. Setzt man die neuen 
Fundamentalintegrale ^iT?, + a,f « u,, b^^ri^ -f 6,J;^ -> t;,, so wird u^v, — 1, 
•d. h. die Differenzengleichung (A) ist reziprok. 

Es erübrigt noch, die Bedingungsgleichung dafür aufzustellen: Besitzt 
die Differenzengleichung (A) zwei Fundamentalintegrale u^ und t;^ derart, 

<laß t7^ = — , so ist (vergL S. 29): 

' 1 Pz ^^ ^ 

Px^'x^l + ^x'^x «*,+l «^^ ' 
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oder: 

(1) -^ + "'^' =- * '~~-^' = K, 

ferner: 

(2) _"^_"£+J = rf 

Daraus ergibt sich die gesuchte Bediuguagsgleicbung: 

ftj — JJ = 4 ; 
and PS wird: 

also: 

Die Integrale u, und v^ brauchen in der Tat keine algebraischen Funktionen 
von p^ und g^ zu sein, obwohl hier A^ eine algebraische Funktion tob p^ 
und g, iat (rf, = ^^1^4) - _ 

Die Spezialfälle 3, = , jj, = 0. 

I. 9, — 0. 

Die Differenzeogleichung ^i^%= Pi^n^x ""^f^ durch die Substitution 
y^^i = üg «nf die lineare Differenzengleicbung erster Ordnung g^^^ ~P«'» 
»urückgefUhrt, deren ifämtlicJie Integrale sich nur durch eine Eonataitte i 
uuteTScbeiden. 

a p, = 0. 

Besteht zwischen den Fundamentalintegralen u^ und v^ der Differenzen- 
gleichang 

die algebraische Beziehung mit konstanten Koeffiziontea v^ = /^("i)' ^° '^ 

diese Gleichung wird nur dann idmiisch erfilllt, wenn f{ii^ = cu^ was un- 
zulässig, oder wenn q^== 1 iat. Ist da» nicht der Fall, so bilde man mit 1 
den konjugierten Werten der algebraischen Punktion /' das Produkt: 

F ist eine rationale Punktion von q^ und u,; es ergibt sich also im all- 
gemeinen eine algebraische Beziehung zwischen u, nnd q^ und daher auch 
zwischen i\ =^ fi,^^ *"*'' 9,- Dieselbe wird illusorisch, wenn 

ist. Dann ergibt sich entweder ![•(",) = 0, d.h. u^ = const. und daher I 
auch c^ = /"(u^) = const., was unzulüssig ist, oder aber ^(g^) — 0, d, h. J 
q^ -■ c(const,). Die Differenzengleicbung 
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besitzt die Fundamentalintegrale q' und ( — qY, wenn ^ = |k^| ist, und 
€S fragt sich, wann zwischen q' und (— qY^ also auch zwischen q" und 
( — l)', d. h. zwischen c*^^ und (*^** eine algebraische Beziehung besteht. 

Das ist aber nur dann der Fall, wenn hiQ =^-7ti (p und q ganze Zahlen), 

also Q =^ e^ , d. h. wenn q und daher auch c eine Einheitswurzel ist (auch 
der Fall Qg.= 1 gehört noch hierher). Es läßt sich nun leicht zeigen, daß 
diese algebraische Beziehung stets von der des Ausnahmefalles verschieden 
ist, und daß in der Tat die beiden Fundamentallösungen der Differenzen- 

«—1 
gleichung yg^^^^cy^ algebraische Funktionen von c und JJ{ — c) = (— c)* 



2kni 

(vgl. S. 29) sind: Die Differenzengleichung i/^^, — Q^yxi worin ^ = c " 

ikjtix 

(Ä + und relativ prim zu n), besitzt die Fundamentalintegrale u^ = ^* = e * 

und v^ = ( — qY — e * ; zwischen denselben besteht die algebraische 

Beziehung v^ — u^ ** \für ein gerades w= 2w lautet sie t;^ =-» w^ * /. 
!Nun ist: 

^x *= V^*+i - %^x+i = 2^ (- Q^f 
und 

^x^x-^x " ==(-^*)' = 27 

(für gerade » = 2m wieder ti^ * = g^j ; hieraus ergibt sich aber u^ und 
daher auch t?^ als algebraische Funktion von q und (f^. 



Beispiele: 
1. d^ algebraisch, 

_a; + 2 , x + 2 

<?, =- a? (a? + l) ; w^ = a?, v^. == a;*; v^^ w|. Die Integrale sind algebraisch. 
2« d^ transzendent. 

rf^ = 2 . 8' =- 2 . 2»*; w^ = 2', v^ = 4'; v^^ul. 

Die Integrale sind transzendent, aber algebraisch in d^: 

1 1 1 1 



T" 

i' 



n 



36 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen OeseUschaft. *f. 






Ausnahmefall: 



X — 1 X — 1 

K + ^x _ ■n^J\ .. _TTK — ^x_ 1 . .. _ 1 . 

IT. 



«.-17H-'-^(^). ««=J7'^i-'-rk' ^«-4 



*• y.+»-|y«+i+yx = 0; (r»-|r+l =0:)Si-2,,)5, = i); 1";: 

«,-2'-^, f,= 2' + ^; t;J-«J=.4 oder », = >/4T^; d. 3j ^, - 

(I) 1/4 + (I tt,+i - «,)» = I Y4^~^+^ - yr+^Ü ; t:: 

in rationaler Form: \.j:- 

(n) u^+ii/r+^il- u,]/4 + w|+i = 3; |:; 

in rationaler Form: '' ' 

(4m|+i + IOm^+iU, + 4u» - 9) (4tt»+, - 10u,+iU, + 4ttiE - 9) — 0. Ij,; 

Da nicht gleichzeitig Je'.'.- 

41*54-1 + lOUx^xUx + 4wJ — 9 = und 4lu\j^x — lOu^^iU^ + 4u| — 9 «-» O 't.:\ 

seih kann (daraus würde folgen w^+i = 0, t*^ •= ±f oder u^ — 0, «*,+i =" ±-|» !]A 

was unmöglich ist), so bleibt als einzige Gleichung: i'^ 

Aul^l— 10Ua.+iWar+ 4!*;— 9 = 0, J/,: 

aus der sich in der Tat u^ ntc^ als algebraische Funktion von x ergilrt. i .^= 
5« Algebraische Integrale im Ausnahmefalle: 

y«+« (^ ^ 2)(2aj + i) ^*+i "*"(«+ 2)(2 Ä + 1) y* =- " ; ^ J 

. 2x*+2x + l . 2a: + l ,, ,, . ^^ 



i(*« + rf.)-^, Hh^-d,)"^; 



-":=>-' 



«— 1 



«.=-i"J«(*'+ '*') = ¥• 8 •••J=r^-^-*5 



1 
«— 1 



«. =17^ (Ä. -««.)=• i 



2 a? — 2 g;— 1 j, 

3 o: — i X X 



» ■!»■ < 
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51. Sitznng am 20. Mira 1907. 

Vorsitzender: Herr Jahnke. 

Anwesend: 25 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Eoebe: Über die Darstellbarkeit der Koordinaten der Punkte 
«iner beliebigen reellen algebraischen Kurve durch eindeutige analytische 
Sanktionen eines reellen Parameters. 

Herr Salkowski: Das Aoustsche Problem der Kuryentheorie. 

52. Sitzung am 15. April 1907. 

VestBitEung sur Feier des Bweihundertsten Gebartstages Bulers 
im großen Hörsaal des Physikalischen Institats der Universität. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. • 

An eine einleitende Ansprache des Vorsitzenden schlössen sich die 
-^ Torträge an: 
.1 Herr Valentin: Leonhard Euler in Berlin. 

Herr Kneser: Euler und die Variationsrechnung. 
Herr Kötter: Euler und das Kreiselproblem. 

Diese Vorträge werden demnächst als Festschrift in den ,^bhandlungen 
1 -zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften^' erscheinen, zusammen 
: mit den Abhandlungen von Herrn F. Müller: „Über bahnbrechende Arbeiten 
:. Leonhard Eulers aus der reinen Mathematik'^ und von Herrn Lampe: 
-j ^Zur Entstehung der Begriffe der Exponentialfunktion und der logarith- 
mischen Funktion eines komplexen Arguments bei Leonhard Euler''. 

53. Sitzung am 29. Mai 1907. 

i Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

]^ Anwesend: 30 Herren. 

^[i. Wissenschaftliche Mitteilungen: 

L-ri Herr Jahnke: Die Graßmannsche Fundamentalformel und die Addi- 

[-J üonstheoreme der Thetafunktionen von zwei Argumenten. 
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Rationale Tetraeder mit kongruenten Seiten. 

Von R. Güntäche 

1. In einem früheren Vortrage') habe ich einen Weg angeget 
dem es gelingt, partikuläre Losungen fOr ratiotiale Tetraeder \a Parameter' 
(larslellungen zu gewinnen, d. h, fiir Tetraeder, bei denen dk Kanten, liu 
Seüminhalte und das Volumen in rationalen Zahlen gemessen werden. We 
einzigen Beispiele solcher Tetraeder, die ich in der Literatur habe entdeckaji 
können, sind die, welche R. Hoppe') anführt; sie gehören sämtlich dem 
besonderen Falle an, daß die Seiten des Tetraedern einandn- konprumt sind. 
Hoppe gelangt zu seinen acht Beispielen durch ein Taat verfahren. Wenn 
nun auch ein solches Verfahren, hier wenigstens, den Vorzug hat, zu be- 
sonders einfachen Zahlenbeispielen ku ffthren, so befriedigt es doch wissen- 
schaftlich nicht hinreichend; es erscheint daher wfinschenswert, ein rationelles 
Verfahren fiir das Problem auch in diesem besonderen Falle zu ermitteln. 

Im folgenden sollen nun auf rationellem Wege Typen rationaler 
Tetraeder mit kongruenten Seiten abgeleitet werden, bei denen die Ausdrücke 
tBr die Kanten, die Seiteninhalte und das Volumen, von einem Propor- 
tional itfttsfaktor abgesehen, einen willkürlichen Parameter enthalt«n. Dimit 
sind allerdings auch nur partikuläre Lösungen des besonderen Fallei f»- 
Wonnen, denn eine umfassende Lösung dieses Falles würde neben dem Pn' 
portionalitfitsfaktor iwei willkürliche Parameter erfordern; wohl aber Üflt 
sich dartuD, daß die unten mitgeteilt«n Typen sämtliche Hoppeschen Bei- 
spiele für besondere Zahlenwerte des Parameters in sich begreifen, und 
daß min, von irgend einem Zahlenbeispiel oder Typus ausgehend, unzRbUg* 
neue erhalten kann. 

2. Die vier Ecken des Tetraeders seien 0, 1, 2, 3; die Kanten OU 
02, 03, sowie die gegenüberliegenden 23, 31, 12 seien a, 6, c, der Inbüt 
eines der vier kongruenten Begrenzungsdreiecko sei J und der Rauminhilt 
T. Ferner mögen die Kantenwinkel, die den Kanten a, b, c gegenüberUeg^n, 
mit ö, fJ, y, und die Supplement« der Flächenwinkel, die diesen Kante" 
zugehören, mit ä, b, C bezeichnet werden; dieselben Buchstaben, aber untir 
WeglasBung des Zeichens , sollen für die Kotangenten der Hälften dieser 
Winkel gelten. 

Wie in Hoppes Abhandlung, sowie in jenem Vortrage (S. 4—6) 
ausgeführt wurde, bat man, um ein rationales Teti-aeder zu erhalten, die goniu- 
metrischen Funktionen der Kant«n- und FlBchenwinkel rational zu machen. 
Im vorliegenden Sonderfalle, in dem die vier Ecken einander kongruent sindt 
reicht es daher aus, zu ben-irken, daß neben der bekannten üleichnng 



(1) 



-p\y = 



aßy, 



1) R. Güntsche; Rationale Tetraeder, diese Berichte S, S— 1«, IHT. . 
die daaelbft angegebene Literatur mOge faiermit rerwiesen werden. 

ä) H. Hoppe: Über rBtionule Dreikante und Tetraeder. Arch. (1) f 
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dlche ausdrückt, dafi a, ß und y die Winkel eines Dreiecks sind^), noch 
Igende, von Hoppe entwickelte Gleichung') 

^ (-|Jy + y« + «|J + i)(i»r + r« + «?-!)' 

)lche fübr ein Dreikant besteht, rational erfüllt wird. Bringt man die 
»Ziehung (l) mit der Gleichung (2) (oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
it den Nep ersehen Analogien) in Verbindung, so findet man leicht, daß 
B Aufgabe verlangt, es soll gleichzeitig mit der Belation (1) die Gleichung 

) Ä«_(«._l)(^._l)(y._l) 

tional gelöst werden. Im wesentlichen ist es in der Tat die Gleichung 
), welche Hoppe seinem Tastverfahren zugrunde legt. Wie man mit 
Ife dieser Gleichung, statt zu probieren, rationell vorgehen kann, ist in 
m erwähnten Vortrage (S. 15 u. 16) mitgeteilt worden, doch wurde 
mals für den vorliegenden Sonderfall noch keine Parameterdarstellung 
|[eben; das soll im folgenden geschehen. 

Die Gestalt der Gleichung (3) legt es nahe, statt der Winkel d, /?, / 

! Komplemente <p, i};, d, deren Hälften die Kotangenten 9, tl;, d haben 
Igen, einzuführen, so daß die Gleichungen bestehen: 

e beiden Bedingungsgleichungen lauten dann: 

) 91^^ — '^^f^' — ^(p — 91^ — ip — tif — '^+ 1 =0, 

) auch in folgender Form geschrieben werden kann: 

d 

Neben der Gleichung (7) ist die Gleichung (5) oder eine der Gleichungen 
) rational zu erfüllen. Eliminiert man 9, so bleibt eine Bedingungs- 
iichung rational zu lösen, nämlich: 

) tlf^i^tlfd- + t/; + <» — 1) {rpd' — tf; — — 1) =- Ä'; 

erhält man aus: 

Die Funktionen der Kantenwinkel ergeben sich aus (4), die d«r 
achen Winkel etwa aus (2) und den beiden, welche durch zyklische Ver^ 
ischung daraus hervorgehen; die Ausdrücke für die Kanten und düi 
eiecksinhalt erhält man sodann aus') 

3) a = j3 + y, 6 = y + a, c ^ a + ß] J=a/3y = a + i5 + y5 

1) Vgl. hierzu etwa: diese Berichte 5, 27, 1906. 

2) Vgl. diese Berichte 6, 6, 1907, Gleichung (18) nach polarer 

3) Vgl. hierzu diese Berichte 6, 11, 1907, Artikel 18. 
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der Eckensinus einer Ecke ist definiert durch 

(l l) z/ =» sin Q sin /? sin ^ =» sin 6 sin / sin a s sin c sin tt sin ^; 

schließlich ist das Volumen des Tetraeders^) 

(12) 

Aufierdem ist die Höhe 

(13) h 



T^^^ahcJ. 



ZT 
J 



Zu den Ausdrücken für die Kanten (und die Höhe), den Dreiecksinhalt un 
das Volumen kann noch je ein linearer, quadratischer und kubischer Pro 
portionalitätsfaktor treten. 

Alle genannten Ausdrücke lassen sich durch zwei der Oröfien 9, ^, 
darstellen, doch erhalten sie eine übersichtlichere Grestalt, wenn man alle 
drei beibehält. Führt man die Rechnung, soweit es angeht, unter Beseitigung 
von Nennern, durch, wobei man die einander gleichbedeutenden Oleichungen 
(5), (6), (9) zu benutzen hat, so kann man zusammenfassend sagen: 

Hat man ein Tripel von ZaUen ip, t/;, ^, welche den Qleichunffen 

(14) tpi\f9 — t(;^ — -^«jp — fp-if, — ^ — ^ — ^-1-1 = 0, 

(15) fpn,^ = Ä» 

rational genügen, so ist ein rationales Tetraeder mit kongruenten Seiten be- 
stimmt durch: 



(16 a) 
(16b) 
(16 c) 
(17) 

(18) 

(19) 

(20) 
(21a) 
(21b) 
(21c) 
1(22) 



a = (^ + l)(t + *) = (V - l)(t* - 1), 
6 = (t|; + 1) (^ + <p) = (t|; - l){»v - 1), 

c = (9 + l){<p + ^) = {»- l)(9>t - 1), 
T' 



i 
Ä = 4 

qp + 1 



JVV^, 



a ^ 



1 <P — 1 



ß 



^Vq>M^^ 






1 9? + 1 -1/ ^ 



9 ^ 



1 ^ — 1t/- — «. 1 ^ + 1 -./ ;; 

1^ + 4^ ^ + 9 9 + 1/;'^^^ t/»^ — 1 ^9 — 1 9^ — 1*^^^ 



C = 



Mit Hilfe dieser Formeln ist es möglich (was wohl nicht jedesmal 
eines besonderen Hinweises bedarf), aus einem bekannten Wertetripel 9, ^, ^ 



1) Vgl. hierzu diese Berichte 6, 4, 1907, Artikel 5. 
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1 entspreclienden Typus eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten 
suleiten. 

In dem hier behandelten Sonderfalle bestehen übrigens noch die einfachen 
rmeln 

(23a) z/=2Qbc; (23b) z/ =- 2 Vcos it cos ß cos^ ; 

(24a) T=|a6cQbc; (24b) T^\ a6c|/co8 a cos /i cos y ; 

zur Kontrolle der Rechnung verwendet werden können. 

3« Noch, eine Bemerkung wird im folgenden, ohne daß jedesmal be- 
ders darauf hingewiesen wird, zur Beseitigung von negativen Werten 
rwendung finden. Bekanntlich^) sind Dreiecke als nicht wesentlich ver- 
ieden anzusehen, die sieh nur in der folgenden Weise in den Winkel* 
ktionen unterscheiden: 

i -Ä 1 — 1 R — i 

a' P' y' a' P' 7» 

1 1 — -__ 1 _ 1 

«' jj' y' a' |J' y* 

werden daher Dreiecke (und damit Tetraeder) nicht als wesentlich ver- 
ieden zu betrachten sein, fUr welche folgende acht Tripel gelten: 

1 r. 11111 

9. tf;, 0; ~, - t/^, - ^; 9, - ^, - -^^ - , -^. ^\ 

111^ 

— 9i— ^» A? — :.» — :^.f ^* 







^ = 



5-1 ' 



r 



»•■ 



4. Eine partikuläre Lösung unserer Aufgabe, zugleich eine der ein- 
hsten, bietet sich nun ohne weiteres dar: man setze in der Gleichung (8) 

t/;-0+l; 

Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist, lautet dann: 

(^ + 1) • ^ . 0(^ + 3) • (O* - — 2); \ 

der letzte Faktor in (^ + l) (^ — 2) zerfällt, so ist der Ausdruck 

(^ - 2) (0 + 3) ^ 



r 



•p • 

^ 



einem Quadrat zu machen. Wir setzen, indem wir, wie im folgenden ^ 

"chweg, unter p eine beliebige rationale Zahl, unter q das Quadrat der- 
)en verstehen, ^-1-3 

2g + 8^ 



S 



1) Vgl. diese Berichte o, 28, 1906. | 
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die Rechnungavorschriften i 
Gleichung (26) obse Schw 



s Artikels 2 ergeben dann zusammee mit d 
rigkeit den folgenden 



. Typus I, eines rationalen Tetraeders mit kongruenten S 
a_2.6(5 + l)(5-l)(5' + 3, + 1), 
S - (2g + 3)(lg + !)(," + 2« + ä), 
"-(« + 4)(3s+2)(2?'+2s+l), V 

' - (« + 1)(S- 1)(29 + 3)(39 + 2)(5 + 4) (4., + \)(,< + 3,; + ll. 



r(«- 



g' + »9 + l 



3g + a 



äg + a 

J' + S, + ! 



Vi. 



äj + 3 

g-1 ' 

Sj + S 

" ! + •' 

'8 + i 

äg'-t 



(ür p eine rationale Zahl ftdff 



Man erhUlt dasselbe Tetraeder, ob 
ihren reziproken Wert einsefctt. 

6. Die Gleichung (8), welche die Bedingungsgleichnng unseres ProbleiU 
darstellt, verlangt, daß ein Ausdruck zu einem rationalen Quadrat gemubt 
wird, der in 1^1 und 9 vom dritten Grade ist. Nach dem jetzigen SttoJ* 
d6r Zahlentheorie müssen wir vorläufig darauf verzichten, eine umfassntb 
Lösung dieser Gleichung zu geben. Für Aufgahen dieser Art besitz 
das bekannte Fermat-Eulersehe Verfahren^), das es ermöglicht, aus einar 
bekannten partikulären Lösung beliebig viele neue ab/uleiten. Wollte flW 
allerdings, etwa von dem Typus I, ausgehend, das Eulersche Veriakii" 
unmittelbar anwenden, so würden tp, ^ und 9, eine Gruppe bildend, iBBi»- 
ander oder in die unter (25) angegebenen Ausdrücke übergehen, und au 
würde keine neuen Tetraeder finden. Eine kleine Abänderung kann ill«r- 
dings zu neuen Typen fflhren, da man aber dabei leicht xa. umfangreich«» 
Ausdrücken gelangt, ist es wohl angebracht, Kuuächst auf anderem Wi*^ 
nach neuen Typen zu suchen. 

Wir setzen an 



< 



(27) 



wobei die Koeffizienten x, y, u, n rational, sonst aber vorUufig noch 
sein mögen. Dann ist nach Gleichung (S) der Ausdruck 

&(»X + y)te« -t- V)1»*(X + «)+ #(a- -{- y _ w 4- p)+ (y _ ff)] > 

zu einem rationalen Quadrat zu machen. £r ist in & vom siebenten 
der Grad reduziert sich aber, wenn drei der Zahlen x, y, u, 
Werte 0. + 1 oder — 1 erhalten. Es stellt sich heraus, daB der Ausdnitt 
welcher zu einem Quadrat zu machen ist, vom dritten oder vierten 6r»df 






1) Vgl. diese Berichte 5, 30, 1906, Artikel 3 nnd 6. Stf.. 190T, Artikel 1! 
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ist, wenn fBr t|/ einer der folgenden 36 Ausdrucke eingef&hrt wird, welche 
Spezialfillle der Substitution (27) darstellen: 

1) 9x, 2) »X+ 1, 3) dx - 1, 4) (9 + 1) 05, 5) (d — l) x, 

11).-^, 12)|, 13)^4:-^, 14)^4^, 15)^,, 

i«)^, IT)*^. 18)Ji|, 19)-J^, 20).|^;, . 

^«)^,. 27)^/-, 28)^^^/, 29)I-±f, 30) -*£-;. 
^^) - J^. 32) ^-i,, 33) ^^^, 34) ^^=^. 35) J^J, ^ 

36) -*-^^ 

'Imi hingen die Substitutionen 

1). 12), 

2), 3), 6), 7), 8), 9), 13), 14), 

4), 5), 10), 11), 15), 21), 26), 32), 

16), 19), 23), 24), 27), 29), 34), 36), 

. 17), 18), 22), 25), 28), 30), 33), 35), 

20), 31), 

^Icihe in je einer Zeile stehen, in der Weise zusammen^ daß die ihnen zu- 

^^^^rigen kuhischen oder hiquadratischen Ausdrücke, die zu einem Quadrat 

^nachen sind, ineinander übergehen, wenn man für ^, sowie für x (bzw. y) 

'entgegengesetzten oder umgekehrten oder entgegengesetzt umgekehrten 

^ ^rte einführt^ Diese Ausdrücke mögen zunächst fftr einige der Substitu- 

^^^en angegeben werden. 

1) t(; = df ; /•* = x[^^x + &{x + 1) - l][e^x — &(x + l) — l]t 

5Ä) tf; =. da; + 1 ; f^^ {&x + l)[&x + (x + 2)][f^^x — dx - 2], 

t/; = (d+ l)x', fl^x^[»x + (—x—l)][&^x + ^(2x+l) + ix-'i)], 

-¥xi-5 f'--{x+l)(^x + l)[»\x-^l) + ^i-^x^l)-2l 



<) 


* 


X6). 


* 


^V 


* 


20) 


^ 



d + 1 ' 

» x — 1 



/•« = (^a; - l)[e{x + 1) - 2][^{x - l) + (- a? -»)!, 



. Es handelt sich nun darum, den in d kubischen oder biq 
Ausdruck, der sich für die Substitutionen ergibt, zu einem 
Quadrat zu machen; dies. soll an einigen Beispielen durchgeführt 




o« ver »uDSUtntion zoj, namixvt« 

(28) ^-r-'i. 

entspricht die rational zu lösende Gleichung: 

(29) /•* - x[d(a; - 1) - l][0*(x + l) + ^(x - 2) + 1]. 

Es sei nnn der Ausdruck [^^(x + l) + ^(^ — 2) + l]« von ebei^^^ iE 
noch zu bestimmenden Faktor abgesehen, ein voUständiges Quadrat in 4 

d. L es sei 

(«-2)»-4(«+l)-0, 
mithin 

x(a?— 8) — 0. 

£s ist daher, wenn x = als trivial ir#rworfen wird, 

x — 8 
zu nehmen, also 



^— 1 



Nach der Oleichung (29) mufi dann 2(7d — 1) zu einem rationi 
Quadrat gemacht werden, d. h. es ist 

zu setzen. Die Durchffihrung der Reolmang ergibt den 

Typus II eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seite 
a-(q+ 25)(2g + l)(l6g» + 9q+ 25), 
6 - 7 (g + 1)(93 + l)(2j» + 2q + 25) , 
c - 2 (g - 3)(g + 4)(653» + 58g + 25), 
J - 7 (g + l)(g - 3)(g + 4)(g + 25)(2g + l)(9g + l)(l6g» + 9g + «_ -> 

r - J- . !l|i (g _ 3)(2g + l)(3g + 5) Vi, 

(8g + 6)' 4(2g+l) 8g+l 

i«g' + »g + g6 ^ »i+i „ «+_* 

«"(g + »6)(2g+"li' P-7(g + l)' y-g-»' 

- _ *i««± 1) 1/^ b 7(8g + 6 ) ^ 4(g-»)(»gH LJ)yC - 

g(8g + 6)'^ 2(2g'+2g + 26) '^*' *" 66g« + 68g + 26 ' ' 

7. Einen weiteren Typus erh&lt man aus derselben Substitution 
oder der ibr gleicbwertigen 10) 

•(30) V - « -y- • 

welche die Bedingungsgleicbung 

(81) /« - « [d(» - 1) - «][d»(« + 1) + ♦(«» - 1).+ «] 
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nacli sich zieht, auf die folgende Weise. Es soll nach der Gleichung (31) 
die Oleichnng 

(32) ^(fl?+ 1) + ^{2x — 1) + X '^ m^x[»{x — l) — x], 

iü clor m rational ist, oder die Gleichung 

d*(x + 1) + d[— mV + x{m^ + 2) - 1] + x{m^x + 1) - 
'Atdonal erfüllt werden. Die Diskriminante 

A^= [~ M^x^+x{m^+ 2) - 1]*- 4x{x + l)(m«x + l) 
<oll also ein Quadrat werden. Dem Ausdruck kann man die Gestalt 
J^'^(xm + lyXxm - 1)« - 2x(fn* + 4)(a;«m« — \xm^ + 1) 
, und wir wollen nun, um eine partikuläre Lösung zu erhalten, fest- 
n, daß ^,^t __ i^^2 + 1 = (xm - l)« 

soll. Dies tritt ein fELr 
(33) m-4. 

Es soll also ^ „ (^^ ^ j),(^^^ _ 32^ _^ ^^ ^ 

16a:* — 32x + 1 
Quadrat werden. Wir setzen 

16a:* - 32a: + 1 « (4a: — r)», 
«i r eine rationale Zahl hedeutet, und ünden 



:) a:- 

Mit den Gleichungen (33) und (34) läßt sich die Bedingungsgleichung 
Q3a^ rational lösen; die eine Wurzel für d ist 

(r + l)(r + 2) , 
(r-8)(r-4)' 

andere läßt sich nehst dem zugehörigen Wert ftir ^ hierauf zurückfahren, 

man in ihr r durch (4r — 7) : (r + 2) ersetzt. Um den Ausdrücken eine 

Byüunetrifiche Gestalt zu gehen, schreiben wir noch p statt r — 1. Wir erhalten; 

^ypus III eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

« "^ (p + 2){p - 2)(i>» + l)(i>« + ßp + 18)(i>« - 6i> + 18) , 

^ *- (p + 3)(i> - 3)(i>« + 36)(i)* + 2i> + 2)(i>» -^ 2i> + 2), 

<J *- 2 . 5p(p* + 6)(i>* - 8i>* + 36), 
J^ *- 5i>(i>+2)(i>-.2)0? + 3)(i>-3)(i>«+6)(i>« + 2i> + 2)(i)«-2i> + 2)X 

X (i>* + 6i> + 18)(i)* - 6i> + 18) » 
r ^ j . ^■p(^ + 2)(i. - 2)(i7 + 3)(i> - 3)(i>« + 6), 

2»(l> + 8)(jp-3)' "^"^ ^«+"6 • ^""(p — «)(^""*^ 

(P+2)(i)«— ep + lS)' P^(^_8)(p* + 2i) + 2)! ^ öp 

ll^ (P + 2)(P- 2) c 2(p + 3)(p-8) ,__l!£^£l±-®i:- 
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Die Faktorea in den Ausdrücken für a, b, c, J, T lassen sich i 
in, daB (von dem Faktor p abgeseten), p hierin i 
raden Potenzen vorkommt, so daß p* durch q ersetzt werden kann. Zw 
Parameter p, deren Produkt G ist, ergeben dasselbe Tetraeder. 

8, Die Substitution 20} 

(35) i(.-j"~' 
ergibt die Bedingungsgleichut 

(36) /■• - i{i + 1) »[»'(i - 1) - » ■ 2 (l + 1) + (i - 1)] . 
Uro nun eine weitere partiknlsre Lösung zu erhalten, setzen vir 

e'(x— 1) - #■ 2(^4- 1) -0, 



»+■ 






die Bedingungsgleichung wird dann zu 

X = -Jp* 



es ist mithin 



1) 



Hierana leiten wir den folgeodeu Typus ab. 
Typus IV eines rationalen Tetraeders mit kongruenten I 
(( = 4(43»+ 163* + 53+ l)(16g*+ 209»+ 16«+ 1), 
» - (2« + 1)(2? - !)(*!' + 12« + 1)(20,> + 125 + 5), 
- (2s + 3)(65 + 1)(165' + 48ä" + 72}' + 12« + l)^ 
J - 2(2«+ l)(2«-l|(2« + 3)(6,+ 1)(4«'+ 12« + l)x 

x(4«' + 16«>+ 5« + l)(l6«'+ 20r + 16« + 1).^ 
r-7--'^(2j + l)(2«-l)H2« + 3)(6« + l)V'«, 

., <'« + ' il»« + 3 K6« + i )^ „,_?«(*«_+_!>. *_!2l+SJ 



(»«-D" 


*--», + .-• 


"- „-. 


16,' + »«'+l»,+ l 
8(4«'+16«' + 65+l) 


4,'+l!,+ l 
' lä« + ll(l!!-ll' 


' !« + • 



■^.V" 



a« + i)(a; -!)• /- 

'(!0«' + 18« + 5) '"' 



5(!0«' 



c >- ,^r i~ji 



_(!,- 



löj* + 48«' + T2«' + U« + I 
9. Wir gehen wie im vor. Artikel von der Substitution 20) 

(3o) ♦-'»+, 

aus, welche die Bedingungsgleichung 

(36) /•>^x(x+ l)e[e*(i- l)_»(-:»r + 2) + (r-l)] 

zur Polt» hat, und w&blen , 

# = p-j-. 
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Der Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist, heißt dann 
{x + l)[a;V — x\p*' + 2i>^) + x(— 2p^ + l) - 1]. 

In Übereinstimmung mit dem bekannten Fermat-Eul ersehen Verfahren 
setzen wir 

a:V - ^(P^ + 2i>') + x{-2p^+l)-l=^{x +. l)(xp^ + u)\ 

bestimmen u so, daß außer den dritten Potenzen von x auch die zweiten 
Terschwinden, nehmen also 

M = — |)* — 1 

und lösen die Gleichung nach x auf; es wird 

Hieraus folgt 

(i>« + l)«+l 

\.xit diese Weise gelangen wir zu dem 

Typus V eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

o - (g - 2)(3 + 4)(4» + 1)(3» +2q + 2)(q* + 4«» + 16g« + 36g + 16), 

* - 2(g« + 4g + 8)(g» + 7g» + 5g + 4)(g* + 2g» + g> + 5g + 4), 

« - g(g + 3)(g» + g + 4)(g« + 4g» + 6g* + 24g» + 82g» + 80g + 32), 

J- - g(g - 2)(g + 3)(g + 4)(g* + « + 4)(g* + 2g + 2)(g» + 7g« + 5g + 4) 

X (9* + 2g» + g« + 5g + 4)(g* + 4g» + 16g« + 36g + 16), 

2" = J • |g(g - 2)(g + 3)(3g + 4)(g» + q + 4)(g« + 2g + 2)}/^. 

« g(g + 8)(g' + g + *) „. (g' + g + *)(g* + 2g + 8) Ä g' + 2g + « 

^ (3g + 4)' ' ^ V(3-2)(9 + 3) ' 2-a ' 

g« + 4g'+16g' + 86g+16 g«+2g'+ g»+5g+4 g(g + 8) 

(3-2)(g + *)(9' + 2« + 2)'' '^ 9'+7g' + 6g + 4 • y = g>+g+4' 
. (g-2)(g* + 29 + 2)T/- c 2(8g + 4) ^ 



(8g + 4)(3«+l) ''^' ,(g«+4g+8) 

C = 



g(g + 8)(3g + 4)(g« + g + 4) y^ 



g« + 4g» + 6g* + 24g» + 88g' -f- 80g + 88 

10* Wie ftür die vorigen beiden Typen benutzen wir die Substitution 20) 
oder vielmehr die ihr gleichbedeutende 31) 

(37) *-44:i 

mit der zugehörigen Bedingungsgleichung 

(38) /•« - z{x - l)e[»\x + l)+2»(x-l) + (x+ 1)] , 

an deren Stelle die folgende treten kann: 

e«(a; + 1) + 2d(x - 1) + (x + 1) =- «* tr^ *, 
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die durch rationale Werte von d, x und n zu lösen ist. Sie ist in 

quadratisch. Die Diskrixninante der quadratischen Gleichung 

* 

d*(a?« — 1) + ^[2(a; — l)* — ffx\ + (x^ - 1) - 0, 

welche die Oestalt 

D =- aj(4a; — 4 — w^(— 4a; — xv? + 4) 

annimmt, soll ein Quadrat werden; setzt man 

a; — -- n*, 
so wird 

D = n«(««+2)«(5n« + 4), 

es ist mithin 

5n* + 4 

zu einem Quadrat zu machen. Dies geschieht, wie man leicht findet, f^^^'^^ 
es ist also 



a? = — 



(p"-6)' 



zu nehmen. Führt man dies in die obige quadratische Gleichung ein, 
ergibt sich als eine Wurzel 






während die andere Wurzel von dieser nicht wesentlich verschieden ist. 
Man gewinnt auf diese Weise den folgenden Typus: 

Typus VI eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 
a - (^io_|. 9^8^ 16^ ^ 58i)« — 4161)'* + 290i)*+ 400i)'+ 112öi>* + 312 

X Cp^® + V— ley + 58i)«+ 416i>*+ 290i>*— 400i>*+ 1125i?*+31 
2^ - (i> + Od' - l)(l> + 5)(l> - 5)(i>» + 2i) + 5)(i>« - 2i> + 5) 

X (P* + 4l> -f 5)(i>* - 4i) + 5)(i>« + 12i)« -f 214i)* + 300i>« + 62 
c-8i>(p« + 5)(i>*-2i>« + 2o) 



X (y«H- 6i)^® — 89i>« + 1364i)« - 2225i>* + 3750i)* + 1662 b\ 

/-4i>0+l)(i>-l)(l> + 5)(i>-5)(i>« + ö)(i)» + 2i> + ö)(p«^2pH b) 

X (l>* + 4i)+ 5)(y- 4i> + 5)(i)*- 2i)* + 25)(i)i<>+ 9^+ 16i)H5^/>^ 
- 416i>* + 290i}* + 400i>» + 1125i>« + 3125)(y*+ 9p»— lÖp^ + ö-Ö^* 
+ 416i>^ + 290i)* — 400i>* + 1125i>* + 3125). 

1-J ^^P'(P + 1)(P - 1){P + 5)(l>-5)(p«+ 5)(i)«- 5)(i)« + 2i) + 5> 

X (p» - 2p + 5)(i>* - 2p» + 25), 
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_ (|)«4.5)(j?« + 2p + 6)(p«-2p + 6)(p*— 8l>'+2ft) (j> '+5)(p« — 5)« 

»^ 2 V(l> + !)(!> - !)(!> + 6)(1> - 6) ' ^ == 2«p(p4>_2pt + 25) ' 

(p - l)(p - 6)(p« + 21, 4- 6) ' 
^ P" + 9p» + 16j)^ + 58p' — 416 p» 4- 290p* + 400p» + 112 6p* + »1^5 
™ p" 4- 9p» — 16p» -f Ö8p« + 416p» + 2'90p* — 400p»'4" il25p« + 8125 ' 

^ Cp+i)(l> + 6)(p* + 2p + 6)(p«>-4p + 5) ^ P*-2p« + 25 

^ p'-6 2p(l> + l)(l>-i)(p+5)(p-ft)( p' + 2j> + 5) (p«- 2p+_6) 

2p ' ^ "" (jp« __ 5) (p» + 12p« 4- 214p* + SÖOp« + 626)" ' 

2«p«{p« + ö)(p« — 6)(p« — 2p« 4- 26) 



p" 4- 6p" — 89p» + 1864p» — 2226p* 4 3760p« 4 16626 
11. Der Substitution 29) 

entspricht die Bedingungsgleichung 

C40) /•» = (y - i)«(« + y) [*» • 2 + *(y - 1) + (y + i)]. 

Avir setzen 

y-l-2jj«, 

^ann lautet der Ausdruck, der zu einem Quadrat zu machen ist: 

^ « ^[^ + (2p* 4- 1)W + ^P' + (P^ + !)]• 

'Hierfür lassen sich nach dem Fermat-Eul ersehen Verfahren partikulftre 
Xösungen finden. Der Ausdruck wird für ^ — 1 zu ^* = (2p* 4 2)*, also 
^in Quadrat; wenn wir daher 

-^ = v+ 1 

-setzen, so ist nicht nur der Koeffizient von v\ sondern auch das Ton v freie 
-Glied ein Quadrat; es wird 

y — V* 4 v8(3p« 4- 5) + v*(2p* + 11p« 4 10) 

+ V . 2(p« 4- l)(3p* + 5) + 4(p* + l)^ 
und wir können setzen 

wo u so zu bestimmen ist, daß nach Gleichsetzung der rechtsstehenden 
Ausdrücke auch die erste Potenz von v verschwindet. Dies gibt 

p* — 80p« — 31 

'' " ~ 8(3l)« +"6)- ' 

also 

8(8p« + 6)' 
Auf diesem Wege erhält man den 
Typus YII eines rationalen Tetraeders mit kongruenten Seiten: 

(g-4-l)(6g+4 1)« 49 (g+l) (g-3)« 



85[(g — 81)(8g4-6)' ^ 3 — 31 ' 8(3^4-6) 
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Auf die Wiedergabe der Aasdrücke für die übrigen QrOßen dieses Typus mOgl 
hier Tenicbtet werden; mau findet sie leicht nach den Angaben des Artikels 9. 

13. Wie aus dem Torltergehenden erüichtlicb ist, bat es keine Schwierig- 
keit, auf ahnlichem Wege weitere Typen von Tetraedern der verlangtea Art- 
aufzustellen; ich gehe daher nicht weiter darauf ein. Wohl aber soU gezaig^g 
werden, wie man, von bekannten Typen ausgehend, neue gewinnen kaiiä,9 
Es ist wiederum das Eulerscbe Verfahren'), das uns dazu führt. ^ 

Schon oben wurde em'ahnt, daß eine unmittelbare Anwendung dieses 
Verfahrens auf die Gleichung (ö) lu nichts Neuem führt. Wir wandeln 
daher die Gleichung [8) durch eine der im Artikel 5 angegebenen 36 Sub- 
stitutionen um; welche wir walilen, ist, run wenigen Ausnahmen abgesebu 
gleichgültig. Der Substitution 21) 

entspricht die Bedingungsgleichitug 

(42) r~- y»[9 + {y - 1)] [»" + Ö (- ^ 4- 2) + (* + 1)], 

an deren Stelle eine der folgenden beiden in 9 quadratigchen Gleichoogl 
treten kann, iu denen m und « rationale 7<ahlen bedeuten; 

(43) y [»* + e (_ j, + aj + (y + 1)] = - m*& [9 + {if - l)] , 

(44) frs + » (- j, 4- 2) + (y + 1) = - «»yö [ft + (y - 1)] . 
Wir legen die Oleichung (43) zugrunde; sie lautet, nach # und >/ gei 
(43a) #» (^ + m>) + *[^ ^* + y (2 + m») ~ «.*] + y' + y = 

(43b) !f'i-9+ l) + y\9' + 9{2 + m*) + l] + 9 {9 - l) m* ~ 

Hat man nun irgend ein Tripel g)g, ifi^, 9^, das, für tp, ^i, 9 eingesetst, 
den Gleichungen (14) und (15) genügt, oder, was dasselbe ist, irgend ein 
Wertepaar tp^, #(,. das die Gleichung (8) löst, so bestimme man y^, den zu- 
gehörigen Wert von y, aus (41). sowie den entsprechenden Wert von m 
aus (43), Zu »1 und i/g gehört dann auBer 9^ noch ein zweiter Wert Ä, 
für 9, der aus (43a) rational hi erbalten ist; mau findet 

a y. df« +i) 
^1 (1,. + m')». 

Die Elimination ron m mit Hilfe der Gleichung (43), in der dg und y« | 
die Stelle von 9 und y zu treten hat, ergibt 



«1 - 



(y. + 1) IK + (y« - D] 

»,C!y„ — 3,-(y, + l)' 



und die weitere Elimination von //q mit Hilfe der Gleichung (41), 
Vi, 9, y durch ijjj, 9q, y^ ersetzt wird, liefert 

"' «.,(8*,-l)(».-f-l)-j-(-8»,-l) 



1) Vgl. diese Berichte, 3 



■, 190«; a, a und 10, 1907. 
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^^ erhut man nimmehf aus der (41) entsprechenden Gleichung 

und (f^ entnimmt man aus der Gleichung (9), in der 9^, tf/^, 0^ für <p^ tf;, 
O" zu schreiben ist. Aus einem Tripel 9>q, tf/^, Oq gewinnt man auf diese 
"Weise (nach Vertauschung von g>j mit Oj) das folgende Tripel 

^ [^o(»o+i) +1] K(»o+l) + (»0-1)] ■ _t/>o[^ o(2»o-i)(»o+l) + (~«»o-i)] 
^1 ^^(24^,-l)(^, + l) + (-8^o-l)' ^' >o'(»o + l) + ^o(3»o-l)-2 * 

-V »0 r-»o ' (»0 + 1) + ^0 (3 »0 - 1) - 2] 

^^K(»o + l) + l]K(»o-l)-(»o + l)]' 

Die Ausdrücke sind, da sie nur ^^ und ^q enthalten, unsymmetrisch und 
-wenig übersichtlich; viel einfacher gestalten sie sich, wenn man mit Hilfe 
der Gleichung (9), in der 9?q, i^q, ^q an die Stelle von 9^, 1^, & zu setzen 
ist, in geeigneter Weise g>Q einführt; man erhält dann den folgenden Satz: 

Aus einem Tripel 9^ = 9o? ^ ^ ^o? » ~ »o? welches die Gleichungen 

(14) 9?t/;d — t^O — -^9? — 9?t^ — 9? — tf; — -»+1— 

(15) (pt^ = Ä* 

« 

rational löst, erhftlt man ein neues 9>,, if/^, 9^ durch die Gleichungen 

Da hierbei jedes Tripel nach den Darlegungen des Artikels 3 in 
achtfacher Weise zugrunde gelegt werden kann, ergibt jeder bekannte Typus 
eines Tetraeders der verlangten Art durch erstmalige Anwendung der 
Gleichungen (45) acht neue Typen: durch wiederholte Anwendung läßt das 
Verfahren eine unbegrenzte Vermehrung der Typen zu. 

Wäre man, statt von der Gleichung (43a), von (43b) oder von (44) 
ausgegangen, oder hätte man eine andere der obigen 36 Substitutionen ver- 
folgt, so hätten sich, falls man nicht zu schon Bekanntem zurückgekommen 
wäre, Ausdrücke ergeben, die sich von den obigen (45) nur nach den An- 
gaben des Artikels 3 unterscheiden. 

13« um das vorstehende an einem Beispiel zu erläutern, wollen wir die 
Gleichungen (45) in zwei Fällen auf den Typus I^ anwenden. Die ihm ent- 
sprechenden Ausdrücke für 9?, t/;, ^ bezeichnen wir mit 9>i^, tf/i^, Ot,, setzen also 

^^ii^T^+Y' ^i.^Tzrr» ^^--^ziT' 

Den Typus Ij»? den wir erhalten, indem wir diese Ausdrücke für 9)^, t(;Q, 9^^ 
in (45) einführen, lassen wir beiseite und gehen sogleich dazu über, 

9^0 - — » ^0 =" — ^1 » ^0 =^ - ^, 
in die Gleichungen (45) einzusetzen. Wir erhalten auf diese Weise den 
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^^^H TypuB I,b eines rationalen Tetraeders mit iioagruenten 


^^H o-2(2j + S)(8' + 4)(j= + 3, + !)(<('+ iiq' + Sq + J). 


^^H * - (ä + 4) (»■ - 4} - 2) (5s' + 4j + 1) (j' + 129' + 8j + 4; 


^H «-(«-!) (3, + 2) (,' + 7, + 2) (,' + 12,' + 6Sg' + 44« + 


^H J_ (,_!)(, + 4) (2, + 3) (85+2) (," + 3ä + !)(,■- 48- 


^H X (?■ + 7g + 2) («■ + 12«' + 8g + 4) (g- + Hg' + 


^H r-/. ^ (g - 1) (2g + 3) (3g + 2)(g' - 4g - 2) (g' + 7, + 


^^m (aj + !)(g' + is + !) ,,, (g-ii(g'+'«+2) » «(>« + 

^^■' ' (g-l)«"-«S-S) ' '^ (!? + ») !8g + äl • g"-4g 


^^H " g' + 14g« + Bg + l ' "^ (g + *) 19' — 43-S) ' ' 9' + 


^^1 . !(»9 + "),/r t 9'-'9-ä,/r. (9-i)(sg + !)(9' + '9 

^H '- ,' + 4 *'«'''-»,'+.,+ l''*'-9(9'+l>9" + Mg' + »49 


^^H 14. Geben wir dagegen ^ 


^^■' ■ 


^^^^v aus, so gelangen wir auf diesem Wege zu dem ^ 


^^^H Typus 1,1 eines rationalen Tetraeders mit kongruenten 1 


^^1 „ _ (, + 4) (89' + 129 + 5) (8g' + 139 + 4)(J69' + 49g' + 4 




(. _ (49 + 1) (4g=+ 13g + 81 (6g" + 12g + 8) (169' + 44g' + 4 
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fl)(5-l)(25 + 3)(3«+2)(325' + 1525'+2575'+152» + 32), 
-!)(,- l)(24 + 3)(3, + 2)(a + 4)(43+l)(4«' + l35 + 8)x 
- 13« + 4) ( 16«' + 44«' + 495 + 16)(165'+494'+"j+ 16), 
^(a-l)(2s + 3)(34 + 2)(44' + 13s + 8)(8g'+133 + 4)yS, 



MIH1«'_+ 1«! +_»: 
-1)(!8 + ») 



(ig+»)(Ba' + m + 

!(i-l) (!, + !) 
m+l)«;'+13; + 9) 



»g'+ni+< 

"is"+i»i+»' 



1) (8g' + ISg + »I ' l- Uq- + Ui' + »»J -)- 16' ' !(« + 1) (j - 

. J«Mli!ji'_ !/„ (, _ ' »' + "' -+» TTa 

9(8,"+I!5 + 6) '»' " S5'+Ul + 8"' 

* 15 — I) (23 + 3i ag + a) 

«7'^l5ay'. " 



■«-+!' y; 

-16S9 + 8S '''■ 



15, Zum ächliiä mUgen einige Zatileabeispiele in einer Tabelle xa- 
Mengestellt werden. Dabei bedeutet x. B. Hj daß dritte der acht von 
* %>pe aDgelUlirten Bf'ispiele, ferner z. B. II (2), daB das Beispiel sich aus 
Typus II für p ^ 2 ergibt. Es zeigt sich dabei die Merkwfirdiglieit, 
ein Beispi''] gleichzeitig verachiedenen Typen angehören kann. — Es 
ichtlich, daU IIcipj>es acht Beispiele in den Typen I — VI für be- 
— > Wert« de.s Parameters auftreten. Das Beispiel 10 dagegen ist 
*ss*nsielbe, das diese Berichte ü, 16, 1907 mitgeteilt wurde; es ergibt sich 
*"»« dem Typus VII ftlr j) — 1. 
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SitxuD gaberichte der BexUner MatbemAtiaclieD GeselUcbaft. 



Das AooBtBche E>roblQin der Eurrentlieorie. 

Von E. Salkowski. 

1. Konstniiert msn in allen Punkten einer Raumkurve die SchmieL 
kugeln, so erfüllen deren Mitt«lpunkte eine Kurve, die mit der Ausgai 
kurve parallele Hauptnormal es bat, während ihre Tangenten (len Binormi 
ihre Binormalen den Tangenten der gegebenen Kurve in entsprechendi 
Huiikt«o parallel sind. Konstruiert man auf dieselbe Weise die Kugeln, dir' 
ihrerseits die Kurve der Schiniegungskugelniittelponkte vierpunktig berflbreß, 
HO erhält man als Ort ihrer Mittelpunkte eine Kui-ve, die mit der ursprüng- 
lichen Kurve in entsprechenden Punkten parallele Tangenten, infolgedessen 
aber auch parallele Ei- und Haupt normalen besitzt. Die so abgeleitet« 
Kurve kann im speziellen Falle mit der Ausgangskurve kongruent sein. 
Aoust') hat si<;b mit der analytischen Bestimmung dieser Kurven beschäftigt. 
ohne die Aufgabe allgemein lösen zu können, lt. Hoppe*) nahm dann di» 
Frage wieder auf und erledigte sie mit Hilfe der ihm eigenen Methoden 
der analytischen Kurventheorie. Eine geometrische Behandlung des Problems 
liegt bisher noch nicht vor.^) Es bietet daher vielleicht ein gewisses Interesse, 
zu zeigen , wie die geometrische Anschauung in diesem Falle nomittelbar 
ein Resultat ergibt, das den analytischen Methoden zunächst nicht un- 
erhebliche Schwierigkeiten bereitete. 

2. Es seien P^, P,, P^, P^ Punkte einer gegebenen Raumkurve (J 
Jfi dar Umkreismittelpunkt des Dreiecks Pj^P^Pg, Ä", der Mittelpunkt 

Kugel durch P,, P,, Pj, P^. 
der (jrenzlage bedeutet dann M, 
den Krtimmungsmittelpunkt der 
Kurve (P) im Punkte P„ K^ ihren 
Schm i egun gskugel mittelpunkt.DeDkt 
man sich die Konstruktion , durch 
die man K^ erhielt, für die Punkte 
Pj, Pg, P,, P[, usw. forlgesetat. s& 
erhält man weitere Punkte iT,, /f^ 
K^ . . ., die, wenn die Punkte /* 
einander unbeschränkt nähern , die 
Kui-ve der Sehmiegungskugelmittel- 
punkte (K) erfüllen. Es ist bekaimt, 
duB die Kurve {K) die Gratünia 
der von den Norroalebenen v der 
gegebenen Kurve eingehüllten abwickelbaren Flfiche ist, daß also 
KrDnunungsaohse Af, A*, Tangent« und die Xormalebene f , von (i^ 
Bcbmiegungsebene von {K) ist. Der Krümmungsmittelpunkt jV, der Kui 

1) Balletia de la societ^ math. 7 (1876— ISTSt. 
Ä) Archiv der Math. u. Phys. (1) ««. 888— «96, 

8) Vgl. W. Schell. Allgemeine Theorie der Kurven doppelter KrOniittai 
Leipzig leus. Schlußwort S. laa. 
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(K) ira Punkte Ä', liegt demnach in der Ebene Kj, und zwaj- so, i&&K^N^■\MJP^ 
ist. Der Schmiegungskugelmittelpuakrt Xj liegt senkrecht zu v, über dem 
Krümmungamittelpunkt jV, und die Kränunungsachse A', i, der Kurve (K) 
ist Tangente an die Kurve der Punkte /-. Daraus folgt, daß L^ ij|IPjP, 
ist, also die Kurven (P) und (i) parallele Tangenten besitzen. Setzt man 
nnn M^Kj = li, N'^L^ =^ h^ und K^N^ ^ r, , so ist aus der Figur zu 
entnehmen, daS die Koordinaten des Punktes Xj bezüglich des Fundamental- 
trieders der Kurve (P) ira Punkte P, der Reihe nach h^ , A, (r ~ r,) sind. 
3. Soll nun die Kurve (i), wie das Aoustsehe Problem verlangt, der 
Kurve fP) kongruent sein, so muß T-j Z, = Pj P,, also auch P, />, =Pjij= e 
sein, d. h. entsprechende Punkte der Kurven (P) und (i) haben eine kon- 
stante Entfernung e voneinander. Pur die analytische Darstellung dieser 
Aoustschen Kurven ist wichtig zu bemerken, daß, wenn (i>, e) den Winkel 
zwischen der Binormale und P, L^ bezeichnet, die Bedingung 



11) 



: {K ') 



für sie notwendig und hinreichend ist. 

4. Die Konstruktion derartiger Kurven ergibt sich durch einen ein- 
fachen Grenzübergang aus der folgenden Herstellung von zwei parallelen 
Polygonalzügen, Man nehme drei Punkte I\, Pj, P^ beliebig so an, daß 
P,Ps = PjPg = rfs wird, femer drei Punkte /-i,"i,, ig derart, daß 
/.ji, -tt P,Ps, ijig H- I'^Pg. Man legt nun durch P, die Orthogonal- 
ebene i'i 3M PiPj, sowie die Orthogonal ebene j'j zu PjPj durch P|. Der 
Schnittpunkt der l)eiden Normalebenen mit der Ebene a, des Dreiecks 
PfP^Ps ist der Mittelpunkt Jlf, äeineS Umkreises. Verlängert man i.,ig 
bis zum Schnitt i\ mit der Normalebene durch P, und zieht JT, Ä, || PjM^, 
so erhält man in dem Schnittpunkte K^ dieser Parallelen mit der Schnitt- 
geraden p, der Ebenen v, und Vj den Mittelpunkt einer Kugel, die P,, P„ P, 
und den folgenden noch zu bestimmenden Punkt P^ des Polygonal zuges (P) 
enthält. Jetzt ist noch das Gesetz willkürlich, das die Lage des Punktes 
J*, auf der Kugel bestimmt. Dieses kann etwa durch eine Vorschrift gegeben 
sein, nach welcher die Ebene PjPjP^ von der Ebene ö, abweicht. Wird 
diese gegeben, so lege man durch PjPj die Ebene, die den vorgeschriebenen 
"Winkel du mit a, bildet, und nehme auf ihrem Schnittkreise mit der Kugel 
um .ffi den Punkt P^ so an, daß PjP^ = ric wii-d. Dies Verfahren wird 
fortgesetzt, um aus P^PsP^ einen Rmkt P^ zu erhalten, u. s. f. Läßt 
man die Punkte P,, P^, P, sich unbeschränkt nähern, so ergibt diese Kon- 
struktion eine gesuchte Kurve, bei der der Torsi onswinkel 
rf«= .p(s)rfs 

in beliebig vorgeschriebener gesetzmäßiger Weise von der Bogenlänge ab- 
hängig ist. 

Das die Veränderlichkeit des Punktes P^ einschränkende Gesetz kann 
aber auch durch die Bedingung gegeben werden, daß die gesuchte Kurve 
einer beliebig gegebenen Fläche angehört. Daraus ist ersichtlich, daß mau 
im allgemeinen auf jeder Fläche von einem Punkte P, nach P, und Pj be- 
liebig fortschreitend, sodann 7,,Lj fl- P^Pj, L^Lg fr J*,P, willkürlich im 
Baume annehmend, eine Kurve der verlangten Art konstruieren kann. 
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6. Eine nßhere Untersuchung der Aoustschen Kurven wird indesspo 

' auf ihre analytische Darstellung nicht verzichten kennen. Während aber 

Anust auf eine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung kam, die erst 

. Hoppe durch die zul^llig erscheinende Kenntnis partiku^rer Integrale 

gelöst wurde, fahrt die Gleichung 

(I) h —e cos (b, (■) 

sofort zum Resultat, Bezeichnet man die konstanten Bichtungskosinus der 
Geraden e mit a, ß, y, die der Binormalen b mit a, h'. r, und henutit 
die durch infinitesimal geometrische Lberlegungen leicht herleitbare Formel*) 



L welcher r den Kiflmmungsradiu 



den Schmiegungs Winkel bedeutet, so lautet die Gleichung (1): 

|(a) |r_,(„„- + ^s' +,,-,, 

Zur Bestimmung der Ausdrücke für die kartesiachen Koordinaten der 
Aoustschen Kurven kann man sich mit Vorteil der Methode der Zuordnung 
durch parallele Tangenten bedienen, die in einer früheren Mitteilung dar- 
gestellt und auf andere Aufgaben der Kurventheorie angewandt worden ist.*) 

6. Sind X, Y, Z die Koordinaten eines Punktes einer beliehigen Raum- 
, kurve, so werden die Koordinaten der Punkte aller Baurokurven, die mit 
L(Xyj!f) parallele Tangenten, aJso gleiche KrÜmmungs- und Torsion swinkel 
ri&ben, durch die Gleichungen 



rfS 



(3) x-J^dX, , = /'^'dr, ,-J^dZ, «-/v 

dargestellt. Hierbei bedeuten K, T, dS Krümmung, Torsion und Bogen- 
element von {XYZ}. Ist nun (XYZ) eine beliebige und (x, y, e) eine 
Aoustsche Kurve, so wird 

(4) *" =■ i = */('"'' + ß'>' + y^v«, 

) Gleichung, in der a, b', c die Riebtun g^kosinus der BinormaJen von 
l(J[, r, Z) und 

dt* = TdS 

1) W. Schell. Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Erünmnng'- 
Lelpiig 16SFI. B, 61. 

3) E. Salkowgki. Zur Bestimmung der Raumkurven, für welche iwiKhen 
KtünimanK, Toraion und ßogenl&age eine gegebene Oleichong besteht. Dies« 
Bericht« 4, ü4— 69. 
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61. Sitzung, 20. Maxz 1907. 57 

esetzt ist. Führt man diese Werte in das System (3) ein, so erhält man 
gesuchten Gleichxingen der Aoust sehen Kurven: 

'x = efK{f(Aa + ßy+yc)TdS)dX 

y = efK{J{aa+ßl'+yc)TdS)dY 

z « efK{f{aa + ßh' + yc)TdS)dZ 

s = efK{f{aa + ßh' + yc) TdS)dS. 



IDiese Gleichungen erweisen sich als sehr geeignet zur weiteren Unter- 
suchung der betrachteten Eurvenklasse. Insbesondere bestimmt man leicht 
in expliziter Form die zu ihr gehörigen Schraubenlinien, unter denen einige 
l)emerkenswerte Kurven auftreten. 

7« Die Aoustschm Schraubenlinien. — Alle Schraubenlinien, für welche 

das Verhältnis der beiden Krümmungen - denselben konstanten Wert m 

hat, lassen sich durch parallele Tangenten aufeinander beziehen, voraus- 
gesetzt, daB die Achsen der Zylinder, auf denen sie geodätische Linien sind, 
parallel gestellt sind. Man erhält daher, abgesehen von der Lage im 
Baume, alle Schraubenlinien der verlangten Art, wenn man für X, F, Z in 
die Gleichungen (4) und (5) die Koordinaten der geodätischen Schrauben- 
linien eines geraden Kreiszylinders einsetzt, also 

X = cos i;, r =* sin v, Z = mv 

wählt. Dabei wird • 

, — m sin t7 , , m cos r / — 1 

a =» — . , 



ieraus ergibt sich 
C-^') r =* r-T.-— i(w»a cos v + f^ß sin v — yv) + C, 



4er, wenn 



1 -f- *** 



a 



tg^o 



^-esetzt wird: 



r = 4^ sin {v + v^ — 2Bv + C. 



^Is bedarf nur einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel t*Q, 
Xim die einfache Formel zu erhalten: 

r^AA sin v — 2Bv + C, 
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eine Gleichung, in der A^ By C willkürliche Konstanten sind. Hieraus er- 
gibt sich durch Ausführung der Quadraturen in den Oleiehungen (5) ids 
expliiite Darstellung der Aou st sehen Schraubenlinien: 

X — Y-_^---,[il(sin 2v — 2t;) — {2Bv — C) cos v + 2B sin r] 



(6-) 



y — , -^[-^ cos 2£7 + {2Bv — C) sin t; + 2^ cos v] 



— M 



« - j ^-ji;, [4^ cos » + Bv* - Cv\ 



DftB unter diesen Schnubenlinien algebraische Karren nicht Torkonunen, 
ergibt sich leicht aus dem umstand, daB die durch (5') dargestellten 
Ktirveu mit der Parabel 



— 1 






'--^^ZA^^ + Bv^-Cv] 



dio un^ndlieh Tielen Punkte, die den Parametern r « 2it7r entsprechen, ge- 
ui^kin hab<»n. Während also keine dieser Kurven gleichzeitig zwei algebrai- 
}K^h0U FU(oh«»a aufhören kann, liegt jede von ihnen auf einer algebraischen 
KUob^. Au» «wei der Gleichungen (5'), etwa aus der zweiten und dritten, 
Kanu mau uftmlich cos t; und v aJs Funktionen von y und s ausdrücken; setzt 
mau di0 jj^fUndwien Werte in die erste Gleichung (5') ein, so ergibt sich 
«Huo a)K«»braisoh^ Beziehung zwischen den Koordinaten; dieser entspricht 
MW a)|^hrai«oht^ Vlftche, der die Kurve angehört. Ist im speziellen 

[\ + m^)x =- — {2Bv — C) cos t' + 2J5 sin v 
(l + w*)y — — {2Bv — C) sin t? — 2J? cos r 

m<w\> KurviS deren natürliche Gleichungen 



m^ 



^mvl) lu^t demnach auf dem Rotationsparabobid : 

f- «♦«)«(x« + y') « (C« + 45») - *^ (1 + m») z. 

iHt Lmivn ki^Hütahter Steigung auf einem Rotationsparaboloid mit verU- 
j^».'ti .{ihsSi üimi Aoustsche Schraubenlinien. 
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Für den Fall, daß ^ » C =* ist, ergeben sich als natürliche Gleichungen 
^^T Kurve 

"Während die algebraische Gleichung zwischen x^ y, z die Form annimmt: 

Ä (l+m^), 

^ 1 + m« 8^m* ' 

d. h. die Kurven konstanter^ Steigwng auf einem paräbolisdten Zylinder mit 
harieontalen erzeugenden Geraden gehören zu deti Aou stachen Kurven. 



Die OraBmannsclie Fundamentalformel und die Additionstheoreme der 

Thetafonktionen von zwei Arg^umenten. 

Von E. Jahnke. 

Man kennt für die Additionstheoreme der Thetafunktionen eine große 
Zahl von Beweisen.^) Ich knüpfe an die Oasparjsche Herleitung an, will 
.mich aber auf den Fall der Thetas zweier Argumente beschränken. Caspar j 
benutzt eine algebraische Identität, die ihn zunächst zu derjenigen Form des 
Additionstheorems fOhrt, wo die Thetaquadrupel zu Göp eischen Systemen 
von Charakteristiken gehören.^) Diese Form möge die Göpelsche Form 
des Additionstheorems heißen. Aus ihr gewinnt er in bekannter Weise die 
Biemannsche Thetaformel. Eine dritte Form des Additionstheorems ist 
diejenige, wo die Thetaquadrupel zu Rosenhain sehen Systemen von Charak- 
teristiken gehören. Sie möge die Rosenhainsche Form des Additions- 
theorems heißen. Der Übergang von einer der drei Formen zur andern 
wird durch die Formeln der quadratischen Transformation vermittelt. 

Im folgenden will ich zunächst zeigen, wie sich die von Caspary 
benutzte Identität') aus der Graßmannschen Fundamentalformel für ex- 
tensive Größen ableiten läßt, um gleichzeitig einen neuen Beleg für die 
Fruchtbarkeit dieser Formel zu liefern.*) 

Aus dieser Identität lassen sich alsdann zwei andere gewinnen. Man erhält 
so ein System von drei Identitäten der Art, daß jede von ihnen in jede 
durch quadratische Transformation übergeführt werden kann. Und diese 
Identitäten, welche sich zunächst auf Produkte von zwei Faktoren beziehen,, 
lassen sich auf Produkte von beliebig vielen Faktoren verallgemeinem. 



1) Krazer, Lehrbuch der Tbetafunktionen. Leipzig 1908, B. G. Teubner. 

2) Die Bedeutung der Caspary sehen Identitätsmemode für die Theorie der 
Tbetas ist neuerdings auch von Herrn Study anerkannt worden. Am. Journ. 16, 
166—168 (1894). 

8) Journ. f Math. 94, 84 (1882); C. B. 104, 1235 (1887) und Math. Ano. SO, 
^74, 675 (1887). 

4) Vermutlich ist auch Caspary auf diesem Wege zu seiner Identität gelangt. 
Daß er eine andere Darstellung gewählt hat^ dafdr sind vielleicht äußere Gründe 
maßgebend gewesen. 
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Bei Änwenilimg auf die Thetas ftthrt eine d4r IdentitUten lur — 
Riemannschen Thetaformel, die beiden anderen Identitäten nu der QSpel- - 
sehen und Rosenfaainschen Forni des Additionstbeorems. Der Satz, daB die 
verschiedenen Formen des Additionstbeorems durch quadratische Transfor- 
mation in einander übergehen, folgt dann aus dem erwähnten Zuaamineii' 
hang zwischen den IdentitSten. Und die verallgemeinerten Identitäteo gestatten 
die AusdehnuDg der Addilionstheoreme auf Produkte von mehr als vier 
Thetas. 

Dieser Zusammenhang zwischen den verschiedenen Formen des Additions- 
tbeorems ist natürlich wohlbekannt und besonders durch die Unt«rsachuageii 
von Herrn Krazer klargelegt worden. Immerhin schien es mir von Interesse -, 
d&nnlegen, daß er für die Thetas nicht charakteristisch ist, in dem Sinne ^ 
als er sich bereits bei den Identitäten vorfindet, denen die Additions — 
tfaeorcme entstammen. 

Nebenbei ergibt sich auf diesem Wege eine Form des Additions.-. 
mir neu zu sein scheint. 



1, ÄbleUaiig der Idi-niitäien. — Unter der GraBmannscben FnndamentW- 
formel verstehe ich, wenn d, bt, r*, rfi vier extensive OrSBen eines Gebiet« 
■fierter Stufe bezeichnen, die folgende Formel') 

Vaid, I 6iP,] = [a, | 6,][rf, | c] - [a' | c,][d^ \ ft,]. 

Bekanntlich lassen sich die extensiven GröBen eines Gebiets vierter Stuf« 
aus vier Einheiten — sie mögen ei, e-, Cg, et heiUen — ableiten, wobei di» 

Einheiten den Festsetzungen genügen: 



e< I **j| 



■ 0, t + * 
■1, i-ft 

= 0, i + it 

■1, i-i 



Ich treffe jetzt Über die Größen «i, b,, e,, d, folgende Wahl: 

Oi — fiiCi + «»«» + o»ej + «iC*, fti — |3»ei + ßtCs — ßtft — ßtet 

a» — Bj«! — atet + «»«1 — aiet, bt = (S*ei + ß»et — j3,ei — (Ji«* 

a« — «1«! — «»«f — «8«! + «4 64, bf= ßiei +(9»^* — ßie» — fte, 

<U — Bti«?i + «1 et — «301 — «»ci, bi=- ßiet + ßaes — ß^et — ßt^t 

Ci ^ yte\ + yi«! — yic» — y^et, rf, ^ diCi + dte^ + äaet + S^et 

d = >'i **! + j-i ej — j-a *^ — yi «t , rf^ = Si ei — Siei + ät et -~ 6t et 

et = Ja**! + yid — yiet — y»««, rfj — iiCi — ä^es — S^et + ittt 

«* — yi^i + >'»^« ~ yi*^ — >'i*4, <tt — d,ei + ö^ei — ö^es — d»c<. 



„VorU»ungtn über die Veklorefredittutig" Leipzig ] 
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^wo die AbleitnngszahleD a^, ß^^ y^j 6^ sechzehn beliebige Parameter bedeaten. 
Alsdann nehmen die inneren Produkte der Fundamentalformel die Werte an: 

[ail&l]^ (a|3X„ [Ci\di] (yS)^, [at\Ct] (ay)i„ [bi\di] (ßi)t^ 

iOillHi] {aß)2^ [C2\M (yS)n, [tHiCt] (ay)«^ [fhld^J (ßi)n 

[€«s|&s] (a|3)8i, lCt\(h] (yS)su [at\Ct] (ay)»!, [&s|<fi]-— O?«)»! 

[«ilöj« (aß)u, [Ci\di]^ (yi)u, [«4^4]« («7)44, [Öild*]« (ßi)u, 
wobei gesetzt ist 

(«|3)i« - — («1 A + «2 A — ^ißi — «4A) 
(«|3)«« "= - («1/^4- «lA - ^9ß% + "ißi) 

(^ß)n («1 A - «ji^i + ^sßi — ^ißi) 

(^ß)u =^ «1 ßl + ^ißi + «8 A + ^ißi- 

Die Bezeichnung, welche ich hier für die Indizes der {ccß)^^ angenommen 
habe, findet ihre Berechtigung in dem Zusammenhang der bilinearen Aus- 
drücke mit den Koeffizienten eines Orthogonalsjstems, worauf ich später 
zurückkomme. 

Ich bilde weiter die äußeren Produkte a>idi imd bid sowie das 
innere Produkt [ilidi \ bid]. Summiere ich endlich über i » 1, 2, 3, 4, 

so ergibt sich, daß die Summe ^[didt \ biCi] identisch verschwindet. 

i 

Hieraus entsteht die Identität 

' ^ l=- («y)»(^*).,+ (<'y\tißi)fi+ («y).i iß^Xt + (.''r)u(ßs)u- 

Vertausche ich n.och linker Hand 6 mit y, so bleibt offenbar die 

linke Seite ungeändert, da ja (y^)i,= (^y)ij, (y^)«« =" (^y)i8» (7^)81=7(^7)«!» 

(7^)44 ^= (^7)44* Demnach laßt sich die gefundene Identität wie folgt 
ergänzen: 

(«^)i»(y*)i»+ («^)M(y«5)M+ («^)«(y^)«i+ («^)a(y*)44 = 
-(^y)i»(«<')« + (^y)«(«<J)M + (^y)8i(«"5)«i + (ß7)u{«i)u - 
- (y«)i. Wm + (y«)«(^*)M + (y«)«(^<J),i + (y«)«(^<J)u- 



(2) 



Diese Identität kann in mannigfacher Weise umgeformt und ausgedehnt 
werden. Ich beginne mit ihrer Verallgemeinerung auf Produkte von mehr 
als zwei Faktoren. Zu dem Ende bringe ich die Identität (2) zunächst in 
eine andere Gestalt, indem ich nacheinander substituiere 

/ dj d, 6^ SÄ / 6^ d, ^8 öA / dl dg ^3 JA 

alsdann verwandeln sich bei den Koeffizienten (yd)^^, (ad),^, (ß^)ik ^^® 
Indizes 

12 23 31 44 
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Dacheinander in 



44 31 23 12. 

DöT ursprÜDglichen Identität treten auf diese Weise drei weitere aD die Seiti 
Führe ich jetzt zwei skalare Größen i\, e, ein, welche die positive t " 
negative Einheit bedeuten, dann lassen aieh alle vier Identitätei 
einzige zusammenfassen, so daB ich sagen kann: 
Das Produkt 



(8) 






hleibl ungeiindrrt bei zylilisdier VerUinschutiff der Parameter a, ß, y. 

In dieser Gestalt [ftßt sich die Identität leicht verallgetneinera. 
fahre üwei weitere Parameterquadrupel t,, »j, (t = 1, 2, 3, 4) ein und 1 
trachte den Ausdruck 

[(««»()•«)■. + (««»()■*)« + (««.,(/■').. + (««ufr'iUC'i),. 
+ [("tti(/'i),.+ (««»(r«)i, + («/i).,(f«)u+ (•«„(W).,](.^),. 
+ (("«..(r»)., + («W,.(?»V + (««.,(>■■!).. + l«P)..(H),.](<i)„ 
+ [(«?),i(/«)« + («ftifrä).! + (««..(yä),, + (»(i)„(yil)„](<i|)„- 

Wende ich auf ihn nach einander die ßuhstitntionen an, welche aus i 
vorhin benutzten lierrorgehen, wenn ich S durch i] ersetze, dann nimmt der ' 
Ausdruck cli«i weitere Formen an. Und alle vier Formen lassen sich 
wieder unter Zuhilfenahme der RinheitsgröBen i',, c^ zusammenfassen zu 
«inem ein/igen Produkt. Beachte ich noch das obige Resultat bezOglich 
dos Produktes zweier solcher P'aktoreu, dann kann ich den Satz ana- | 
sprechen ; 

Das Produkt 



[(y<»)i. + <.Cr^)M + hiyi)» + ei«,(y«>)J x 

npr 

Und s 
ausdehnen, 

kommt. 

Ich gehe nun zu einer anderen Umformung der Identität (l) über, 
dein Ende genügt es, sukzessive die Vorzeichen von «i, c 
"k "s' ßt ßi' "v "(' ßt< ßt ^" ündern, dann verwandein sich 

(.«„, (««... (■«.!, (««« 



w 



verhall sich invariant gegen die Substilution \ 



» kann ich fortfahren und den Satz auf Produkte von m S 
worauf im wesentlichen die Casparjsche IdentitSt ] 



(42) 


(33) 


-(13) 


-(22) 


-(24) 


-(11). 
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sukzessive in 

(12) -(23) -(31) (44) 

(12) (23) -(31) -(44) 

(12) -(23) (31) -(44), 

i^enn ich der Kürze halber (ccß)^^==' (ik) schreibe, und die Produkte 

(«y)i j iß ^)i j y («y)« 0^ ^)m » (« y)8i iß ^)zi » (« y)u (ß ^)u 

Terwandela sich sukzessive in 

(21) (14) 

- (34) - (41) 

- (43) - (32) 

• 

wenn für den Augenblick (ay)aO^^)<* = (*^) geschrieben wird. Dabei habe 
ich gesetzt: 

(«y)ji = «1 y« + «8 71 + «374 + «4^3 

(«y)u =- «in— «ly« + «sn - «iri 
(«y)« ^ - («1 ys - «2 y* - «syi + «in) 
(«y)38 = «1 yi + «jy2 - «s ys — «iy* 

(«y)»4 = «ly» — ^n - «»y* + «iys 
(«y)4i -= — («1 ri + ««y» - ««yi — «4yi) 
(«y)i8 = «lys + «»y* + «syi + «in 
(ay)a, = «lyi — «jyi + «sy» — «4y4 

(«y)48 — («ly« — «ayi + «8y4 — «4y8) 
(«y)8s = «1 y4 + «»y« + «8y2 + «4yi 
(«y)24 ^ «1 ys + «2 y4 — «8 yi - «4yi 
(«y)ii = «lYi - «2y2 - «8y8 + «ly* 

i.ind entsprechend * die (jSd),^. 

Durch Addition der vier entstehenden Identitäten ergibt sich die 
Darstellung 

^{«ß\i{y^)i2 •= 

i'(--l)"[(«y)l«(^^)in-(«y)2,(^^)2n--(«y)8«(^<^)8n+(«y)4,(^^)4j, 



<5) 



welcher ähnliche für die drei anderen Produkte an die Seite treten, d. h. 
^e Produkte («/3)i,(y^X,, («|3)„(y^)„, («ß\i{y^)ziy^ («ß)uir^)u ^«»en 
sich als Summen derselben sechzehn Produkte (s^y)ik{ß^)ik ('*> * » i- >« <» ^) 
darstellen. Man übersieht auch sofort, daß diese Summen von sechzehn Pro- 
dukten ungeändert bleiben müssen, wenn ich y milt 6 'vertausche. 

Noch auf eine dritte Weise will ich die Identität (1^ umformen. 
Zu dem Ende knüpfe ich an die zuletzt gewonnene Identität (5) an. Ein- 
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iAche Färameterpei-mutatiolieD führen zur Darstellung von ^(c^)i,-(}'^a 
(i = i,t,a,il. Ana dieBen vier AuGdrUckeii erhalt« ich 



(«1 



c 


«. "> 


■"•Ik 


l. -., «. 


— .r 


U -j, -j. 


'•\ 


».'■ 


fließen ans ihr 
fasseo lassen in 


fiinfzeh 
das fol 


m 


(•«u 

-(««,. 

-(««,. 

("«., 




-(«•Ai 





(/<).. 


ö■')^ 


(!■«)» 


friW 


(?«)» 


()■<)» 


(?<). 


(r')« 



(««,, ff«),. + ("«„(/«),= + (" A. fr'X. + (««..fr«),. 
- I'r)u{ß')u- {•A.tf'!)„- C«A.(m)!. + ("j-),.tf«),.- 

Durch Anwendung der Substitutioaen 

(-: :: :j:y u::-: : :;)| 

\-J, -d, <f, ffj' Iä, — *, *, — «,/ ' 

weitere Identitäten, die sich sämtlich xtu 
ende Jlultiplikationntheorem: 

(.-?)„ (««,. (rä)i, (?«)« 

(<■«■■ -("ft. (j">)., ()■«)., 
-(.?)„ -(.?)„ (,ä)„ (,J)„ 

-(•?)..-(•'?).. ((!•!).. -»■!).. (?«)>.-»'),. 

-(«A. -(«A. ^ tf «)« («■!)■. -(/Ja)., -tf ').. 
(«A, ("7),. -tfä),, (^i),. tf<)„-0J4)„ 
(«A. («Ai -((i"')i. -aiii)« -t(i')«-C(i'')u. 

WO die Mnltiplikation so zu verstehen ist, dafi die i-t« Horizont&le des ersten 
mit der fc-ten Horizontale des zweiten Systems multipliziert, gleich dem Pro- 
dukt der entsprechenden Horizontair eilten des dritten und vierten Systems wird. 

Sehe ich die Ausdj-ücke für die Koeffizienten der vier Sechzehni 
syst«me (aß)^, (oj'),», {ß^)iK {y^)^ genauer an, so bemerke ich, d&B 
Orthogonalsysteme bilden, deren Koeltizienten also — wenn sie allgen 
mit 3|, bezeichnet werden — den Bedingungen genügen: 

5*1 9n ■+ 9ii9ki + H.a'Jn + 9u!>n = 

ffh + 9?i + ?.' + JA — ff . 

ffl + gl + ffa. -Y 9l^9- 
rhre Darstellung stimmt genau mit der lüuIer-Cayleyschen Darstollung^ 
der Koeffizienten eines Orthogonal Systems mittels acht Parameter flberein. 
Hiemach lassen sich die gewonnenen Identitäten nie folgt charakteri- 
sieren: Die Identiläten |6) und (7) beziehen sich auf Vierersysteme von 
Koeffizienten eines Sechzehnersystems [gn] , die einer Horizontal- oder 
rerfiAaireihe angeliflren, die Identitäten (I) bis (4) auf Vierersysteme von 
Koeffizienten, die zu einer Diagonale oder zu einem Minor gehOren. Der 
Übergang von einer Identität zur anderen erfolgt durch Permutation der 
Parameter und nachfolgende Addition der entstehenden lÜleichungei 
durch Transformation einer bilinearen Form in eine andere. 



■ ) 



I er- 
st« 

1 
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2« Die Äddüionstheoreme der Tketas, — Ich will nuD die Identitäten 
.lELf die Thetas von zwei Argpunenten anwenden. Zu dem Ende setze ich 
GLr die Parameterquadrupel a, ß je dasselbe Göpel sehe System von Thetas 
xüt verschiedenen Argumenten x + p^ x — y und doppelten Moduln und 
bra»nsformiere die bilinearen Ausdrücke der {ciß)ik vermittels der Formeln 
'ftbr die quadratische Transformation.^) Alsdann wird jeder dieser Ausdrücke 
l^leich dem Produkt zweier Thetas mit gleicher Charakteristik, und zwar: 



A,1 



^"^^-^ C; 3[*i *i 



l) Vgl F. Caspar j, J. f. M. »4, 77. 
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wo der Kürae wegen 

gesetzt ist.') 

Das Ent^preoliende gilt fllr die (/rf)?*, (f»))/* usw., wenn die x, 
werden durch z, w; S, t usw. 

iBdem ich hier die allgemeinen Charaht^ristiien genommen habe, wird 
die Spezialitat eliminiert, welche bei Anwendung der HentitÄten darin liegt, 
daß ich den Koeffizienten der Identitäten spezielle Indi7.es ert«ilt h&be. 

Hiernach tibersieht man, daß die Identität (5) zur Riemannschen 
Thetal'ormel filhrt, welche Herr Krazer zum Ausgangspunkt aller Theta- 
relationen gemacht hal.') In dem speziellen Falle, wo die CharakteriBtikeu 
ff, h gleich NuU gewählt wei-den, lautet die Formel 

- J7,', = ni' - Ifi — It; + iT^a 

- m - n;[ 4 



4 jJo = J7j — ni 

- nöi + nU + nU — nä 

— JIm+ JIm + J7m-/7; 



- ß,s + 17,4 - ni' 
+ nü- n^- nm+ ni; 



^;.= ».,,K)*.^ö'")*.,»('")».^(«'"). 

^x = X + y -t- 1 + IC, 2x" — I + y + i — IT 
2»' — ! + ? — « — »", 2y"=x + y — / + m> 
i/=x — ff-i-e — K, 2i"— X — n -i- s + w 
2m''= j- — ,v — r + tp, 2ie"= i ~ 1/ — i — w 
und 

9(1,0^) — &{x) 
gesetzt ist. 

Die anderen Identitäten führen zu der GOpelschen und Kosenhsin- 
sehen Form des Addilionstheorems und zu ihrer Verallgemeinerung anf 
Produkte von mehr als vier Thetas. 

Anf die Existenz dieser Verallgemeinenmg hat zuerst Caspary auf- 
merksam gemacht, aai:hdem er die Relationen für die elliptischen Thetaa in 
dem Falle, wo die Produkte aus sechs Faktoren bestehen, mitgeteilt ban«.*> 

1) CaRpsr; hat a. a. 0. für leiue Darstellung epezielle Charakt«riatik«a. 
nttmlich P "= * ^^ " gewählt. 

!i flieorit der tiertfach uttendlieheH ITuinrtihrti auf Grund drr Jiirmann- 
KcAcn TMaformd. Leipiig 1888. B. G. Teubuer. Vgl. auch M- Kran«», Jtie 
k ^«NlttoHd. Leipzig 1886, B. C. rpoboer. und 



Tnuuförmatiim der hmätUipdtehfn Ji'i 
F. Ca>par>'. CR. IM, 13ö& (1881). 
S) Mftth. .'Vno. tS, 496, 197 (I88C}. 
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'Herr Krazer hat auf einem ganz anderen Wege die entsprechende Verall- 
gemeinernng der Bie mann sehen Thetaformel abgeleitet.^) 

Nehme ich zuerst die Identitäten (l) bis (4), so will ich das Resultat 
fOr den Fall von sechs Faktoren hinschreiben, wenn die Charakteristiken g 
und h wieder gleich Null gewählt werden: 

Bas Produkt 

X [^,(^)0,(ir)+ e^e,^{z)»,^{w)+ e2^08W^MW+ ^i^^sW^sW] 
X [^,WO,(0+ eiO,,(^)^,,(0+ c,^^{s)&^{t) + e,e^^,(s)^,(t)] 

hlmbt ungtändert, wenn die Argumente x, y, z, w, s, t durch x , y, z , w, 
8\ i' ersetzt werden, wobei 

2x'=^s + t + z — w 

^y'=^s + t — z + w 
2z''^s — t'\rx — y 
2k;'» 8 — t — X + y 
2s =^ x+ y + z + w 
2<'=a;+y— je: — w 

gesetzt ist und e^, e^ die positive oder negative Einheit bezeichnen. 

Die Thetaquadrupel, welche bei dieser Form des Additionstheorems 
auftreten, gehören zu den Göpel sehen Systemen von Charakteristiken. 

Aus (6) und (7) ergibt sich das Additionstheorem in der Form, wo 
die Thetaquadrupel zu den Bosenha in sehen Systemen von Charakteristiken 
gehören. Es läßt sich alsdann in die Form eines Multiplikationstheorems 
für Orthogonalsysteme kleiden. Wähle ich wieder die Charakteristiken g^ h 
gleich Null, dann lautet es: 



ni> 


— Jlff 


Jjxy Tjxy 


J7J*' — J2J«' JIJ«' 


JJMW 


J7|«' 


n^y 


- n^J niy 


77« IC jjMw 77*» 

^ "oi •'^12 -"^M 


ilj«' 


— n'^t 


nti 


Jijy n^y 


TJzw TT»^ TJ**^ 
^^08 "M ^^34 


ilj«' 


"?r 


ii;» 


n^v — 7i*y 


TJSW TJIV) TJtW 

•'■*24 -"'(U •'■*02 


-iir 


nt^ 


n(y 


-^nfy'^nf/ 


nj'«''-7Ij'«' 77J.C' 


-n(r' 


-nt/ 


nt/ 


n'y - ni'v' 


77*' w' Tft'w' T7*'^' 


-ni^ 


" n^o/ 


-nt/ 




^n^-^ 


ni/ 




n',/ ni'y' 


771;«' ^s" ^f"' 


"5 1 


wenn 












T7*y ^ 


Kfi{^)KM^ 


^«? = ^a/^)^a/«^). 








Kß{^')K;i{y\ 


k; - ^«/o^a,.w 





1) Lehrbudi der Thetafunktionen, S. 316—818. 
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und wieder 

2x ^x + y + e + w, 2y' — a; + y — je? — ir, 

2/=a? — y -\- e — «?, 2w'=^x — y — z + w 
gesetzt ist. Ich erhalte also z. 6. 

Dabei erfüllen die Koeffizienten der Sechzehnersysteme die Bedingungen der 
Orthogonalit&t. 

Diese dritte Form des Additionstheorems, welche mir neu za sein 
scheint) ist für die Thetas von zwei Argumenten charakteristisch in dem 
Sinne, als es bekanntlich^) nicht möglich ist, für den Fall von q Argumenten, 
wo ^ » 1 oder ^ ^ 3, die 4^ Produkte je zweier Thetas als Koeffizienten 
eines Orthogonalsystems anzuordnen. 



1) Vgl. M. Krause, Leipziger Ber. 1901, 67—76 und 106—128. 
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54. Sitznng am 26. Jnni 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

Anwesend: 29 Herren. 

Vor Eintritt in die Tagesordnung widmet der Vorsitzende dem am 
4. Mai 1907 verstorbenen Mitgliede Prof. Dr. Oscar Gatsche, Oberlehrer 
an der Oberrealschule in Breslau, Worte der Erinnerung. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Bichert: Bationale Auflösung einer kubischen Gleichung mit 
rationalen Eoefßzienten und Wurzeln. 

Herr Jacobsthal: Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen. 

Herr Knoblauch: Über den Plan der Herausgabe von Leonhard 
Eulers gesamten Werken (s. u.). 



Ober den Plan der Herausgabe von Leonhard Eulers gesamten Werken. 

Von J. Knoblauch. 

Die Bestrebungen, eine Gesamtausgabe der Schriften LeonhardEulers 
zu veranstalten, reichen wahrscheinlich bis zn Eulers Tod, also bis zum 
Jahre 1783 zurück. Bekannt ist, daß sie um das Jahr 1843, gelegentlich 
der Publikation der Correspondance mathematique et physique de quelques 
celebres geometres du 18. siecle, greifbare Gestalt angenommen haben. Wie 
Paul Heinrich Fuß in seinem Vorwort zu den Commentationes arith- 
meticae berichtet, hat die Petersburger Akademie im Jahre 1844 bei dem 
russischen Unterrichtsministerium den Antrag gestellt. Eulers Werke ge- 
sammelt herauszugeben, und der Minister hat diesem Antrage zwar sein 
Wohlwollen nicht versagt, die Ausführung des Unternehmens jedoch auf eine 
günstigere Zeit verschoben wissen wollen. Seitdem ist wohl kaum eine 
Gelegenheitsschrift über Euler erschienen, in der nicht der Buf nach einer 
Gesamtausgabe seiner Werke aufs neue laut geworden wäre. 

Dabei werden meist auch die Schwierigkeiten erwähnt, die sich einer 
solchen Publikationr entgegenstellen. Aber schon immer ist es mir aufgefallen, 
daß diese Schwierigkeiten fast ausschließlich auf finanziellem Gebiete gesucht 
werden. Nach der Schätzung von Fuß würden Eulers Werke etwa 25 Bände 
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in Großquartforniat, der Band zu 640 Seiten gerechnet, ausmachen, und di»* 
Kosten für deren Herausgabe nach J. 0. Hagen ungefthr löOOOO Mark 
betragen. Nun, ich glaube annehmen zu sollen, daß es heutzutage dorcbaos 
im Bereiche der Möglichkeit liegt, eine solche Summe tilr ein wisseiiscbaft- 
liches Unternehmen großen Stils flüssig lu machen, wenn nur die Bednrfnis- 
frage rückhaltlos bejaht werden kann — und vielleicht auch ohne dies. 
Die eigentlichen Schwierigkeiten aber würden dann erst beginnen. Wer 
auch nur wenige Abhandlungen Eulers gelesen bat, weiß, daß diese Arbeiten 
eine unverhältnismäßig große Anzahl von Druck- und Schreibfeblem enthalt«n, 
außerdem aber auch von Schlüssen durchsetzt sind, die wir heut« niobt nur 
als nicht streng, soadem vielfach als falsch betrachten müssen. Den Herau.s- 
gebem würde es nun obliegen, nicht bloß, wie sich von selbst versteht, die 
Fehler der ersteren Art zu eutfemen, sondern auch die Fehlschlüsse, die 
man bei ihrer großen Menge und weil sie lür den mathematischen Stand- 
punkt des 18. Jahrhunderts charakteristisch sind, nicht weglassen dürfte, mit 
ausführlichen Anmerkungen zu begleiten. Endlich würden sie die zahllosen 
numerischen Beispiele, die Euler, durch sein außerordentliches Gedächtnis und 
die Mitarbeit einer Reihe von Schülern unterstützt, seinen Untersuchungen bei- 
gegeben hat, kontrollierea müssen. Von den Kontroversen über cbi-ono logische 
oder sachliche Anordnung, die sich sogleich bei Beginn der Herausgabe 
erheben wrürden, schweige ich. Unzweifelhaft aber würde die Frage zu ent- 
scheiden sein, wie man sich angesichts des rapiden Rückganges der klassischen 
Bildung, dessen Zeugen wir sind, zu den lateinisch geschriebenen Arbeiten 
Ealers verhalten soll. Ganz abgesehen von dem ungeheuren Aufwände an 
Zeit und Mühe, den eine Übersetzung ins Deutsche erfordern würde, halte 
ich es in vielen Fällen nicht für leicht, den sprachlichen Ausdruck, dessen 
sich Euler im Lateinischen bedient, durch eine deutsche Wortverbindung 
treffend wiederzugeben. 

Aber auch unabhängig von diesen Schwierigkeiten, die ja bei ernstem 
Willen, wenn auch nur in einer langen Frist, überwunden werden könnten, 
erscheint die Frage berechtigt, ob das, was durch eine Neuherausgabe der 
Werke Eulers erreicht werden kann , den damit verbundenen Aufwand an 
Arbeit, Zeit und Kosten lohnen würde. Wenn ich nicht anstehe, diese 
Frage zu verneinen, so glaube ich für meine Person mich nicht dem Vorwurf 
auszusetzen, daß ich die Wichtigkeit verkennte, die den Leistungen Eulenrl 
im Gebiete der Mathematik — nur von diesen möchte ich hier sprechea — fl 
noch heut* beizulegen ist. Habe ich es doch unternommen, im laufendonl 
Semester die hervorragendsten dieser Leistungen und ihre Bedeutung für 
die neuere Mathematik in einer vierstündigen UniversitUts Vorlesung darzulegen, 
und befinde mich zur7»it mitten in dieser Tätigkeit. 

Der Zweck einer Publikation sämtlicher Schriften Eulers kann, sachlidi 
betrachtet, nur der sein, diese Schriften zu verbreiten. Nun lassen sich 
aber Eulers Hauptwerke, sowie die einzelnen Bände der großen Zeitschriften, 
in denen die meisten seiner Abhandlungen erschienen sind, bei unseren in 
den letzten Jahren sehr vervollkomjnnetpn bibliothekarischen Einrichtungen 
mit verhältnismäßig leichter Mühe beschaffen. Sollte jemand ans irgendeinem 
Grunde dazu nicht in der Lage sein, so wird er aller Wahrsch einlieb hei t 
nach auch die tUnfundzwanzigbändige Gesamtausgabe nicht zur Verfügung 
haben. Es würde sich also wesentlich darum handeln, diejenigen Arlwitai 1 
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BSm^Be Belten geworden oder in wenig bekannten, auch auf großen 
BifaHotheken nicht vorhandenen Zeitschriften enthalten sind, wieder abzudnicken 
and die etwa noch nicht publizierten Abhandlungen und Briefe planmäßig 
aufzusuchen, um sie dann, die Briefe soweit sie wissenschaftlichen Wert 
haben, ebenfalls zu. veröffentlichen. Für ein solches Unternehmen ist rückhalt- 
los einzutreten, damit endlich in absehbarer Zeit sämtliche Arbeiten Eulers 
gedruckt vorliegen. 

Daß dagegen bei einem Wiederabdruck der übrigen Werke und Ab- 
handlangen vieles heute Überflüssige mit unterlaufen würde, wird niemand 
bezweifeln, der die Eigenart der Schreibweise Eulers in Betracht zieht. 
Von der Äußerlichkeit, daß Euler früher schon vorgekommene Formeln 
meist nicht durch einen eiufacben Hinweis aitiert, sondern wo er sie braucht, 
noch einmal vollständig abdruckt, sehe ich ab. Das Verfahren ist zwar 
für den Leser sehr bequem, erhöht aber die Kosten des Druckes ganz be- 
deutend. Sachlich ist zu bemerken, daß Euler ein Problem, das er in 
Angriff nehmen will, in mehrere Einzelnuf gaben zu zerlegen pflegt, die dann 
nach genau gleicher Methode behandelt werden. Stellt er eine Definition 
auf oder gibt er eine Formel an, die von einer ganzen Zahl n abhängt, so 
begnügt er sich bei der Beschreibung ihres Inhalts fast nie mit « = 1 und 
n ^= 2, sondern erläutert die Sachlage mindestens noch bis zu « ^ 4. Das 
erscheint uns heute mit Recht als unnötig. Freilich kann man einwenden, 
daß der mathematische Wissensstoff, den wir Euler verdanken, sich sicher 
sehr viel langsamer verbreitet haben würde, wenn Euler bei der Bekannt- 
gabe seiner R-esultate nicht auf die Form der Ausarbeitung und die Klarheit 
der Darstellung besonderes Gewicht gelegt hütte. Aber soll deshalb gaoz 
davon abgesehen werden, daß wir heute in der wissenschaftlichen Methodik 
weiter sind als vor 150 Jahren, und sollen wir von neuem auch in den 
Grundlagen der verschiedenen mathematischen Gebiete uns in elementare 
Einzelheiten zu verlieren gezwungen sein? 

Was uns fehlt, ist nicht eine neue Ausgabe des gedruckt Vorliegenden, 
sondern etwas ganz anderes, nämlich eine ins einzelne gebende wissen- 
schaftliche Würdigung Eulers, die zugleich geeignet ist, ein Zurechtfinden 
in der Fülle seiner Arbeiten zu ennöglichen. Bilden diese doch auch heute, 
wie zu den Zeiten von Lagrange oder von Jacob i, eine noch unaus- 
geschöpfte Quelle mathematischer Erkenntnis. Es ist an der Zeit, das, was 
noch Wichtiges in ihnen verborgen liegt, an das Tageslicht zu fordern, sowohl 
um Euler nach allen Seiten hin gerecht zu werden , wie auch um das 
Wiederentdecken von Wahrheiten, die er bereits gekannt hat, unnötig zu 
machen und demnach überflüssige Arbeit zu ersparen. Wer es auf sich 
nähme, ein klares und vollständiges Bild von Eulers mathematischen 
Leistungen zu entwerfen, der dürfte es sich freilich nicht verdrießen lassen, 
die vorliegenden Drucke auf das sorgfältigst« zu zitieren, nicht nur bis zu 
den Seiten, sondern unter Umständen bis zu den Zeilen herabsteigend, und 
er lätte den wesentlichen Inhalt der einzelnen Abhandlungen, der sich häufig 
aus dem Titel nicht einmal erraten läßt, so genan wie möglich darzulegen. 
Trotz der großen /Vnzahl von Schriften erscheint dies als ohne übergroße 
Hübe durchführbar, weil Euler viele Aufgaben mehrmals bearbeitet hat 
und äch auch sonst oft wiederholt. Bei einer bistorisoh-kriti sehen Behandlung 
der Probleme würden also die Arbeiten gruppenweise zusammengefaßt werden 
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können und müssen. Von der oben erwO^hnten zeitraubendea und uufirui 
baren Arbeit dßs Ausmerzens der vorhandenen DrucV- und Schreibfehler 
der Kontrolle der Zahlenbeispiele würde m»n sich dagegen als befreit 
trachten dörfen. 

Ein solches Unternehmen nun wäre m. E. nicht einer vielköpfigen 
KoDimissiou, sondern hSchBtens drei Mathematikern anzuvertrauen, von denen 
dann — die Sache nur im großen und ganzen betrachtet — einer die 
Zahlentheorie, ein anderer die reine Änalysis mit Ausschluß der Variations- 
rechnung, der dritte diese, die Merihanik und bei der geringen Anzahl itÖL 
geometrischer Schriften Eulers auch die Geometrie zu übernehmen hätt*. 
Die Wichtigkeit der Publikation läßt es von vornherein als erstrebenswert i 
erscheinen, das Werk, evontnell durch Beihilfen von wissenschaftliehen Körpe»^ 
Schäften oder Staatsregieroiigen, einem möglichst großen Kreise von >Iathe* 
matikei-n zugänglich zu machen. Unter allen Umstanden aber wflrdi 
Durchführung des Unternehmens gegenüber der Herausgabe von Eulers 
Werken mit unverhältnismäßig geringeren Kosten verbunden, von un- 
vergleichlich größerem Nutzen und eine der Bedeutung Eulers wahrhaft 
würdige Arbeit sein. 
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